LE'MOUVEMENT BROWNIEN RELATIVISTE

ET

LES EQUATIONS DE BASE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

par M. Jean-Pierre CAUBET

(manuécrit regu le ler Décembre 1975)

@ESU On dovme une théorie relativiste du mowvement
Brownzen sur laquelle on fbnde une cZasszficatton des equatwons
d’ondes fbndamentabés de la mécanique ondulatoire et une nou-
velle expression du principe de correspondance.

 Le mouvement brownien a &té décrit pour la premi&re fois par
le botaniste R. Brown en 1828, qui 1'avait observé d'abord sur
des substances organlques (en particulier le pollen de diffée~
rentes plantes) puis sur des substances non organ:ques ‘ce qui-
1'amena & la conclusion que la matiBre &tait constru1te de mo=
lecules prlmltlves.

La descrlptlon mathématique de ce mouvement commenga en 1900. #
L. Bachelier domna d'abord la repartltlcn 4 un instant domné d'un
grain executant un mouvement brownien & une dimension, et

A. Einstein en 1905-1906 publia trois papiers respectivement sur
le mouvement des petites particules suspendues dans un liquide
stationnaire, sur la théorie du mouvement brownien, et sur. une
nouvelle détermination des dimensions moléculaires, fondés sur

la théorie de la chaleur considérée comme la théorie cindtique

des molécules, conjecture confirmée depuis par les expériences

de J. Perrin et de R.A. Millikan. Mais une théorie mathématique
satisfaisante demandait la conStruction d'une mesure sur un

espace de trajectoires, et c'est N. Wiener qui en 1923, ala

suite des travaux de E. Borel et de H. Lebesgue, parvient &
construire cette mesure qul porte maintenant son nom.

Cependant ce mouvement brownien mathématique que pour pré-
ciser nous appelleronu processus de Wiener, apparalt assez
différent de ce qu'avait un sicle plus t8t observé Brown. Si
les trajectoires de ce processus sont bien continues, par |
contre elles me sont en aucun point dérivables et surtout sont
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de variation totale infinie et peuvent avoir des quotients
Az/he (i.e. éeplaaemantitump Y non bornés, ce qui correspond
mal & 1'idée que 1l'on peut a priori se faire de la trajectoire
d'un corpuscule méme soumis & un trés grand nombre de choces,
et mal aussi aux conceptions relativistes. ‘

L'objet de cet article est de mountrer simplement comment
néammoins ce méme processus de Wlener, adapté d'une manlere
naturelle 4 la structure de 1'espace de Minkowski, est rogz
par des lois dont la Mécanique quantique est une approxima-
tion. Au fil des lignes, le lecteur verra apparaitre le forma—
lisme de la Mécanique classique, ainsi que des idées développées
par L. de Broglie depuis sa thése jusqu'id au;ourd hui.

{ -~ LE PROCESSUS DE WIENER.

Imag:nona un mobile se déplacant sur la droite réelle en par-
tant de 1'origine & 1"instant ¢t = 0et en effectuant 3 chaque
instant £ = kAL (k7S 1) un saut de longueur * Ax avet la méme
probabilité pour cbaqua direction (3 droite ou @ gauche) A 1'in
tant ¢ > 0 sa p@altion ezt donc

. H ‘ i § 3

I R IR RTRIE {007 B
06 (thtl1dés£gh¢_1a partxe entigre dL t/A et oti’ (X )n . 1
désigne une suite de wvari aLiLc aléatoires (sauts elementalres)
indépendantes, et ayant Ea méme ré »art1t1on telle gue-

Prob (X = *ﬂ/) = Prol = -Ax) = 1/u9 donc d esperanLe pulle

v“et dp VaTL&HLt {Au)

. D! apreq le thLﬁTLWe de Laplage;,Oﬁ‘aura denc Iarsque 1* 1ns~
tant t reste. fixé mais que ﬁf ¥ 0 de sorte que it entier t/At
augmepro 1nd@fi'¢mént5‘ﬁt~en supposant gue AA /At tende vers une

11m1te 2T fj;e S

st shTh B ey b
Prob.{a's W_ g bl &t j ‘QXP{ }dx
: s t Jhnhe  a 4 be o

Nous pOSLlOnS dans tout ce. qui suit 2D m~l} On peut observer
en passant qu'ainsi 1' aﬂcr01s ement €1n 1niten1m31) dW du pro~

-

cessus -de Wiener d partir de sa position d orlglnu est 11e o
1* ac“r01s&cmemt temporel dt par la relation Var. (dW ) at,

formulg fondamentale du CaluUl dszerﬂntlcl stochasthue du a

K. Ito&‘ét que 1 o ecrlt heurxsthuement ”sz ",

“Ce qul precede est 1nsuff1&ant pour deflnlr le processus de
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Wiener. I1 faut de plus supposer qup le processus évolue 3 par-
tir de sa position Wt, atteinte i l'instant t, en probabilité

exactement comme il a évolué & partir de 1'origine ol il se
trouvait 3 1l'instant t = 0. Ainsi en particulier la régle

"dwi = dt" est-elle géndrale, et non plus seulement valable au

départ. Et cette nouvelle hypothése, domnant au processus de
Wiener la propriété qu'en anglais on appelle "'starting afresh”
détermine la probabilité que la position Wt soit dans les inter-

valles (ak, ka respectivement aux instants tk(i £ k g n}, & sa-

voir :
Prob. (f“\ {ak < Wt £ bk} =
g kgn k
e (%, = %) } (x ~x__)*
expl— wo—l  exp|= my————T exp|—
by by b 7t, 2(t,~ t,) | 2(t -ty i .
. ,} oo y %y d¥p eedx

a; “a, ‘a v’zﬁtl Jzﬂnz - tli Z'rr(tn - tn-1)

On peut alors démontrer que les deux hypothéses que 1'on vient
de faire, ou ce qui revient au méme la formule précédente, déter-
minent entidrement la mesure de Wiener, c¢'est-3-dire la probabi-
1ité de répartition des trajectoires éventuelles gui apparaissent
d'ailleurs (presque sfirement). nécessairement continues.

% £l

Naturellement, ce' qui précdde s'étend immédiatement au cas
d'un mobile se déplacant par exemple dans 1'espace euclidien &
trois dimensions, rapporté& pour fixer les idées i un repére ortho-
normé (e;s e,, e,), la position de ce mobile a 1'instant t > 0 s

étant alors :

2 3
by 22 + ‘ol We
Ht W e Wtez Htcs

i
t 1

On fait seulement 1'hypothése que les trois projections

(i =1, 2, 3) sont des processus de Wiener sur l'axe corres-

pondant, et que les probabilités de répartition de ces trois pro-
cessus sont indépendantes les unes des autres.

11 en ré&sulte en particulier que 1l'on a alors :

«7~ [b exp{*liﬁiiidx,

Prob.{a ¢ W_ < b}

t 2t

(2mt)
ol ev1demment a- (a’) b o= (b, ) avec i =1, 2, 3, oli de plus

1 1ntegra19 est ﬁrlple avec dx = dx; dx, dx,, et ol i

2 2 2 '
tx{ = x; + x, + xg. En effet, cette relation n'est autre que
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la relation suivante :
3 . '
Prob., 1a ¢ W_ £ bl = 1 Prob. {a < W< b}
i =1 t 1

exprimant en particulier 1'indépendance mutuelle des probabili~
tés de répartition des trois composantes.

2. IMAGE D'UN PROCESSUS DE WIENER EQUATION DIFFERENTIELLE STO-
CHASTIQUE. T

Soit une fonction (indéfiniment) différentiable £ : N =+ N
(i.e. définie sur l'espace euclidien N, et a valeurs dans ce
méme espace N). Lorsque le processus de Wiener Wt parcourt N,

son image f(wt)vpar la fonction £ parcourt elle aussi 1'espace
N, et on a d'aprés la formule de Taylor

- _ Ve P B B T 1oty pesd opd ' ;
(1) £EI-EGH) = LEJ (W) (TL-W)+ 5 DY, (1) (W= (W -W)+ ete. ..
Siyla fonction t = W &tait une fonction ordinaire (i.e. définie
sur le demi-intervalle (0,“)3 3 valeurs dans N, et indéfiniment
~différentiable) on aurait aussi

. . , ,
I e 4 = 1 1

@) £Ci) - £Q0) L W) i,

mais une telle relation n'est pius valable iei. En fait, la dif-~
férentielle dﬁ{wt}‘de 1‘accroissement‘f(wt) - f(Wé) est dci,

avec la convention de 1'indice muet
e m ET ATy i «g«.l. 4] g :
3 df(%t) i\wt} dwi - fii(it} dt,
le terme inattendu au second membre venant de 1'application
dans la relation (1) de la régle ”dvi = dt'" contractant les

termes du second ordre 7‘f” {W’}{W w } en de nouveaux ter-

nes du premier ordre. Et on peut aloxs demcntrer qu'au lieu
de la relation (2}, on a ici effectivement :
t .
%) E(W) - £QV) mf (erewy ant o+ L
e CHE 1Tu u 2
1'intégrale au second membre &tant une intégrale stochastique
au sens de Ito.

£t 3

On peut d'ailleurs prendre des images encore plus "défor—
mées' du processus de Wiener en 1n?eg:anL@ au lieu de 1'équa~
tion différentielle atocbaethue (3}, 1'équation plus générale :
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= +
| dx_ = a(x,) dW, + b(X) de,
ot a : N X% {O, aﬁ > N @ N est une matrice symétrique et positi-
e (i.ee'aij > 0) et ol b 1N X (0, “a 2> N-'est une fonction a

priori quelcongque, a jouant le réle d'un coefficient de diffu-
sion variable et b celui =~ d'une vitesse de dérive.

Dans le cas ol a et b sont lipschitzienmes (d'ordre 1) on
effectue 1'intégration de cette 8quation différentielle par
approximations successives & partir de la condition initiale
X, en posant inductivement {(k 2 0) ' SRR

A A J
t my

t
k k
o (a(Xu)qu + b(Xu)du)

avec XZ = X,, et on &tablit d'une part 1'existence et 1'unicité
de la 1imitek(Xt)t % 0 solution de 1'é&quation intégrale sto-
chastique : ; ‘ '
t
X, =% *+ jo (a(X )dw  + b(X )du),
et d'autre part que le processus (Xt)t s 0 ainsi construit est

s

une diffusion telle que ¢

ki

. $a o o . . P Ly
{i) les limites sulvantes, ou E(.!X& = x} désigne 1'espérance
[

(de la quantité désignée d'um point) sous la condition que

Xt = x, existent et sont finies :
i i
el - ]
lim E L t+?l‘§~”§ iX¢~ = X} = b:i_(ts X)
“h+ 0 - ;
1 giyed LGl
. Xt+h kt)(xt+h At) . ] 5 o
1im E i [ht = wi = a5 .{(t, %)
h+ 0 ) ]

(ii) il existe € > 0 (en 1l'occurence £ = 2) tel que :

{X - X ‘2,-!-8
lim E { L. ; X, =x| =0

h VO h t

En'sé‘reportant au développement taylorien {1), on se rend
alors compte que pour toute fonction £ : N X {0, ®°} > N (indé-
finiment) différentiable et bornée on a : '

£(X,_ o )-E(X ) .
t+h’ t - _ ' __}_ 2 gu .
{ - }Xt_x = (Btf + b+ zaijiij)ﬁx)~

E




En bréf, les coefficients a et b ci-dessus jouent vis-&-vis

du processus de diffusion {Xt}f S 0 le méme role que la dérivée
: ) k! . Lk

d'une fonction ordinaire. Leur donnée aloutee g la donmée d une
condition 1n1tla}e Xy permet la détermination de X (t > 0y, de

méme que 13 valeur f(t) de la fonction f est doqnee par la rela—
tion :
f(t}x f(O) +} f?(u}du"
Pour Lette raison, on aﬂwelle ra le couple {(a, b) 1a dnrlvec
{8 droite) de la d1f£u510n (X } s 0°

3 -~ LES FORMES DIFFERENTIELLES FONDAMENTALES.

-

Si les fonct;onq v, b et Vom e 2'oi-—déssus sont suffi*

gamment regulleres3 par exemple (1ndef1n1ment) dlfferentlables,
on peut montrer que le processus (Xt)t N solution de 1'équa~

/L,

t\)

tion différentielle stochastique :

= I '
dx, Vv v, dt,

¥

avec Vv 1 N X (O, “0 - N &N et v, ! N X'(O, W% > N, est encore
solution de l'équation différentielle : ¥ )
X, = VIV du_ + v dt

a 1a condition d'effectuer 1'intégration stochastique vers les
temps décroissants et non plus c1»dessus vers les temps crois-—
sants. En d'autres termes, le couple (V, v+} jouait le rdle de

-

la dérivée i droite, et le couple (V, v_) va jouer le rdle de

la dérivée i gauche. On a ainsi en particulier :

i i
. o | i .
lim B - f{ “«Xj‘* v {t, %)
h+ 0
et e - %) |
1im E ,L t-h ; £ t-h {Xt = gl = a%.(t,x)

1es fonctlens a.j &tant 1e3 mémes dang 1es«deﬁx cas. Par contre
en général v # v,, ces vitesses & gauche et & droite &tant

1ides par la relation :




Ve © V- _ grad(vp)

, 2 P
ot p : N x {0, “ﬂ + R est la densité de la probabilité de ré-
partition de la variable algatoire Xt’ en d'autres termes oi
p est telle que : o

Prob. {Xt € dx} = p(t, x)dx.

Pour illustrer ce qui préééde, prenons par exemple le cas
du processus de Wiener, pour lequel (v =) D = 1/2 et v, = 0.

On a alors : ; ‘
1 ‘ 2
ot 0 =Ly e [ 31

(2me) ™ 2t
et donc (en introduisant en particulier la notatiom dv) :
o "f6v=) VT v, ) -‘323 ~
L 2 2t
c'est;é-dire en fait v. = x/t, ce qui est naturel : depuis 1'ins~

tant initial le processus de Wiemer a parcouru un chemin jus—
qu'en x et cela dans le temps t. Mais on constate de plus que
la forme différentielle :

Sy = Syl dx, + §v? dx, + &v? dx, — E dg,

osm
- ;Xlz - 3t
4t?

qulon a en fait w; = D d(log Dp). Il en résulte qﬁe si on pose,
encore

avec (l'énergie osmotique) EO » est exacte puis-

gm

A
+
V"wz (“

+ v

N!N
g
gt

la forme différentie’le :
Wy (= = @) = vlodxy + v? dx, + v3 dxy - E dt,

avec ici E %‘y'Eosm’ ast elle aussi exacte. On a donc aussi
bien la "formule de guidage" v = - v grad (log vp) qu'en po~

sant maintenant v = &3 Dous pouvons écrire

g *FE N
My = - grad 65 log vp)
En conclusion, la continuité du processus de Wiener entrafne
1%existence d'une forme différentielle exacte w, et c'est 13 um
fait général pour tous les processus de diffusion. Par contre,

a la particularité que le processus de Wiemer soit tel que
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= 0 est dfi le fait que la forme différentielle w, est elle

aussi exacte, et donc le fait que le processus de Wiener se
propage d'une mani&re compatible avec 1'existence de fronts
d' onde.

Revenons alors au cas général d'un processus de diffusien,
la forme différentielle :

w; = Mév! dx, + MOv® dx, + M8V’ dx; - E dt
1 osm

avec vV ="hH/2M et Eosm =V div Mv + < v, MSv > est exacte puis-—

o

qu'en fait w; = §-d(1og vp)}. Si donc nous posons w; = d(hR),

on aura encore
1 2R
‘pf%—e .
Par contre, 1'existence de fronts d'onde et plus encore la
fermeture (et 1'exactitude) de la forme différentielle :

&

Uy = My dxy + Mv” dx, + M dxy —~ E dt

oii (1'énergie) E resterait d'ailleurs & déterminer, n'est pas
générale, Mais si elle est réalisée, alors en posant ‘
wy = d(iS) et :
e i
¥ eR 15 }

]

la donnée de la fonction d'onde ¥ implique la connaissance
des fonctions R et § qui elle-mfme implique la connaissance
‘de Mv, M8v et v, et donc en particuller de la dérivée a droi-
te (v, v ) de la diffusion ainsi que sa probabilité de répar-~

tition initiale (attention, la connaissance de la probabilité
de répartition & Chdun instant ne suffit pas 3 déterminer la
diffusion, pemser a 1'hypothése du "starting afresh’™) : en
d'autres termes, la donnée de la fonction d'onde ¥ détermine
enti@rement la diffusion.

C'est le cas en particulier lorsque ¥ est solution de
8quation de Schrodinger. Le coefficient de diffusion
= ﬁ/ZM est alors constant (i.e., la masse est constante). et
énergie est alors :

¥
4

1
v
1

M gl .
B o= ‘;Z (( v, V D GV, 8v >) - ‘fﬁ le(M@V}.

On peut vérifier sur des exemples que dans ce cas on n'a
plus v, = 0, en d'autres termes la propriété du ' startlng

afresh” est ici trés modifife et réduite seulement d la “pro-
priété de Markov", ici la diffusion définie par la fonction
d'onde ¥ est assemblée en un tout cohérent, exactement comme
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dans 1'expérience des franges d'Young.

4 ~ LE MOUVEMENT BROWIEN RELATIVISTE.

Pour définir le mouvement browien relativiste, nous aban~
donnons du processus de Wiener ses propriétés quantitatives
mais nous en transposons ses propriétés g@om@triques. Dans ces
conditions le mouvement browlien relativiste se propagera dans
1'espace de Minkowski de sorte que :

(i) localement il soit un processus de Wiemer, plus précisément

sera solution de dthﬁ aé‘wtvf v, dt a#ec Xt = (i§~Tt, X%)
ot j =1, 2, 3, mais son coefficient de diffusion V =H/2M
sera mon plus constant, mais variable, croissant avec le
temps dans un mouvement libre, et d'expression la plus sim-
ple possible.

(ii) globalement il présente des fronts d'onde.

L'existence des fronts d'onde est vraisemblablement due au
fait qu'elle est assurée localement comme dans le processus de
Wiener, mais que par usure d'une sorte de turbulence elle s'éta~
blit peu & peu pglobalement. Le fait €galement que 17expression
de la masse soit la plus simple possible traduit 1'usure de ce
processus. Enfin la croissance (ou plutét la nom~décroissance)
du coefficient de diffusion dans un mouvement libre traduit la
croissance de 1'entropie, le coefficient de diffusion exprimant
1'ordre de grandeur du volume occup& localement par le:.processus.

11 reste encore deux hypothéses & faire. Soit X, = {ic Tes Xé}
avec j = 1, 2, 3 la position gpatio-temporelle aléatoire du mou-
vement brownien relativiste. Désignant par (qa = ict, qj} avec

j =1, 2, 3 les coordonnées d'un point dans 1*'espace de Minkowski,
nous sommes a priori confrontés a deux temps, le paramétre tempo-—
rel du processus dans Xt et le temps de 1'espace de Minkowski

dans ict. La diffusion s'effectuant dans 1'espace-temps, nous
jmposons d'abord par cohérence avec nos horloges "macroscopiques”
que la vitesse temporelle de Xt (¢'est=f~dire la vitesse de ic Tt)

soit telle que :
vd + v°
N
Vo= Zf"'—lc,

de sorte que la vitesse moyenne de Tt soit égale & l. Et de plus

nous supposons que toutes les observables (masse M, moment Mv,

etc...) “factorisent' & travers les coordonnées de 1'espace de
Minkowski, en d'autres termes soient uniquement fonctions dé
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(q, = ict, qj} mais non du paramétre temporel.

L'hypothése v! = ic et celle de cette factorisation rendent
alors inutile 1'introduction du paramétre temporel et cette
distinetion entre les deux temps. Donnons—en un exemple simple,
supposons que 1'on veuille dériver la masse M par rapport au
paramétre temporel noté ici t'. On a donc seulement :

dM :

(5) : F T < gra@ Myv >y

od <,> M désigne le produit scalaire dans 1'espace de Minkowski,

avec d'ailleurs v' = ic de sorte que si le paramétre temporel
t' figure dans le membre de gauche de la relation (5}, par
contre il est totalement absent dans le membre de droite.

On peut alors démontrer que la fonction d'onde, "factorisée"
o - . R+18 .
i travers les coordonnées (qe = ict, qj}, Y (= e YoM s C
(i.e. définie sur 1l'espace de Minkowski, & valeurs dans le corps
des complexes) déterminant le mouvement brownien relativiste ‘
défini ci-dessus est nécessairement solution de 1'équation de
Klein~Gordon. On a :

di R

]
it

Uy < M VJ, dqj >

it

di s

it

<M vJ, dqj >+ Myl dedt,

w N

2

ces deux formes différentielles étant exactes,l'une par continui-
té du processus et 1'autre par l'existence des fronts d'onde. Les
équations du mouvement sont alors nécegsairement :

d Mv T
I < Mv, My >
| ~ii 55 grad < My, My M
et 1'expréssioﬁ de 1z masse satisfaisant aux conditions (i) est
alors :

"

. . 3
M = M, /VT=F> avec gl = XE et

R
R RS s e
kMOC -—-\/I;O [ - ﬁ M‘é‘

=

ot my > 0 est une constante et [ désigne le dalambertien.
Naturellement, cette factorisation de ¥ & travers les coordon-
nées de 1'espace de Minkowski et la condition v0 = ic qui la com—

pléte entrainent que la signification probabiliste du carré !W[z
du module de la fonction d'onde est ici un peu différente du cas
oii, L'on aurait gardé le paramétre temporel en procédant alors

comme pour les &quations d'ondes non-relativistes. On a en fait
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o4 2 s S,
encore p = G~IW[ mais avec ici :

O(ict,qj)dqJ = Prob.{Xé £ quITr =t} = Prob.{Xiedqi Tsmt}

oii 1'on pose encore Xt = (icTt, ¥1). En d'autres termes, la

probabilité de répartition spatio-temporelle n'est pas direc~-
tement donnde, mais seulement la probabilité de r8partition

spatiale de X; sous la condition Que la composante temporelle
Ts soit égale 4 t, ce qui est naturel et traduit une situation

ergodique dans laquelle la masse propre m, apparait effective-
ment constante. : :

~ Evidemment, on peut perturber la masse propre comstante m,,
soit explicitement pour exprimer une "variation d'indice" du
milieu de propagation, ou méme implicitement par un terme fone-
tion de la fomction d'onde pour exprimer une réaction du pro-
cessus sur lui~méme (Equations d'onde mon linéaires). On peut
introduire ainsi des hamiltoniens non quadratiques, les hamil-
toniens quadratiques apparalssant ainsi les plus naturels, mais
surtout on peut mettre en défaut la relation classique de
commutation (p,q] = ifi. Plus précisément, a 1'observable mo-
ment Mv on peut faire toujours correspondre 1'opérateur

3

T‘ﬁa’ mais éventuellement d'autres selon le rBle joué par cette
%

A o 0 % - ’
observable, de sorte que 1'axiomatique calssique de . la Mecanique
quantique n'est ici gqu'une approximation simplificatrice. En
effet, perturbons la masse m, par le terme U : M + R<de sorte

que maintenant on ait :

R
e

e

2
M "

B w? A2 -
g C m; ¢ U

St 1és équations du mouvement sont maintenant (en introdui-
sant en plus le potentiel A = (icm1 V, IR
& w e = 1 grad <My, Mv>_ + <v, grad A>
dat & M s PV s 81 M
alors 1%'équation d‘onde»correspondamte est :
(ifid + A)(ihd + A)Y + (m) -~ W)Y .= 0

et la relation énergétique classique associde & cette équation
d'onde est : : :

P Ayp ARt mg ¢ ~U=0,
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elle n'est donc plus effectivement nécessairement quadratigue.
Le terme de perturbation U peut Etre explicite, mais on peut

aussi bien prendre par exemple U = & IWIZ, ou plus généralement
toute expression réelle pour conserver 1'8quation de continuité
(éventuellement complexe si on se contente d'une approximation -
afin de simplifier 1'équation d'onde), par exemple faisant in~- -
tervenir des opérateurs différentiels dfordre guelconque, la
relation de commutation'gq, p) = if, toujours valable si on
considére p au niveau de la forme quadratique <p = A, p = A>_,
pouvant cesser d'étre vraile au niveau du terme de perturba-
tion.

5 - CLASSIFICATION DES EQUATIONS D*'ONDE.

Nous venons de dire que les hamiltoniens quadratiques étaient
les plus naturels parce qu'ils correspondent aux diffusions les
moins perturbées. Voici une classification des principaux hamil-
toniens guadratiques, .ils impliquent des produits scalaires sur
des groupes de Lie : N, M, 8U (2), SL (2, Cy, etc ... ol N ests
le groupe des translations dans 1'espace euclidien (i.e. 1'espac
euclidien lui-méme) 3 trois dimensions, M 1'espace de Minkowski,
SU (2) le (revdtement universel du) groupe des rotations dans
1'espace euclidien N, et 8L (2, C} le (revetement universel du}
groupe des rotations dans 1’espace de Minkowski M. La corres-
pondance entre groupes et Equations d'onde est alors la sui-
vante :

N Schrodinger
N % SU (2} Pauli
M , Klein-Gordon
M x SL (2,C) Dirac

b

M x SL (2,6) x SL (2,C) Maxwell {avec masse)

Chacun de ces produits scalaires peut &tre "translaté' par
un champ extérieur. Par exemple le hamiltonien H = %ﬁ <p, Py
correspondant 3 1'équation de Schradinger'peut 8tre translaté
en H -V = %ﬁ <p =~ Ay p -~ A>N avec d'ailleurs eV au lieu de V

et S»A au lieu de A dans le cas de 1'é@lectron. Par exemple

2 2

encore, -la relation énerg@tique <p, P>y +my o= 0.avec p = Mv.

associbe a4 1'équation de Klein-Gordon se translate en

<p —-'A, p ~- A>M‘+ m% c? = (0 avec ici p = Mv + A. L'équation

.d'onde correspondante sera dite elle-mBme translatée. Voici
alors comment on doit préciser le tableau précédent :
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1 to "
e & > 3¢ ]
H 5 <Ps Py Schrodinger
1 " ‘

Gl e o g > a 2
H-V 5 <P A, p-A N Schrod, tramslat.
H~eV = i—-<p~ a2 £~'?s~ £~H>2 Pauli

¢ n T 2T € “su
<p, PPy ¥ mg e? =0 Klein~Gordon
<p—A, pmi>, + m ¢ =0 K.G. translat,
<Ps P>M + <3, é>SL + m% ¢ =0 © Dirae

2 .
<p ‘*% A>2 + <s- E-F>§L* E;<F>§L+m§c2= 0 Dirac tramslat.
c

olt < >2pst dcrit abréviativement pour < , > . Il reste 4 pré-
ciser un point en ce qui concerne les équations spinorielles
(Pauli et Dirac). La fonction d'onde ¥ déterminant une diffu~
sion sur N X SU(2) avec rotation stationnaire se met sous la
forme :

o= Y, 8e +Y¥_ 8e

%
ol W+, W; : NV4'Cfet“e+,‘e” $ 8U(2) » C (séparation des varia—
T ) .
bles)._C'est‘ie'splneur Yo (W;)-qu1 est alors solution de 1'8~
‘quation spinorielle de Pauli. Semblablement, la fonction d'onde ¢

déterminant une diffusion sur M x SL(2,C) avec rotation sta-
tionnaire se met sous la forme

Sy ’ ‘
Y Yy 8 e, tVY, _ 8 e, . * Y o, 8e_ s FY_ e

ot W++ : M= C et e, ! 8L(2,C) + C (séparation des variables)

et c'est le spineur :

qui est solution de 1'8quation de Dirac.
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6 - PRINCIPE: DE CORRESPONDANCE.

Lorsqu'on Fait tendre la constante i vers O, on peut démon~
trer que 1'8quation d'onde tend vers 1'8quation de Hamilton~
Jacobi correspondante. Par exemple 1'8quation de Schrodinger

"
o e e N
\ 2m ?

qui en posant ¥ = /p exp Q% 3} devient en séparant la partie
réelle de la partie imaginaire :

“h? .98 1 2 =
%A/g—bat-%%(grad@ '*‘V-‘O

()
%%'+ div (pe% grad §)= 0
se réduit lorsque h ¢ O aux deux dquations , '; #
98 e
§E'+ H (X,Jgra& 8y =0
(7
%%-+ div (p.-% grad §) = 0

1

avec H{x, p) = l%ﬁ: + V(x). Suﬁposons’que de plus ie gystéme

(7) ait une solution unique. Alors 31 résulte d'un théoréme
maintenant tlassique (dii & ¥, Prohovov) sur la convergence des
mesures sur L'espace des trajectolres continues que la diffu-
sion (i.e. le mouvement brownien) assocife & 1'&quation de
Schrodinger converge vers le processus régi par le systéme (7).
Clest 13 un fait général, sauf dans des cas pathologiques (croi-
sement de trajectoires au méme instant, choc) on trouve lorsque
4% ¢ 0 un processus végil par une dquation de Hamilton-Jacobi.

En théorie de Hamilton-Jacobi, toutes les observables facto-
risent # travers les coordomnées du groupe de Lie (N, M, etc...)
dans lequel s'effectue le mouvement. g1 on "défactorise” les
équations du mouvement (qui deviepnent ainsi implicites au lieu
d'8tre explicites) om trouve alors les équations de Hamilton et,
perdant les fronts d'onde, on jdentifie la limite de la forme

différentielle w, & la forme de Poincaré—Cartan qui n'est plus

exacte mais seulement invariante en ce sens que :

jﬂ.’\zﬁng
s, /88,
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oii 35, et 38, sont les courbes frontidres de deux sections
quelconques S, et 8, d'un tube dans 1'espace temps dont les
génératrices sont des trajectoires du mouvement.

On peut de méme défactoriser les équations du mouvement
brownien relativiste, la forme w, n'est alors plus exacte

mais seulement invariante au sens ci-dessus (les trajectoires
' : . v, + v
étant définles par le champ des vitesses v = 5 } et on

définit ainsi une Mécanique Brownienne, le principe de corres-
pondance €tant maintenant :

Méca. Brownienme My 0 Méca. Clasgique

. {'Tw i R Sl , T

Méca. Quantique HY O Théorie de Ham11?on“
Jacobi

7 .~ CONCLUSTION.

Le formalisme précédent, exposé techniquement dans.(z) aprés
avoir &té présenté dans des Notes aux Comptes Rendus, retrouve
les relations fondamentales de la thermodynamique cachée des+
particules et s'adapte d'ailleurs immédiatement 3 des ondes
pour lesquelles la masse de probabilité est infinie (ondes
monochromatiques, et a singularit@). Pour comprendre ce der—
_nier point, il suffit de réaliser qu'on peut construire un
processus sur la droite réelle dont la probabilité de répar-
tition initiale est la mesure de Lebesgue (répartition ini-
tiale uniforme) et qui évolue & partir de sa position ini-
tiale comme un processus de Wiener. Le mouvement brownien
relativiste dérrit la propagation des ébranlements (comparer
avec la théorie des séismes) mais si cette ropagation est
trés perturbée, la relation de commutation Tq, p) = i peut
€tre mise en défaut. Comme il 'y a fort i parier gque la Nature
assujettisse son comportement davantage i une loi des grands
nombres (le théoréme de Laplace) qu'i une relation de commu—
tation, 3 savoir {q, p} = i, celle~ci si importante gqu'elile
soit n'est pas nécessairement fondamentale. L'Btat quantifié
n'est d'ailleurs lui-m8me qu'un état de haute probabilité, ne
pouvant pas faire oublier 1'existence trés vraisemblable d'états
transitoires sans fronts d'onde.
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