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RESUME. On montre comment il est possible de faire entrer
dans une méme grande classe de dynamiques non hamiltoniennes
des faits aussi divers que les apports de chaleur, 1'approche
de 1'équilibre thermique, les phénoménes thermodynamiques
relativistes et les états quantiques stationnaires.
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I - INTRODUCTION.

Le probléme qui nous intéresse a été, en un certain sens, posé dés
1'Antiquité. En effet, pour la pensée grecque, 1'idée d'eternité, de permanence,
de perlodlcxte était prlmordlale pulsqu Telle exprlmalt 1a perfection divine. Or,
remplacer au 178me siécle le mouveuent circulaire uniforme par le mouvement
elliptique respectant la loi des aires n'a pas été, 3 cet égard, un bien grand
changement, de sorte que la mécanique conservative et les divers principes de
conservation de la physique modérme sont 1a forme contemporaine de 1'antique
idée de Permanence.Mais 1'Evolution existe. Clest d'ailleurs en introduisant
le concept d'évolution (sous le nom de "mouvement') qu'Aristote a défini 1la
Physique et, quoiqu i1 se soit, lui aussi, laissé prendre au leurre de la
pérennité du ciel, il nous a 1égué un remarquable conseil {1} : "Il est nécessaire
que les prlnc1pes des choses sensibles soient sensibles, que ceux des choses
dternelles soient éternels, que ceux des choses corruptibles soient corruptibles ;
il faut, d‘une maniére absolument générale, que les principes soient homogénes
aux 8tres qu'ils dominent”. Autrement dit, il ne faut pas chercher 3 décrire
l'Evolution en termes. de Permanence. Tel est le point de vue que j'essaile de ;
défendre en gtudiant les dynamlques non namxltonlennes. L' entreprlse est

d1ff1c11e. On peut y dxstlnguer plusleurs parties :

°) dresser urie sorte de -catalogue des diverses formes possibles de

dynamiques non hamiltoniennes ;

2°) rechercher celles qui sont déja urilisées -plus ou moins consclemment-
par la Physique théorique contemporaine, souligner leur %aractére non hamilto-
1
nien et, plus précisément, démontrer leur appartenance a la classe de modéles

définie ci-dessus 3

3°) tenter d'étendre 1'usage des dynamiques mon hamiltoniennes i de
nouveaux domaines de la Physique avec, en toile de fond, 1'idée que toute

interaction présente vraisemblablement un caractére évolutif non hamiltonien.

Ce programme est &videmment loin d'8tre réalisé&. Analysons 1'état de

la situatien.

I1 - GENERALITES.

5 Afin d'envisager différentes fagons de généraliser la mécanique hamil-
tonienne, soulignons—en tout d'abord les traits essentiels. 11 s'agit, d'une

part, d'une description différentielle des phénoménes, == dt = F(X,t) ; d'autre

part, le cadre de cette description est 1'espace des phases, X = (X,p) € RS ;

enfin, la divergence du vecteur F, divgF, est identiquement nulle. On peut donc

a priori se proposer de modifier ces trois points.
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La Physique a d&j3 souvent renoncé au caractdré différentiel continu
de la description bamiltonienne. L'équatioane Langevin du mouvement brownien -
est 1l'expression d'un modéle stochastique, et la mécanique héréditaire
est une description 1ntegro—d1fferent1elle. Je n'aborderai pas cet’ aspect des"
choses, m'en tenant ici 3 la description d1fferent1e11e. Passons maintenant au
nombre de dimensions des espaces considérés. -

On peut &videmment chercher a décrire 1'Evolution dans un espace dif-—
férent de l'espace des phases B . On ne\it tout d'abord se contenter d'un mod&le
dans R qui sera, pour certains traltements du mouvement brownien par exémple,
soit 1l'espace de conflgurat:lon 501t 1! espace des vitesses. Dar contre, on peut
augmenter le nombre de dlmensnms et passet iR pour décrire un oscillateur
Tayonnant par exemple, sous la forme -x" o %"+ u.\ox = 0 , c'est-a~dire,. e

posant v=x' et y=x"

X 0 1 0 x X

v = 0 1 v H v i E_R9
m% 1

Y - 0 : Y '

On verra de mime que la notion de non=-localité propre la mécanique quantique

nous amenera a 1ntrodu1re deux pogitions x et r, et @ &crire. des &quations du

type : ‘ ‘

al .
1 = : , H r | gxr
v -

Enfin la forme covariante de tels modéles exige bien slir de passer de r3, RS,
RS 3 Rb', [RB, Rlz‘ ' ) i

I1 nous reste maintenant la possibilité de cqmpléter le second membre

des systemes différentiels. Ordlneurement, 1'influence du monde extérieur est

representee par un vecteur du type hamlltonlen
gradp H

—grad, H




Nous verrons que,; pour traiter les problémes de diffusion, il est intéressant
d'introduire un- champ "3 caractére. de gradlent selon 1'expression de R. Thom.
11 apparaltra que 1'argument de ce gradlent doit &tre la densité dans 1'espace
considéré. Par ailleurs, on congoit facilement que ce qui importe physiquement
n'est pas la valeur brute du gradient, mais sa ‘valeur rapportée & la densité
elle-méme. Les termes diffusifs constitueront donc un vecteur de la forme

suivante :

Ay g:adxf - Ay grady Log £
1 = 3 ApsAp = Cstes.
Ay grad, £ A grady Log £

On introduira enfin un vecteur qui n'aura ni le caractére hamiltonien, ni le

caractére de gradient, 5 savoir un vecteur de la forme

C(x)

D(p)

oii D(p) représentera un phénoméne dissipatif et C(x) un phénoméne de compression.

Nous avons déjid vu apparaitre ci-dessus, 3 propos de la diffusion,
1'expression Logf . On verra que ce terme joue également un r3le important dans
le traitement des phénoménes dissipatifs. Pour souligner cette importance, nous
donnerons un nom A ce terme et, puisque sa moyenne statistique f(Log £) dx dp
est, au signhe prés, 1' entropxe $ de Boltzmann, nous appellerons "entrople fine"”
et nous noterons sf, la quantité (~Log £) . Remarquons enfin qu en presence de
termes non hamiltoniens, la densité f varie quand on suit le flot dans 1'espace
des phases.De fagon précise ' '

fo = Jo !
t
ol Jy estle jacobien qui commandé la variation temporelle des volumes dans

1'espace des phases. Dans ces conditions,
-~ Log fy = - Log fg + Log J¢ .

T ' . . s .
c'egt~a~dire que l'entropie fine 2 l'instant t est la somme de l'entropie fine

P ' . . .
initiale et d'une "entropie fine d'é&volution"

f = :
S(Jt) = Log J¢ @

£

Se =S * Sy -

Notomn: i ir & i
s enfin que, pour parvenir & la forme classique des résultats, nous introdui-

rons la’ s P . .
a 'constante de Boltzmann k dans la définition de 1'entropie fine.
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111 - LE MODELE DISSIPATIF ELEMENTAIRE DE LA CHALEUR.

J'ai proposé, il y a plusieurs années d&ja (3)(“), de décrire un apport
ou une perte de chaleur par une Eéquation de la forme suivante, valable pour

chaque point matériel du systéme considéré,

5 , 3 v
@ .d_z_ = - B(t) % g 20 impu]jsion p&R3

Dans le cadre de ce mod&le, la variation d'énergie cinétique,

dBein = E.dp = é B(t) Ecip dt, qui est la circulatioq &lémentaire de la force

P . - £ ) :
dissipative - Bg, représente la “chaleur" 6Q regque, pendant le temps dt, par toute
molécule d'énergie Ecin' D'autre part, 1'équation de continui;é dans l'espace des

impulsions R3 (d'od la notation f3 pour la densité), qui s'écrit :

H

dafsy .
= = - £3 divp [—B(t) g] .

fournit la variation d'entropie fine de toute molécule :

$ Notre Déf. -
3

; - ¢ dEns : £
ds - -k d(Log £3) = - 2 k B(r) dt = EN Ez;“ -3k gq_n
n c1

oli k est la constante de Boltzmann. .
i1 est alors facile de calculer la distribution d'équilibre thermique. Si, en

effet, nous impqsons 3 B(t) de maintenir Ecip au voisinage d'une valeur moyenne

: . 3 . s 3. . L
sz, 1'apprqx1mat10n Ecin 7 EkTAgst justifiée. Avec cette approéxmatlon, il
vient :

dEcin

) d(Log f3)k= T

_Ecin -
f3 = (f3)0 e KT

On passe ensuite sans difficulté de la description fing précédente i la descrip-
tion macroscopigue traditionnelle. Si N est le nombre de molécules du systéme,
et < > le symbole de la moyenne dans 1'espace des impulsions, on a bien, a 1'é~
quilibre, o :

< Bein > = % kT .

D'autre part, .
Notre Déf.

sarae L Ly (Sedn
T T dt ;

Or, on peut démontrer de fagon trés générale (6), pour un systéme dissipatif

aussi bien que pour un systéme conservatif, que :
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o

S0/t |1y g . 5 w3y ST/
T §Ngf <Ecin> = 3kN 77

Ainsi, pour une transformation réversible, suite continue d'équilibres thermi=
ques, la forme différentielle g?-est intégrable. On démontrerait de mBme qu'elle
est alors égale 3 la différentielle de 1'entropie
Notre DEf. £
ds = N <ds 3> .
Ces divers résultats justifient 3 nos yeux la formulationm microscopique (:) de
la Thermodynamique. Une question reste cependant posée : comment 1'équi1ibre'

thermique se réalise-t-il ?

IV - L'APPROCHE DE L’'EQUILIBRE THERMIQUE ,

Si nous postulons que la diffusion moléculaire fait croftre l'entropie

fine, nous sommes conduits 3 introduire dans 1'équation () un terme complément

taire de la forme % gradp sf | o = constante positive, d'ol :

do . _ gy B - ,
(:) Er3 B(t) o grady Log f3 . a>0 .

Avant de développer les calculs, remarquons que, si B(t) atteint avec le temps

une valeur constante positive B (cas du frottement intermoléculaire du mouvement

brownien), nous pouvons raisonner de la fagon suivante. Le terme dissipatif4§§
8 > 0, tend i diminuer l'entropie fine (Cf.III) alors que le terme de diffusion
tend 3 1'augmenter. Il est donc a priori vraisemblable qu'un &quilibre s'&ta-~

blisse, et que cet &quilibre soit caractérisé par la relatiom :

[\1 gradp Log f3 = - gp
c'est~a-dire 2
-8p
f3 = ¢(t) e o Zm , ¢(t) fonction arbitraire du

temps.
Mais regardons les choses de plus prés. On tire de (:) la relation énergétique
guivante :

dBein _ _ , B(Y)
dt m

. a f
Ecin P -grady S
et, en écrivant 1'équation de continuité dans l'espace des impulsions

=" i divp [- g(t) g - o grad, Log f3]
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'

et en utilisant la relation énergétique, on obtient la dérivée de l'entropie

fine 3
Notre DEf. . .
de3 : d H 3 dEcin/dt ] Sf 3 d Sf
e = . ~kyrlogfy3=3k Torn + asd, T7 Pegrad,

Quoiqu'ils généralisent ceux qui, en III, nous ont permis de passer i la Thermo—-
dynamique macroscopique -ce qui est essentiel-, les résultats précédents semblent
a priori peu intéressants pour &tudier 1'approche de 1'&quilibre. Et pourtant,
8crite d'une autre mani&re, la relation entropique est bien connue, et permet
de r&soudre analytiquement le probldme. En effet, reprenons l'équation de conti-
nuité

df3 o .

o= - fadivy [~ B(©) 5 -« grad, Log 3] . E3=f3(p,t) -
I1 vient :
afg

P . T p
S tL- 8(t) - =~ a grady Log f3] - gradp £3 = - fgkdxvp [w B(t) 5 - a gradp Log f3]

et, grice aux deux identités

divp [fp] = p.gradpvf + £ divp P
Ap £ = f,divp gradp Log £ * (gréd? ﬁ}n(gr&dp Loeg £)

on obtient finalement :

3f3  B(r)
Y R dlvp (£3p) + a/Ap f3 . E

Or ceci est l'8quation de Fokker-Planck relative 3 1'espace des impulsions et

1'on sait (2) que, pour B(t) = 8 = constante positive et t - +eo, 13 solution

de cette &quation tend vers la distribution a'8quilibre thermique, avec 8. -L-.
: 4 ) , a kT,

V - L'EquATION DE FOKKER-PLANCK RELATIVE A L'ESPACE DES
PHASES.,

Reprenons le modéle précédent,<:), et &crivons~le de fagon plus com-
pléte, c'est~3-dire en abandonnant 1'espace’des impulsions au b&néfice de
1'espace ‘des phases et en introduisant un champ de’ forces hamiltomien (72€11),

En d'autres termes, postulons que

(=]

Xy ’ gradp H 0

[

@ |

me® ] -«

P ~grad, H

B

‘ grad, Log fg

avec fg = fg(x,p,t). ¢

L'équation de continuité dans 1'espace des phases RS,
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gr:adP H 0 0

dfg .
-d'z“’ - fg lex’p B(t) 0 a ®
-grad, H o gradp Log fg

s'écrit alors, en développant la divergence et en introduisant 1'expression de

dx dp .
it et de a—t-provenant: de @,

afg P
rTa + (gradp H) .(grady, fg) + (=-grad  H —Ba -a gradp Log fg) -gradp fg

= - fg [:(divx gradp H - divP grad, H) - 1% divp p-a divP gradp Log fej .

Du fait des propriétés de 1'hamiltonien et des deux mémes identités qu'en IV, on
obtient le résultat suivant, ol { R } désigne les crochets de Poisson,

afg

B ..
Et—-'-r {H,fs} =0 Ap fg + o d:va (fe P) .

On reconnaft 13 1'&quation de Fokker~Planck sous sa forme la plus générale,
&quation dont les difficultés d'intégration —dues 3 la présence du champ de
forces extérieures— sont bien connues (2). I1 nous semble cependant intéressant
d'avoir obtenu cette équation en quelques lignes de calcul et, surtout, d'en
avoir mis les fondements en &vidence, sous la forme des trdis "champs" qui
figurent dans le modéle @, 3 savoir le terme hamiltonien, le terme dissipa-
tif et le terme de diffusion. On remarquera enfin que @ est 1'équation de
Langevin du mouvement brownien dans laquelle le terme de diffusimém aléatoire

a 8té remplacé par un terme de diffusion continue, Egradp sf. Ainsi, comme
nous 1'avions laissé prévoir dans les généralités, 1'entropie fine joue, hors
de 1'équilibre, un rBle aussi important que dans la Thermodynamique de 1'&qui~
libre. ‘

VI - LA THERMODYNAMIQUE RELATIVISTE.

Contrairement au postulat courant de la dynamique relativiste, qui

ne fait intervenir que des quadriforces 0% orthogonales aux quadrivitesses u?

1

la version covariante de notre premier modéle dissipatif de la chalehr,@ N )
. . . « . . dx®
introduit un terme de quadriforce paralldle & la quadrivitesse, ~Bu® = -B-d—T--',
t 8tant le temps propre. Afin de simplifier les choses, restreignons-nous ici

au cas purement dissipatif, c'est—-d-dire &liminons le terme 0%. Considérons

donc le modéle dissipatif covariant suivant, qui est la stricte géné:alisation

de @,
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£ (mp u® = - B(D @,

x® x*
et écrivons-le dés maintenant en y faisant apparaitre la phase = €R®
P mgu®
x° p% 0
d 1 B(t)
@ (F =FO - mo (G=l)2’314) .
-~ \po 0 p%

On remarquera tout d'abord que cette mécanique dissipative est une dynamique
3 masse au repos variable (5)(8) | En effet, le modéle ci-dessus, quand on

explicite la dérivée et qu'on multiplie par uy, conduit 3 1'&galité :

du® dmg
= a SH0 = - o .
mg e uy +u I Yo B(t) u” uy .

du®
dt
tion suivante, laquelle est réciproque, le calcul pouvant &tre fait en sens

Grice aux relations_classiques, u® uy = c?, Uy = 0, on en déduit 1l'implica-

inverse :

d
Lo u® == B0 W@ = T2 = - B .

De méme que pour @ , déduisons maintenant de @ une re»lation éner-
gétique et une relation entropique (6)(9), Le premidre résulte de 1'identité
i Tt dés qu' leule 1 lai do? 5 ir :
qui apparalt d&s qu'on calcule le scalaire ug 7=, d savoir :

® ~Bc?2 = ~Bu® u, = - B(u,)?Z + But ug . (2=1,2,3) .
c .
ce qui s'crit encore, avec ul = yvl, ut =yc = = == >
v
B

-Be? = ~BcZyZ+ Byzvg'vl .

a
Aprés division par vy% et utilisation de 1'égalité v %‘—t%- = - B provenant de H:l—o- = -8B,

la .relation énergétique prend finalement la forme :

}{d(mocz) =y d(my c¢2) -y v dmg .
I1 apparait ainsi trois termes &nergétiques dont le facteur de variation de la
masse au repos, dmg, rappelle 1'origine digsipative. Deux d'entre eux ‘

A) Déf e
GQ( =y d(m c?)
Déf
1
| o sa® s Ldmg ) ,

sont utilisés dans les théories relativistes macroscopiques de la chaleur. Quant
3 nous, postulant dépuis @ la notion d'apports microscopiques de chaleur, et

tenant 3 conserver i ces apports calorifiques leur caractére purement cinétique,
nous ne pouvons les représenter que par le terme qui s'annule lorsque la parti-

cule est au repos, 3 savoir :
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GQf=Yv2dmo .

2 2

On remarquera d'ailleurs que ce éQf s'écrit encore ~-Bv vV, Y dt = -Bv-v,dt,

et qu'il s'agit donc, comme en III, de la circulation &lémentaire de la force
dissipative tridimensionnelle -Bvt .
Passons 3 la relation entropique. A cet effer, &crivens 1'équation de

continuité dans R8, &quation qui porte sur la densité fg = fa(x“,?“’,r).

%) Y
dfg : 1 B(1)
= - d — - ANLY
T - TR Y B NAEICH M
. 0
[+
mg (7) 0
=~ fg | div - div " N
x@ 0 P® {B(D)P
mg (1)

- - - e dmp(n) 3, B(D)
fe[ m%P dt Ix® Amo('r)] )

o .
. . 3t dx> _ dt _ on o dmo L .
Du fait des relatioms S dr T dT I, et B T il vient :
dfg _ _ dmg /dt
F T 3fg e
'y &
c'est-a-dire, en termes d'entropie fine,
dea Notre Déf. die /4 P
-k @ = 3y Smp/dr .
ar k ac (Log fg) = 3k =

11 suffit alors de multiplier numérateur et dénominateur de ce rapport par yv2,
puis d'introduire la pseudo-énergie cinétique E:in = ]i mg y v2 et notre défini-
tion de 6Qf, pour qu'apparaisse la forme

£
asts - 3 kg3
2 Ecin

qui généralise celle &tablie en III i l'aide du modéle dissipatif non relativis-

“te @.

Afin de ne pas surcharger 1'exposé, nous ne développerons ici ni les
notions d'équilibre et de réversibilité qui permettent de passer & la Thermody-
namique relativiste macroscopique, ni les conséquences du modéle microscopique
précédent sur la formule de transformation relativiste de la chaleur et de la
. température macroscopiques (6), pisons seulement qu'on parvient au résultat de

Planck,

T-;rl 6Q=.6_Q&
Y Y
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VII - LEs ETATS STATIONNAIRES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE,

La mécanique quantique est une dynamique dont les fondements hamilto—

niens sont profondément modifiés pour tenir compte de trois faits :

a) les phénoménes quantiques ne sont pas "locaux", en ce sens que 1'onde
"informe" la particule de ce qui se pasée hors de la position quantique consi-
dérée.

b) ils comportent un aspect aléatoire.

¢) ils présentent des propriétés d'interférence.

C'est pourquoil nous postulerons le modéle sﬁivant, dans lequel on trouvera les
termes hamiltoniens (&crits ici dans le cas simplé d'un potentiel scalaire
indépendant du temps) et trois traits répondant a priori aux exigences précé-
dentes :

a) le modéle introduit deux vecteurs de position r et X qui, comme on
le verra, permettent d'obtenir 1'équation de Schrodinger, mais dent 1'interpré-
cacion précise, il faut le reconnalitre, est loin d'@tre évidente.

") il comporte un terme de diffusion continue.

¢) il compte un facteur imaginaire, dont la présence introduit des densi-

tésg complexes.

Voici donc notre modéle (10)(11)

T g grad, Log /f;
C} ;1- x | = B + 11-:-l o] -
at m m 3 e
P ~grad, @ 0

avec ¢ = ¥(x), et fq = fq(r,x,p,t) = densité dans R%, ou méme dans 63 xRE .

La présence d'un radical dans le terme de diffusionm, qu'il elit &té& plus
simple d'écrire 1 g% grady Log fq , peut &tomner. Cette &criture a été choisie
pour souligner le rBle essentiel que jouera par la suite la grandeur /E;. En
effet, le préseant modéle congoit la mécanique quantique comme une mécanique sta=
tistique construite sur la densité g= YEq. La fonction d'onde d'un &tat stationmaire

est la densité marginale
Y(r) = ” g(x,x,p) dx dp ,

Txp

et la somme pondérée de toute fonction F(r,x,p) sur rxp définit un opérateur

. P
agissant sur ¥, que nous noterons F :

” F(r,x,p) g(r,x,p) dx dp -F Y(r) .
. rxp
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Avec ces définitions, la condition nécessaire et suffisante pour que la fonc-
tion F admette sur I'xp une moyenne constante k est que k soit valeur propre de

o~
1'opérateur F. En effet,

” Fgdx dp

r

xp =k {:# ?w=kw .
” g dx dp

r

xp

Avant de développer les calculs, faisons comme en IV une remarque pré-
liminaire concernant la notion d'équilibre.-Disons tout d'abord que, malgré la
nécessité d'une description non locale de 1'&volution quantique qui se traduit

T
par l'introduction a priori d'un vecteur (x)E R? ou€ €3 xR®, les phases intéressantes
P

seront celles pour lesquelles 1l'évolution résultant de @ sera tangente au

mouvement hamiltonien, c'est-i-dire les phases définies dans R® par une position

0 .
r| et une vitesse | dx/dt] . Or il est facile de vérifier que ces phases,
P dp/dt
que nous appellerons "états localement hamiltoniens" sont caractérisées par une

3
-0

certaine distribution d'&quilibre -que nous choisirons statiomnaire (

et qui sera donc :

ip .(r-x)

1
g="E = AT VX e .

#
%

En effet, cette densité implique %3 0, d'aprés @, et la distribution mar-

ginale relative 3 1'espace T x st un Dirac :

f g(r,%,p) dp = ¥(x) 6.y -

T
P

Ainsi, du fait de la sommation en p, seules interviennent les phases pour

lesquelles x=r.

Pour les &tats localement hamiltoniens, les divers opérateurs prennent
alors la forme que postule d'ordinaire la mécanique quantique. En effet, grice
4 § et 3 ses dérivées,

'

- Notre Def. . ip (r=x)
X ¥(r) = JJ xgdx dp = W[xw(x) Ieﬁ ) dp |dx = r y(x)

Lo L R

~ Notre Déf. i x r‘ i (r=x)
P LAS ” pgdx dp = W(—;)f ¥ (x) f (-gp) K dp |dx
I

= - ih grad; y(x)
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Notre Déf. 1 ) (T-x%)
? ¥(x) = ” P gdx dp = W(—'ﬁz){ $(x I (—%apz) e:ﬁp dp ]dx
S X LB

BT LI VNI ¢ ) B

On calculerait de 'méme 1'opérateur hami.itonien,
A . Notre DEf.
Hu = J J Hgdx dp ,

s oA [} . L
et les résultats obtenus pour X, p, p~ montrent qu'on trouverait pour H 1'expres-

sion classique de l'opérateur. En s'imposant alors que la fonction H ait sur Lep
une moyenne statistique constante E, on obtiendrait &videmment 1'équation de
Schrédinger des &tats stationnaires, /l? Y= E ¢, mais une autre méthode conduit a
la méme équation et prouve ainsi la cohérence du modéle @. C'est ce que nous

allons exposer pour terminer.

Considérons la relation entropique dans R%,ou dans €3 xRS

p/m grad, Log
df . .4
cgrad, ¢

£

Bl

ou plutdt celle qu'on en déduit pour g=v¥fy, 3 savoir :

[ p/m grad Log g

g dlvr’x’p p/m + i

2le
. ]

RO
[=Rl-ad

-gradx [

d'ol , du fait de(®),

p,. % P
5—%- + (B +is grad, Log g).grad, g + a° grady g = (grady ¢9).(grad, &)
= - %g div, grad, Log g .

Grice 3 la méme identité qu'en IV, on obtient, en introduisant les crochets de
Poisson :

! if ifi 1 2 _ 1
+ {H(x,p),g} = - -;_nTAl' g - %E_g' (grad, g} ~ o Pp.grad, g




d'oii, de nouveau du fait e®,

e el = foce-f e[ B0 ()] .

P . . . s dr
Pour les &tats localement hamiltoniens stationnaires, on a : %%-= 0 et A 0.

En intégrqnt la relation précédehte sur rxp’ il reste donc seulement :

ik i p?
”&p {HGep) g} ax dp - - 20 4 ¥ (D) - £ R (D)
D'autre part, toujours pour les &tats localement hamiltoniens, on vérifie que

1'intégrale du premier membre est identiquement nulle, d'ol :

I
.k _i p?
-1 i; Ar W(r) = EE w(r) .

N> ¥ e

I1 reste Emfemarquer qu'on peut calculer p? de deux fagons différentes. Si 1'on

iy . " PO R
utilise 1'expression trouvée plus haut, P2 9(x) = - h2 Ay ¥(r), la relation pré-

cédente devient une identité, ce qui est une preuve de cohérence; mais 1l'on peut

aussi ecrire :
B H(x - ®(x
EE ( lp) ( )

d'oli, en passant aux opérateurs,

? N e
= ¥(r) = H(x,p) $(x) - ¢(x) ¥(r) .
/\ % “

Calculant alors que &(x) ¢(r) = () ¢(r) , on obtient 1a relation

-1 %;Ar () = i H ¢(r) - % ¢(r) y(r)

et, en postulant que la moyenne statistique de la fonction H sur rxp est cons-

tante et égale i E, on trouve 1'équation de Schrddinger sous forme explicite

22
By v s [aw -elv@ =0

Avant de passer au dernier sujet de cet exposé sur les mécaniques
non hamiltoniennes, signalons encore que le modéle quantique précédent a été
étendu (11) ay cas électromagnétique et que, si l'on y introduit un terme dis—

sipatif, il s'applique aux &tats quasi-stationnaires.
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VIIT - LA DESCRIPTION D'UNE INTERACTION.

Tous les modéles précédents, quantiques ou non, décrivent 1'évolution
d'une particule soumise i un milieu extérieur représenté par un champ hamilto-
nien et des termes dissipatifs ou diffusifs. Un autre probléme se pose : comment

décrire 1l'interaction de deux particules ? J. Salmon a proposé i cet effet le

modéle suivant (8), qui généralise () s, et dont nous allons d'abord commenter la
nature :

b3} gradpl H 0 0
d P1 -gradxl H 21%%2& (gradp -gradp JLog f1n
T | -8 -a ' ?
Xy gradp H 0 0
2
- P2 = pP1 -
P2 gradx2 H -273__ (gradpz gradpl)Log fio

8 = H(x),X3,p1,p2) est l'hamiltonien d'interaction et f12 = £32(X1,X3,P15P2,t)
la densitéT dans R'2, J. Salmon, qui se place dans le cas d'un potentiel scalaire

$(x1,%), fait deux hyporh@ses supplémentaires, 8 = B(x,xp) =T Axl,xz ® et

a proportionnel 4 3, qui &liminent les termes non hamiltoniens dans le cas d'une
incteraction coulombienne. Nous n'insisterons pas sur ce point. Pour nous, 1'im-
‘portant est que les termes non hamiltoniens qui figurent dans (:) représentent
une dissipation et une diffusion réciproques. Ces. termes &tant alors de signﬁ
cppusé, on déduit de (:), par simple addition, les relatioms hamiftoniennes

suivantes :

d
i (x] +x2) grad ~ H + gradP2 H

Pl

(]

d
i (py *+pp) = - gradxl H - gradx2 H .

Ainsi, le modéle consiste & ouvrir un systéme qui, s'il &tait resté fermé,

elit paru purement conservatif.

Ecrivons maintenant la relarion entropique dans R!'2. Il vient tout
d'abord :

+ ] - -~ . N 3 ’

" Remarquons que l'indice "12" représente a la fois le nombre de dimensions de
. .- . v s

1l'espace aes phases considéré et les deux indices des particules 1 et 2, d'otd

la colncidénce de la notation de J. Salmon et de la ndtre.
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- 3f -
EELQ + (gradp H).(grady f12) + [-gradxlﬂ -321;23 - a(gradp, —gradpz)Logflé].gradplf

- -gP27P1 _ - ' .
+ (gradpzﬁ).(gradxzflz) + [ gradxzﬂ B8 - a(gradp2 gradpl)Log flé] gradP2f12

- B 4 _ . .
£y0 [ o d1vPl P o d1vpl gradpl Log f15 + a d:.vpl gradp2 Llog £,

]
Hi®

. g dis . L .
dJ.vpz Pz - @ d1vp2 gradPz Log f12 + o d1vp2 gradpl og flz]

Puis, en regroupant convenablement les termes et en utilisant les crochets de
Poisson et les trois identités suivantes dont deux ont déja &té employées en

v,

divp(fp) = p.grad_ f + f divP P .

P
Ap f=f divp gradp Log f +’(gradp f).(gradp Log f)

Log £ + (gtadPl f).(gr.adp2 Log £f) K

Py

div gradP2 f=f d1vp1 gradp2

on obtient 1'équation de J. Salmon (8) .

3o

of ) _ - ;
5.;:_l.z.+ {H,f]_z}XIPI + {H,flz}xzpz = (dlvpl_dlvpz)[t_n flz(pl"‘pz) + a(gradpl-gradpz)fu]

Ce résultat relativement simple est trés isportant. I1 représente en
effet 1'évolution profonde d'un syst®me de particules qui, si on avait tenu i
ne l'étudier que fermé, efit semblé parfaitement hamiltonien. Sans doute est—ce
1iki'origine de la réticence de la Physique traditionnelle vis 3 vis des modéles
non hamiltoniens, modéles dont 1'utilité& ne s'impose pas a priori. Cette remar-
que, qui reprend un théme que je défends depuis longtemps (3), me servira

aujourd'hui de conclusion.
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