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Résumé : Cet article a pour but de développer l'idée exposée ici
méme par L'un des auteurs (%), selon laquelle dans wune assemblée de
microsystémes soumis & un champ dépendant du temps et se trouvant
en équilibre thermodynamique, les états les plus probables (les
états permanents) sont ceux qui jouissent de l'invariance adiaba-
tique au sens d'Ehrenfest.

Nous nous limitons iei au cas d'un champ périodique pour lequel
les états permanents peuvent &tre construits grdce au théoréme de
Floquet. Nous montrons que ces états constituent une base univoque-
ment définie d'états 1ids du systéme et sont les états propres d'um

. intégrale premiére :@ l'énergie réduite.

Les niveaux d'énergie réduite et leurs dégénérescences ne sont
pas univoquement définis par le’ théoréme de Floquet, mais nous mon—
trons que, parmi les valeurs possibles des niveaux se trouve une
elasse d'équivalence (la classe P) pour laquelle les dégénérescence
sont maximales. Cette étude est essentielle car elle permet de mon—
trer que c'est la classe P qui définit la partition invariante adia
batique des états permanents et c'est cette partition qui, finale-
ment, détermine les phénoménes statistiques observables.
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INTRODUCTION.

La théorie qui est exposée ici s'inscrit dans la ligne des re-
cherches poursuivies par 1'équipe de M, Louis de Broglie en vue de
décrire les transitions quantiques commé des processus irréversi-
bles d'une durée finie, qu01que breve, qui tendent vers les états
stationnaires que nous connaissons (!). Ces recherches, inspirées
au départ par la théorie des cycles limites et de la stabilité aqymo—
totique se sont ensuite développées dans deux directions, L'une s 'est
orientée vers 1'étude de la rétroaction du rayonnement émis par
1'atome,prise comme cause de cette stabilité des &tats quantiques :
cette etude, qui met au premier plan l'action retardee, et de ce
fait héréditaire,des rayonnements, a &té exposée ici méme (?) dans
ses grandes 11gnes et le sera plus largement dans un livre actuelle«
ment sous presse (}). L'autre direction, dont il faut soullgner
qu 'elle ne constitue aucunement une dichotomie avec celle-ci, s ‘est
inspirée de la thermodynamlque cachée de M. Louis de Broglie (%),
donc de 1'idée que les états stationnaires doivent €tre regardés
comme des états d'équilibre thermodynamique et que leur stabilité,
ainsi que. 1'évolution des processus transitoires-entre ces états, re-
levent du domaine de la thermodynamique des processus irréversibles

( )‘

On a été ainsi amené a chercher s'il existe, sinon des preuves,
au moins des présomptions en faveur de ce point de vue, parmi des
faits déja connus qui s'inscrivent dans le cadre de la mécaniquo on~-
dulatoire, sous sa forme actuelle, et d'essayer méme de faire ainsi
progresser la théorie des &états quantiques. Il semble tout d'abord
que le seul argument physique que 1'on puisse trouver en faveur de
la présminence qu'on accorde en mécanique ondulatoire aux &tats sta-
tionnaires, parmi tous les autres états liés possibles, est que ces
8tats sont ceux qui apparaissent avec le maximum de probabilité dans
les assemblées d'un grand nombre de syst@mes quantiques en €quilibre
thermodynamique, argument qui est donc extérieur & 1'équation de
Schrodinger pour un seul systéme. D'ailleurs, cette préfminence des
&tats stationnaires n'apparait expérimentalement avec certitude que
dans des assemblies en €quilibre : par exemple dans les gaz’ mais
elle peut au contraire disparaitre dans des systémes qui s'Bcartent
fortement de 1'équilibre, comme dans la spectroscopie "beam-foil” o
dans d'autres dispositifs & jets atomiques ou moléculaires, On arrive
ainsi 3 la conclusion que la principale prérogative des états sta-
tionnaires d'un syst@me conservatif n'est peut-8tre pas d'@tre des
modes normaux de vibration de 1'onde ou de correspondre (ce qui ve-.
vient au méme) 3 une valeur propre de l'hamiltonien, mais de posséder
la propriété qui est nécessaire pour qu'ils puissent &tre les &tats
les plus probables 3 1'8quilibre thermodynamique ou, si 1'on veut,
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8tre 1'aboutissement d'un processus thermodynamique irréversible,
Cette propriété est 1'invariance adiabatlique au sens d'Ehrenfest (%);
c'est grice & elle, par exemple, qu'on peut établir le caractére
isentropique d'une transformation mécanique infinimént lente et

cela seul suffit 3 faire du principe adiabatique 1'un des principes
de base de la mécanique statistique (%) (" £),

Le théoréme adiabatique, établi par Ehrenfest en mécanique clas-

-~

‘sique 3 partir d'une formule due & Boltzmann (*) (), jouait dans

1'ancienne théorie des quanta un rBle fondamental; il constituait
én effet le critdre qui permettait de choisir les intégrales pre=
miéres qu'on avait le droit de quantifier. Ce th@or&me a &té E&ten-
du plus tard i la mécanique quantique par Born et Fock (%), mais
longtemps, il n'est rest& connu, tout comme en mécanique classique
d'ailleurs, que pour les syst@mes conservatifs. On peut le ré&sumer
simplement en disant qu'il stipule l'invariance de 1'amplitude des
solutions stationnaires de 1'équation de Schrddinger lors d'une va-
riation infiniment lente d'un paramétre du systéme, Ce n'est que
depuis peu que ce resultat a ete étendu a des systémes quantiques
non conservatlfs (* b, ¢) (*%) puis 3 des systémes classiques nom
conservatlfs (®). Mais 1la principale lacune de la théorie est qu'en
dehors de développements théoriques trés récents, le rSle qu'on
fait jouer 3 1'invariance adiabatique au sens d'Ehrenfest en mécani-
que quantique est considérablement restreint et, le plus souvent,
cette propriété n ‘est invoquée que pour servir de Justlflcatlon a
1'"approx1mat10n adlabathue" (*%). Cette restriction est d notre
avis trés regrettable, mais pour prouver 1'importance fondamentale
que posséde selon nous 1'invariance adiabatique, il ne suffit pas
de le montrer sur le cas dé&jd connu des états stationnaires. Il
faut encore montrer que, dans un cas plus général, oili les &tats
stationnaires n'existent pas, comme celui des systémes matériels
soumis # des champs extérieurs qui dépendent du temps, les &tats
les plus probables & 1'équilibre thermodynamique sont, 13 aussi,
les invariants adiabatiques. Autrement dit, il s'agit de prouver
qu'on posséde ainsi un critdre qui permet de trouver, parmi les

“6tats 1liés d'un syst@me, une base fondamentale qui jouit, par

rapport aux autres bases possibles, de la mBme prééminence que la
base des &tats stationnaires dans le cas conservatif.

() Il est intéressant de signaler que 1'un de nous (G,L,) ayant
adressé en 1962 3 Norbert Wiener des tirés i part des travaux
sur les transitions quantiques auxquels nous faisions allusion

+ plus haut, le célébre mathématicien répondit par une lettre
approbatrice dans laquelle il disait notamment "vous devez -
absolument introduire dans votre théorie le principe d'invari-
ance adiabatique" - 89 -



Dans les références (%) (1% f), 1'un de nous (G,L.) a montré que
si 1'on posséde une telle base d'&tats pour un systéme non conser-
vatif, il est possible de gé&néraliser la notion d'entropie de Von
Neumann, aimsi que tous les raisonnements statistiques habituels
et leur interprétation thermodynamique : simplement, 1'&nergie est
remplacéepar une autre intégrale premiére, 1'énergie réduite, qui
engendre ces &tats invariants adiabatiques appelés états permanean.
Nous avons montrd, d'autre part, que le schéma statistique ainsi pro-
posé englobe les traitements de la relaxation thermique en résonance
magnet1que (11). En particulier, nous avons pu donner un fondement
général 3 la théorie de Jla température de spin dans le référentiel
tournant, en montrant qu'elle revient 3 admettre que la relaxation
des spins a lieu sur les &tats invariants adiabatique du systéme.

Nous voudrions maintenant faire quelques remarques sur les sys-
témes en interaction avec le rayonnement., Considérons un tel sys=—
téme :

(0.1) it §-]—§(';~£5-)—>= {m, + B, () [Y(e) >

oi Hy est 1'hamiltonien du systéme non perturbd, et H,{t) 1'hamiltc-
nien d interaction. On 1'étudie le plus souvent en representat1on
d'interaction en développant |P> suivant les &tats statiomnaires du
systéme non perturbé :
E. t
k |k S

ST

0.2) [y >=] (o) e
k

oli les Ek représentent les niveaux d'énergie des états stationnai-
res et |k> les vecteurs propres de l'hamiltonien non perturbé Hg;
les c (t) sont ensuite déterminds par divers procedes d’ approxxma—

tion. Remarquons alors ce fait essentiel que les termes ‘du développe-~

ment (0.2) ne sont pas solutions de 1'équation (0.1), pas plus que ne'

le sont d'ailleurs les composantes de Fourier de chaque terme du dé-
veloppement. En particulier, les Ek ne sont évidemment pas les ni-

veaux d'énergie du systéme perturbé. Il est donc tout aussi arbitrai-:

re de parler de transitions entre les composantes de (0.2) regardées
comme &tats du systdme, que de parler de transitions entre compo-
santes de Fourier. conme on le fait parfois.

L'équation de Schrodinger n admetLant des états statlonnalres que
pour les seuls systémes conservatifs, en toute rigueur, ¢ 'est unique=

ment pour ces syst@mes que 1l'on définit la notion de tran31t10n quan-

tique et qu'on &nonce la loi de Bohr,
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Remarquons cependant que si la perturbation est faible et non
résonante, 1'é&volution du syst@me différe peu de celle qu'il aurait
eue en 1'absence de rayonnement, la représentation (0,2) est alors
commode non'seulement pour les calculs mais encore pour le langage
qu'elle suggdre., Par contre lorsque le systéme est soumis 3 une per-
turbation intense dépendant du temps, les &tats stationnaires n'ont
plus d'existence physique et on ne saurait parler de transitions
qu'en introduisant une définition plus générale des &tats quantiques
de base,

C'est pour poser une telle définition que nous ferons intervenir
le principe adiabatique. Nous admettrons que les &tats quantiques
d'un syst@me entre lesquels nous observons des transitions sont ceux
qui, pour un ensemble de tels systémes, apparaissent comme les plus
probables 3 1'équilibre thermodynamlque ¢ c'est~3~dire que ce sont
les états permanents, dont les &tats stationnaires constituent un
cas particulier.

Dans ce qui va suivre nous allons &tudier une classe importante
de systémes non conservatifs : les systémes en interaction avec un
champ périodique, et nous montrerons qu'ils possédent des états per-
manents. L'existence de ces &tats a déjd requ des preuves expérimen-
tales; il a été en effet possible de préparer et de maintenir des
molécules dans des &tats permanents et de vérifier les prévisions
théoriques relatives aux fréquences et aux probabilités de transi-~
tions entre ces états (*2). Cette expérience, réalisée dans le
domaine de la spectroscopie hertzienne a 8té récemment confirmée en
optique du laser (17), A cela, s'ajoutent &viderment nos- résultats
en résonance magnétique ('!), mais que nous n'exposerons pas dans le
présent travail. Ce qui va suivre repose sur des résultats anté-
rieurs obtenus par 1'un de nous (G.L.) et qui ont fait 1 obJet d'une
série de notes (!"), mais notre article constitue le premier exposé
de synthése de la théorie et comprend des développements nouveaux.

I - SYSTEMES QUANTTIQUES REGIS PAR UN HAMILTONIEN PERTIODIQUE,

I.1. - Définition des &tats permanents (!* a),

L'évolution d'un systdme quantique en interaction avec unm champ

périodique de période T, est régi par 1'équation d'ondes :

@n ik 2 w0y

ol H(a,t) est 1'hamiltonien du systdme irradié, périodique de pério-
de T, et a & R" désigne un ensemble de paramétres qui caractérisent
le systéme et les champs auquels il est soumis, Ces paramdtres se—
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ront supposés variables a partir du § II.3,

D'aprés le théoréme de Floquet (%), pour a fixd, il existe deux
opérateurs T et R tels que 1'opérateur d'évolution de (I.l) s'écrif
ve @ i
C - g R@ ()
(1.2) U(a,t,t,) = T(a,t) e T T (a,ty)

T(a,t) est un opérateur unitaire, périodique et de période T; R(a),
un opérateur hermitien constant, T(a,t) peut~Etre considéré comme
un opérateur de changement de représentation, En posant @

(1.3) lw(t) > = T(a,t) |2 >

1'équation (I.1) devient :

(I.4) ik 9%%3 = {171 (a,t)H(a, t)T(a, ) -ik T ' (a,t) %%(a,t5}|¢ >
d'aprés (I.2) on a 1'identité :

(1.5) R(a) = i'i(a,tj H(a,t) T(a,t) - ik T (a,t) %%-(a,t)
et (I.4) s'éerit doqc':

(1.6) ik 9%%3 = R(a)|® >.

R(a) étant constant et hermitien, 1'équation que nous venons
d'obtenir est, dans la nouvelle représentation, celle d'un syst@me
conservatif, Comme les propriétés que nous &tudierons ici appar-
tiennent aux seuls &tats 1iés du syst@me, nous négligerons 1'exis-
" tence du spectre continu afin d'alléger 1'exposé. Soient alors
uk(a) les valeurs propres (&ventuellement dégénérées) de R(a), et

|r,> les états propres associés, qui forment donc un systéme com-

k
plet et que nous supposerons orthogonalisé en cas de dégénérescence.
Nous aurons @

(1.7 R@a) x> = w @] >
Les solutions statiomnaires de (I,6) stécriront.:
i
. - =7 (a)t
e  lop=e FFTn
et i1 leur correspond, d'aprés (I.3) des solutions de (I.1) :
- % uk(a)t ‘ . :
(1.9) lwk(t)> = T(a,0)|¢,> = e T(a,t) |7, >.

=92 ~

Ce sont ces lwk(t)>qui sont les &tats permanents du systéme et

dont nous allons &tudier un certain nombre de propriétés avant d'en
arriver 3 1'invariance adiabatique.

D'autres auteurs (17) ont utilisé la forme de Floquet des solu~
tions de (I.1) auxquelles ils donnent parfois le nom d'états "quasi-
périodiques", mais nous. préférons le nom plus physique d'états per=~
manents qu'emploie également H, Sambe (17 ¢) (Steady-States), Mais
aucun auteur, 3 notre connaissance, n'a &tudié ces états, comme
nous le rappelions dans 1'introduction, en tant qu'états les plus
probables de la mati&re en présence de rayonnement. C'est cette
propriété, liée & 1'invariance adiabatique, qui pour nous est
essentielle et caractérise ces états. A notre avis, l'existence de
tels &tats, n'est pas limit8e au ras des champs périodiques et le
théoréme de Floquet ne joue donc qu'un rdle occasionnel.

1.2, Propriétés &lémentaires des &tats permanents,

La représentation (I.6) définie par 1'opérateur T(a,t), sera
appelé "représentation réduite", et 1‘'opérateur R "hamiltonien ré-
duit"; il 1ul est associé une observable : 1'énergie réduite qui,
dans la représentation initiale s'écrit

(1.10) R (a,t) = T(a,t) R(a) T  (a,t);
ou encore, d'aprés (I.5),
@ Ra,n = K@, - ik IKa,0 77 (2,0,
C'est une intégrale premidre du systdme, puisque R(a) est ume
intégrale premi&re triviale de (I.6), et que 1'on passe de (I,6) &

(I.1) par la transformation unitaire (I.3). D'ailleurs, a 1'aide
de (I.11), nous pquvons é&crire : -

- (1.12) ik -g-% (a,t) = H(a,t) T(a,t) - T(a,t) R(a);

et en dérivant (I.10), on trouve aussitdt

, (1.13) i %%R(a,t) = (8(a,t), B (a,1)),

Ecrivons maintenant la décomposition spectrale des opérateurs
R(a) et 32(a,t). Soit Hk(a) le projecteur sur le sous—espace ik(a)

sous—tendu par 1'ensemble des &tats propres rk>, associés i la
valeur propre uk(a) de R(a); on peut alors écrire
‘ -93 -



(I.14) R(a) =] 1 (a) M (a).
k

Considérons ensuite les vecteurs le> définis par

(1.15) ]xk> = T(a,t)lrk>.

Ce sont les &tats propres de ﬁ{(a,t) avec la valeur propre
nk(a). Le projecteur sur les !Xk> associds i un nk(a) donné

s'écrit

@18 By (a,b) = T(a,t) T (a) 1 (a,t)

et la décomposition spectrale deﬂi(a,t) s'écrit donc :
1.1 R (a,0) = Lu (a) P (a,t). ‘_
K k k

Les états permanents lwk(t)> associés 3 un uk(a) définissent
donc dans 1'espace de Hilbert un sous-espace Lk(a,t), dont la di-
mension est égale 3 1'ordre de dégénérescence de uk(a) et auquel

est .associé le projecteur Pk(a;t) que nous venons de définir.

A 1'aide de (I.9), on voit que les &tats permanents forment un
" systéme complet d'états 1iés du systéme (I.1), puisqu'ils sont obte-
nus par une rotation d'axes (I.3) & partir des &tats stationnaires
(1.8), de 1'équation conservative (I.6). Nous aurons donc, en nor-
mant les ]wk(t)> et en orthogonalisant ceux qui correspondent i

un méme uk(a) :
1 < PO [ (0> = x> = g,
(1.18)
i) ] 9 (0> < (©) " = E|rk> <r ] =1
Kk

Bieén entendu, les propriétés rappelées jusqu'ici appartienment
3 une infinité d'autres bases de solutions de (I.1) et me sauraient
suffire 3 donner un sens physique aux &tats permanents, le théoréme
de Floquet ne constitue encore & ce stade qu'un procédé pour définir
une base parmi d'autres et il est important de noter que si la pé«
riodicité de T(a,t) est sans doute un_fait remarquable, en revanche
1'apparition de 1'intégrale premi&re G{ja,t) et de 1'&quation con~
servative (I.6) le sont beaucoup moins, Pour le comprendre claire-
Tent et pour éviter des généralisations.abusives, nous dirons quel-
ques mots du probléme général de la'r@duction des 8quations d'ondes,
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I1,3. Systémes réductibles,

Nous avons vu que la transformation T(a,t) nous a permis de ra-

"mener 1'@quation non conservative (I.1), i une &quation 3 hamilto~

nien constant (I.6). Or il est important.dg se rendre compte que
cette propriété n'est pas unique, En effet, &tant donnée une &qua-
tion du type (I.1) avec H,(t) quelconque et possédant un opérateur

12 . . . S Es s s ‘s P

d'é&volution, il existe une infinité de manidres de la réduire,
' s 1% TS T s

c'est-a~dire une infinité de transformations linéaires du type

(1.3) continues et bornées ainsi que leurs inverses, qui raménent

1'équation (I.1) & une €quation a hamiltonien constant. Les trans-
formations linéaires possédant ces propriétés sont appelées trans-
formations de Liapounov (}%). ’

Soit, en effet, U(t,ty) l'qpérateur d'évolution attaché & 1'é-

quation considérée et S un opérateur hermitien constant quelconque;
la transformation définie par : ’

(T.19) - L(tj = U(t,ty)e i/h st .

est une transformation de Liapounov du fait qu'elle est continue
et unitaire. On vérifie facilement qu'en posant :

(1.20)  [¥(e)> = L(B)]|p>

1'équation initiale devient :
(1.21) iy 2 0> = slp>

En outre, L(t) définit une intéérale premiére :
.22y S = wys (o).

La réduction de 1'équation (I.1) peut donc se faire & 1'aide de
n'importe quelle transformation du type (I.19), mais les solutionms
de la forme (I.9) qu'on en tirera n'auront en général aucune signi-
fication physique particulidre, et il n'y a aucune raison a priori
de privilégier les &tats propres de telle intégrale premiéreéf’(t)
plutdt que de telle autre, 3 moins que le choix de la transforma-
tion L(t) ne repose sur un principe physique fondamental,

Ainsi que nous 1'avons dit, c'est le critére d'invariance adia~
batique qui sera pour nous ce principe physique, et nous montreron
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précisément que la transformation T(a,t) définie par le th€or&me
de Floquet (qui est bien une transformation de Liapounov car elle
est continue et unitaire) possi@de la propriété de définir les in-
variants adiabatiques d'un systéme soumis & un champ périodique.
Clest cela et rien d'autre qui privildgie cette transformation

par rapport a toutes les transformations possibles.

T - DEFINITION UNIVOQUE DES ETATS PERMANENTS (** g).

Rappelons d'abord que le théor@me de Floquet gtablit 1'existen-
ce des opérateurs T et R, mais qu'il n'en stipule pas l'unicité.
Cependant bien qu'il existe une infinité de décomposition de Flo-
quet, c'est-i-dire de couples d'opérateurs (R,T) qui permettent
d'écrire une solution fondamentale sous la forme (I.2), nous
allons montrer que les états permanents sont définis de maniére
univoque par 1'équation d'ondes qui décrit 1'évolution du systime
et ne dépendent donc pas de la décomposition de Floquet choisie,

I1.1. Unicité des états permanents.

Le paramdtre a n'intervenant pas dans les § 11.1 et I1.2 nous
ne le ferons pas figurer de manire & alléger les notations.

Soient donc deux décompositions de Floquet (R,T) et (R',T");
un opérateur fondamental (1%) de (I.1) s'écrit alors :

-i/} Rt -i/}k Rt

(I1.1) F(t) = T(t)e = T;(t)e

Supposons qu'ad 1'instant t = 0, nous ayoms (cela n'enléve rien

'3 la généralité) F(0) = I. Il s'ensuit d'aprés (II.1) que :

(11.2) T(0) = T'(0) =1

< = ST, ~ s 21
T et T' &tant des opérateurs périodiques, de méme période 2@ que

1'hamiltonien H,(t), nous aurons aussi :
DY) | I ) | A
(11.3) TG7E) =T 673) =1

ce qui d'aprés (II.1) implique que :
211l _2n o,

{11.4) - R
e he = e R (donc (R, R'} = 0)

On a deux opérateurs unitaires &gaux : ils ont donc méme décom—

position spectrale, En dé&signant par Hk les projecteurs de leur
- 96 =

famille spectrale, on voit que R et R’ sont de la forme :

(11,5) R = 1{ W T, R'= lZc N

et nous poseronslen outre :
(11,6 J=R~-R'= -t
,6) E oy - T

Mais comme les valeurs propres des deux membres de (II,4) sont
les mémes, il s'ensuit la relation :

. ¥ =
1L W -y = ooy o |
ol les o, désignent des entiers. Par ailleurs, &‘aprés (I1,1), on
a‘: .
C_ i i
- (R - RNt - ¢ Jt
(11,8) T'(t) = T(t) e R = T(t) e ¥

Les relations qui permettent de passer d'une décomposition.de
Floquet (R,T) 3 une autre (R', T') s'écrivent donc :

(11,9) R' =R - J,avec J = ) (n, Hhw) T
’ g e k

1,10 1) = 7(e) § (¢ TN )
K

(11,11) wp = - oy fw

considérons maintenant les &tats permanents :

. _i
(11,12) 4, (£)>= T(t) e K uktlrk >
i
. - o ue
et |wk(t) >=T'(t) e [ k{rk >

“définis respectivement par les décompositions de Floquet (R,T)

mt t . -
et (R', T'), mais correspondant & un vecteur propre |rk> commun

3 R et R*., Il résulte aussitdt de (II,10) et (II,11) que :

11,13) i (0) > = [ (6) >,

" L'ensemble des &tats permanents ne dépend donc pas du choix de
la décomposition de Floquet et est intrins@quement défini par le
systéme. Attirons cependant 1'attention sur le fait que, bien que
les états permanents soient uniques, les valeurs propres de 1'éner-

gie réduite R (t), ainsi que le montre la relation (1I,11), ne
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sont d&finis qu'd un multiple prés de hw, Nous yerrons plus loin
comment on peut lever cet arbitraire,

II.2. Transformations syndéomiques et décompositions P. Définition

de 1a dégénérescence d'un systéme :

Nous allons maintenant montrer une propri&té remarquable des
Btats permanents qui joue un r8le essentiel dans la démonstration
de 1'invariance adiabatique, et qui, ‘en outre, permettra de dé&fi-
nir la notion de dégénérescence d'un niveau d'énergie réduite. En
effet, dans ce qui précéde, nous avons admis implicitement que
les valeurs propres Btaient dégénérfes, mais les dégénérescen-—
ces "physiques" ne sont pas, comme c'est le cas pour les systémes
conservatifs, celles qui apparaissent d'emblée dans les calculs :
elles doivent 8tre définies de maniZre un peu plus complexe.

Considérons une décompesition de Floquet particuligre (R,T) :
supposons que, dans cette décomposition, il existe deux niveaux
u, et uy {et pour 1'instant deux seulement) tels que :

(I1,14) u

m Mg = nhw {n : entier)

et soient Lmiﬁ) et L,(t), les sous-espaces sous—tendus par les

2
£tats permanents lwm(t) > et fwz(t) > associés aux valeurs propres
}Jm et 112'.

Nous allons montrer qu'on peut trouver une autre décomposition

(R(l), T(l)} pour laquelle on aura :

(11,15) um(lj = ui‘) = My

et qui permettra de regroﬁper Lm(t) et Li(t) en un seul sous—espace

(1)
L, ),

Soient en effet M, et Ty les projecteurs associés & Lm(t) et
Lz(t) par 1'intermédiaire de la formule (1;16) et considérons le

groupe unitaire ;
(0 .
D inwt
- k *e Mo
k#m

On voit que dans (II,7) et (II,9), mous avons pris tous les o,

-
(11,16) e B

nuls sauf n qui est 8gal au nombre n qui figure dans (IL,14). La
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relation de fermeture 2 T = I, permet d'écrire (II,16) sous la

forme : k-
‘ i, @) .
(11,17) e P s (1um) + e M™Eg
m ™
et donc de poser 3
(11,18) J(l) = nnwwm

et d'aprés (II,9), le nouvel hamiltonien réduit R(l) s'écrira :

Hpm, + Sum - nHw) Tt kzg,i'uk U

Or, par hypothése : Mo =W - nhw et si 1'on pose :

(I1,19) r(1)

(11,20) ug (1)

i

UR H 172(1) = ﬂﬂ, + TTm
oii "2(1) est un projecteur (car To My = 0), on peut écrire (IL,19)

sous la forme :
() oy () g G 2;
(I1,21) R My ) L ) Kdm, 2 M T

1'opérateur T(l)(t) correspondant au nouvel hamiltonien réduit

R(l), est alors d'aprés (II,10) et (IL,17) :
{11,22) T(l)(t) = T(t) ((I -y e—inwt - ) .
m T

‘ On voit enfin 3 1'aide de (I1,20), que les &tats permanents
. ]wm(t) > et lw (t) > sont maintenant tous associés 3 une méme va~

leur propre Hy 1)

un sous-espace Ll(’)(t) défini par :

= uz et sous-tendent dans 1'espace de Hilbert

' (1;,23) Lz(l)(t) =L, ® Lm(t;

En raison de cette propriété de la transformation (IT,17), nous
1'appelerons transformation syndéomique ou synddomie (du grec
Lonvdew ¢ lier ensemble). )

Le projecteur associé 3 Lm(l)(t) est alors d'aprés (I,16) :

(11,24) Pfl(l)(t) = T(ll)(t) “2'(1) T(l)—l (t)
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et compte-tenu de (II,20) et (II,22) :

'(11,25) PQQ)(t) = T(t) (Trz + Trm) T"J(t) = Pp(t) + Pn;(t).
la dimension de Lz(l)(t) est évidémmepf la sommé des dimensions
de Lm(t) et Lz(t), si bien que si g, et 8y sont respectivement
les ordres de dégénérescence des valeurs propres um et Hy dans
1'ancienne décomposition (R,T), 1l'ordre de d&générescence de
la Qaleur propre Y, = uz(l) dans la nouvelle décomposition
@R, D) est :

(11,26) gl(l) =gyt 8,

cet ordre a donc augmenté& et nous avons

(11,27) u, O - i (1) ¢ nhw Y i, n.

D' une'man1ere(%enerale, si on posséde une decomp051t10n de
Floquet (R ) avec des relations

(11,28) J;j?k - =g k=1, 02.00)
. . _

entre les valeurs propres, on construira une suite de syndéomies

analogues & (II1,17)

It ing ' '
(11,29) e kn=(QI-mT )+m7 e k=1, 2, ...)3
h m) " T

Jk = nkﬁwnmk

Dans la k-i&me syndéomie, le projecteur T_  est celui qui est

associé & la valeur propre U obtenue aprés application de la
(k-1)idme : il est défini par une formule analogue i (I,20).

En introduisant successivement les expressions (II,29) dans
les formules (II,9) et (I1,10) nous rassemblerons. les valeurs
propres qui ne différaient entre elles que par des multiples de

fw et nous aboutirons & une décomposition de Floquet (R(p),T(p))
que nous qualifierons de principale ou "décomposition P", pour

laquelle les valeurs ﬁréprés de R(p) seront telles que :
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gie réduite R

a3 p® -p® tme Vg, 5,

les états permanents du systéme.{qui eux n'ont pas changd) seront

)

maintenant regroupes dans les sous-espaces principaux L (t) asso~

@)

ciés aux Wy et obtenus comme en (II,23) par regroupement des

sous—espaces Lk(o)(t) définis par la décomposition initiale

R0y, T(0)y,

'Si nous appliquons 3 la décomposition™p que .nous avons obtenue
une nouvelle syndéomie (II 17) avec n quelconque, en prenant pour

ﬂ le projecteur associé i 1'un des sous—espaces L(P)(t) le p(p)

(p)

correspondant sera changé en W + nfw, mais en raison de (II,30),

il n'y aura plus de nouveaux regroupements entre sous— espaces.
Toutes les décompositions de Floquet que nous pourrons ainsi ob-
tenir seront 3 nouveau principales (car (II,30) se conservera)
et elles définiront une partition unique des états permanents en

sous—espace L(p)(t) Par rapport aux transformatlons syndéomiques

les decomp031t10ns P constituent une classe d'éqiivalence : la

classe P.

On devine déjd que les sous—espaces principaux L;p)(t) doivent

posséder une signification intrins@que pour le systéme &tudié et
nous verrons, en effet, que ce sont eux qui jouissent de la pro-
priété d'invariance adiabatique.

Nous ne considérons plus désormais que les décompositions P et
nous appellerons ordre de dégénérescence d'un niveau pép) de 1'éner-

(™ 1, (p) (r) (t)

d1mens1on g

du 'sous-espace principal L

correspondant.

II.3. Raccord entre états permanents et &tats stationnaires.
Décomposition canonique de Floquet.

La classe P est d'ordre infini, puisque les décompositions P
s'obtiennent i partir de 1'une d'elles en ajoutant aux valeurs

propres J, tous les multiples possibles de Hw.

Reémarquons au passage que cette indétermination de 1'énergie
n'emp8che pas, comme on le voit en (II, 10, 11, 12, 13), 1'unicité
des 8tats permanents car elle est en quelque sorte "compensée' par
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une indétermination "complémentaire” de 1'opérateur T(t). Elle
est donc sans importance pour le calcul des polarisations (donc,
en particulier, pour celui des fréquences d'émission) et, plus
généralement pour le calcul des expressions du type <W(t)lAlw(t)>
ol 1'8tat permanent figure d'une manigre globale.

Par contre, dans les calculs statistiques et donc dans la
description thermodynamique d'un ensemble de systémes, ce sont
les valeurs propres By elles mémes qui figurent dans des expo=

) : - - T
nentielles du type Boltzmann-Gibbs ¢ M e pk/k .

Pour que ces calculs aient un sens, il faut donc que nous
puissions extraire de la classe P, une décomposition canonique
caractétisée par un.ensemble bien déterminé de valeurs propres
uk’ ce que nous ferons grace au postulat suivant.

Postulat de raccord : nous dirons qu'une décomposition de
Floquet (R,T) de 1'opérateur d'évolution de 1'équation (I,1) est
canonique si, lorsqu'on fait tendre vers zéro 1'amplitude du’
champ perturbateur dépendant du temps (H,(t) ~ 0) 1'énergie ré-
duite (t) du systéme perturbé tend vers 1'énergie Hy du systéme
non perturbé.

En d'autres termes, si tous les param@tres sont constants,
sauf 1'amplitude de 1'hamiltonien dépendant du temps H,(t), a
désignéra cette amplitude et notre condition s'€crira :

(11,31)  1im T(a,t) = 1, . 1im 5{(a,t) = lim R(ai = ﬁu

a* 0’ a*o0 a>o0

ou disons le encore autrement : si le champ perturbateur devient
infiniment petit, les propriétés du systéme perturbé doivent re-
joindre celles du systéme non perturbé.

Nous avons déj3 confronté ce postulat avec 1'expérience puis-
que nous 1'avons utilis@ dans la théorie de la relaxation ther- .
mique en résonance magnétique 1) : il s'est révélé d'un manie-
ment simple et conduit & des ré&sultats corrects. Nous avons en
outre proposé récemment une expérience test pour le contrdler
encore plus siirement %), .

Nous n'aborderons pas, dans ce mémoire, le probléme général de
1'existence de la décomposition canonique de Floquet mais par con-
tre il est facile de montrer que s'il en existe une elle est
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unique, En effet, s'il en existait deux différentes (R,T) et

®', T'), il existerait au moins un couple (pk, p'k) de valeurs

propres (resp. de R et R') telles QUe pk(a)’~ pé(a) = nhw
(n entier # 0)3; or c'est impossible car d'aprés (II,31) il existe

une valeur propre E _ de H; telle que :

k
s ’ . = Ly /| . =

1lim pk(O) 1lim pk(a) Ek
a~+0 a*o

IIT ~ L'INVARIANCE ADIABATIQUE DES ETATS PERMANENTS (** b,** o).

III.!. Remarques préliminaires.

a) Observons d'abord ceci. Nous savons que pour a = cte, on
passe de 1'équation (I,1) & 1'équation ré&duite (I,6) par la trans-
formation unitaire T(a,t). Donc, entre 1'opérateur d'évolution
Ua, t, tg) de (I,1) et 1'opérateur d'évolution de (1,6) que nous
désignerons par V(a, t, tg), existe la relation :

(II1,1)  U(a, t, t,) = T(a, £) V (a, t, t) T_ (a, to).

Or, dans (I,6), R(a) est hermitien constant. Donc V(a, t, ty)
s'éerit : .
¥ R(a)(t = tg);

(111,2) V(a, t, tg) =e - )

on voit qu'en introduisant cette formule dans (III,1), on retrou-
ve évidemment la décomposition de Floquet (I,2) : cette interpré-
tation' de (I,2) nous sera utile un peu plus loin.

b) Remarquons ensuite que d'aprés (I,14) nous avons ia ‘relation
de commutation :

(111,3) (rea), wm(a)} =0
et donc d'aprés (1,16} :
(111,4) (Rea, 0, P_(a, t)} =0

oii Pm est le projecteur associé i la valeur propre nm(a) dans la

décomposition spectrale de g{_(a, t). Dérivons maintenant (I,16)
par rapport au temps. Nous obtiendroms :
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oP -
(111,5) ik 529 (a, t) =ik (%% (a, t) T J(a,t)) P (a, c)}

d'oli, 4 1'aide de la relation (I,11) : , ¥

(111,6) iﬁ‘%%m (a, t) = {H(a, t), P (a, )} - (Rea, v, Rm(a,t)) /

Donc d'aprés (IIL,4).: ‘
, ,BPm - _ :
(111,7) ih " (a, t) = (H(a, t), B (a, O}
ce qui veut dire que le projectepr'Bm(a, t) est une intégrale pre-—

miére du systdme. Ce résultat peut aussi s'exprimer & 1'aide de 1la
relation : :

(111,8) Pm(a, t) U (a, t, t,) =U(a, t, ty) Pm(a, ty)
qu'on tire directement de (I,2), (I, 16) et (IIL,4).

11 est important pour la suite d'avoir présente d 1'esprit la
signification géométrique de cette propriété. Supposons que le

systéme se trouve 3 1'instant t dans un état permanent défini
par un vecteur Iwm(t°)> du sous—-espace Lm(a, t,) auquel est asso-

cié le projecteur Pm(a, ty). Autrement dit, nous aurons a 1'ins-

tant t, ¢
(111,9) P (a, ty) [y (tg)> = T, (t4)> |
Alors, & un instant t quelconque oli 1'état du systéme est :

(111,10) [y, (t)> = U(a, t, t,) |¢m(to)$

P3

la relation (III1,8) permet d'écrire : P
(IIL,11) . P (a,8)U(a,t,t) [ (e )> = Ula,t,t) P (a,t0) |¥ (£,)>
soit

(111,12) B (a,0) |y (£)> = |y (£)>

Donc i 1'instant t, 1'état du syst®me sera représenté par un
vecteur |wm(t)> du sous—espace Lm(a,t) associé au projecteur
Pm(a, t). En résumé, pour a constant,

(111,13) Iwm(t0)>g L (a,ty) => |¢m(t)>e L (a, ©)
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et Lm(a, t) est donc un sous—espace invariant de 1'&quation d'ondes
(1,1).

5i maintemant a varie avec le temps, on peut. encore formelle-
ment conserver les opérateurs T(a(t), t}, R{a(t)}, Pm(a(t), t) et

les espaces Lm(a(t), t), mais que deviendront les propriétés pré-
cédentes ? Tout d'abord, la transformation T(a(t),t) ne réduira
plus (I,1) & (1,6), 1l'opérateur d'&volution de (I,6) n'aura plus

la forme (III,2) et a fortiori celui de (I,1) ne s'Berira plus
sous la forme (III,1). o

A cause de cela, (III,8) sera faux, donc P(a(t),tg ne sera plus
intégrale premiére de (I,1) et le sous-espace Lm(a(t ,t) qu'il

définit né sera plus invariant. Mais le théor@me adiabatique
consistera a affirmer que sous certaines conditions, ces proprié-
tés restent asymptotiquement vraies si a(t) varie infiniment len—

tement. Ceci veut.dire que si l'ensemble des paramétres (globale-

ment désignés par a) est tel que a = a, = cte quand t g tg,

puis &volue lentement quand t, ¢ £ ¢ t,, aprés quoi, pour t 3 ts
a = a, = cte, les états permanents qui &taient attachéspour

t gty 3 une valeur-propre um(ao) de R(ao) et sous—tendaient un

espace Lm(ao, t) se transformeront pour t > t1 en un nouvel ensem—
ble d'états permanents attachés i la valeur propre um(al) de R(al),
issue de pm(ao) par continuité, et ils sous~tendront un sous-espace
Lm(al,t) transformé de Lm(ao,t). Nous pouvons exprimer cela tré&s
simplement en introduisant un nouveau projecteur Qm(t) défini par

la relation :

L -1
(111,14) Q(t) = Ue, t) B _{a(t),t) U (e, £))
od U (¢, t,) représentera désormais 1'opérateur d'évolution de
(I,1) dans le cas général ol a = a(t), tandis que U(a, t, t.)
continuera de désigner 1'opérateur-de (I,1) pour a fixé. (Bien

~entendu lorsque a = a(t) la dérivation par rapport au temps

dans (I,1) est totale). ’

Nous savons d'apré@s (III1,8) que si a = a, = cte, on' a
Qm(t) = Pm(ao, to} et le-théoréme adiabatique signifie donc que

si a = a(t) :
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(I11,15) [lq,(t,) - B MCICOP e, H ] = 0(a)

¢} Pour etabllr ce résultat, nous partlrons d une relation dont
les conditions de validité doivent 8tre examinds de prés car elles

ont un sens physique important. Dérivons d'abord (III,14) par
rapport au temps :

d =1
Qm(t)- ‘K (tt)P{a(t) £) U (t,t,)

. . .dp
(I11,16) +U (t,t,) a—tl'i (a(t), £) U (t,ty)

d‘u(t’

W (e,e) P _(ale), t) to)

et 3 1'aide de (I,IS, nous aurons : .
d aP
3—3—‘5 () = a W™ (e, ty) ﬁﬂ(a(t),c)‘lk(t,cb)
' 9P .
(111,17) + WU (et 'a't_m(a(t)’ t) U (t, ty)
+.:3{‘L{-1 (t,50) (@ (a(t),t} H(a(t),t)l

- #(a(e),t) p_(a(t) ,t)j AU (e, ty)

On voit alors que, lorsque a = a(t), si Em(a,t) est dérivable,
nous aurons @

d _ P
(111,18) 3—2—‘5 () = a W™ (e,e9) ﬁ(a(t),t)ﬂ (t,tg)

et il s'ensuit.en raison des conditions initiales
(I11,19) -~ Q () - Pm(a<t°),t‘o)

t1 - aP
I é‘u_l(et) = (a(6),6) U (8,440
ty

c'est cette relation que nous utiliserons plus loin. Or, bien que
(111,8) ne soit plus vérifiée et que P ne soit plus intégrale

premiére, la relation (III,7) reste en général vraie, & condition
bien entendu que 93/3t y désigne la dérivée partielle par rapport
i la variable explicite (d/dt désignant la dérivée totale). En
effet, (III,7) découle de (III,5) (I,11) et (III,4) et sera donc
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vraie si ces trois relations le sont pour toute valeur constante
de a prise dans 1'intervalle de variation (aé, a,f. Or ceci exige

seulement que U(a,t,t,) existe pour a = cte Ei(aa, al}. Mais en-
core faut-il, que nous puissions suivre Bm(a,t) par continuité
sur (ao, al) et méme, on 1'a vu, il faut que Pm(a,t) soit dériva~
ble en a. Or ceci n'est pas évident et ne constitue pas du tout

un simple raffinement analytique.

En effet, regardons a comme un paramétre lndependant du temps
et supposons que U(a,t,t,) soit dérivable en a, ce qui est une
condition de reoularlte phy51quement acceptable : elle découlera
par exemple de la dérivabilité de H(a,t) dans (I,1) si H est borné

A{*7), ce qui arrivera notamment dans le cas important ol H est un

opérateur de spin. Or si a = cte, ‘la décomposition (R, T) sera
valable et si nous supposcons que T(a,0) = I (ce qui, nous le sa-
vons, ne diminue pas la géné&ralité) nous aurons ¢

. 1
(111,20).  U(a,t,0) = T(a,t) e ~ % R

et donc grice d la périodicité de T(a,t) :
2im

amen UG, &, 0 =e " TR M@

Il s'ensuit qu'on peut trouver un R(a) dérivable en méme temps
que U et, en vertu de (II1,20), T(a,t) sera dérivable lui aussi.
Mais un projecteur tel que ﬂm(a) le sera-t—-il ? Pour le voir, re-

marquons que, comme tout opérateur unitaire, U est 1'exponentielle
imaginaire (donc une fonction analytique) d'un opérateur hermitien.
En raison de cela et en vertu des théorémes claGSLques sur les per-
turbations continues des op@rateurs linéaires (*') (®?), la déri-

vabilité de U(a, 2 0) par rapport 3 a entraine celle des pro-

W 2
jecteurs T (0) de sa décomposition spectrale :
21W
2T " Tho M@
(111,22) U(a, =, 0) =) e 7, (a)
) L 'k

2im
«d condition que les valeurs propres e = ~h pk(a) ne se croisent

pas quand a 53(305 31)- Autrement dit, un projecteur ¥&(a) et par

132 méme gm(a,t), sera dérivable par rapport 3 a e;(ao, al) si la
valeur propre um(a) correspondante de R(a) satisfait & la condi~

tion :
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(111,23) pm(a) pg(a) #nfw; &, nelN, ae (au’ ag)

et on voit.que contrairement au cas conservatif, les croisements

de niveaux seront ici 3 nhw pr8s, ainsi qu'on 1'a vu sur le pro-
bléme de la dégénérescence.

Mais supposons maintenant qu'il existe £, n et a' G;(ao, al)

tels que : u (a) - pg(a) = nfiw. Nous aurons donc :

2im
- = (d)
n(a,%,0)= e "m T ()
2im
(1 (d) - nhw)
ve W o ()
(111,24) i
LU
) T e M8
k # l,m Wk(d)
2im u_(d)
ce W'm {n_( + 7 ()
211T ( |)

+ ;zme Ho Tk nk(a')

et il pourra arriver dans ce cas que U(a) soit dérivable mais que
ﬂm(aﬂ‘et ﬂz(a5 soient tous deux discontinus en a = a', On le wvoit

sur un exemple tel que celui-ci :

-

: i 10 0 0
(III,24") a g 0; UCa) = e*? [0 0} + [0 ]}

ia21 {1 1 -1
_ ia®l1l 1 1 1 1 1
az20;U(a) =e" 3 [1 ]] + 5 {_1 1]

oii U(a) est dérivable en a = 0, tandis que la famille spectrale
subit une discontinuité parce que le spectre dégénére.

|

(1I1,24")

I1 s'ensuit donc que nous ne pourrons en général écrire la for-
mule (ITI,19) et démentrer le théoréme adiabatique que si la condi~
tion (III,23) est satisfaite. Cependant, il peut arriver que
(111,23) soit violée et que les ﬂk(a) soient quand méme dérivables :

on le voit par exemple dans le cas simple oli U(a) garderait ume

forme telle que (III,24')Y a, Alors (III,19) resterait exact et

nous verrons plus loin que le théor@me adiabatique pourrait Btre

exact lui aussi, mais il perdrait toute signification physique :

en effet, pendant un croisement de niveaux n'importe quelle pertur-
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bation supplémentaire, si petite soit-elle, qu'on aurait omise dans

 1'hamiltonien, provoquerait un mélange d'états qui détruirait 1'inva-

riance adiabatique et celle~ci ne pourrait donc 8tre assurée que sous
1'hypoth3se dépourvue de sens d'un hamiltonien "rigoureux'.

Donc finalement, la condition (III,23) est nécessaire et il s'en~
suit que seuls les sous—espaces principaux pourront 8tre invariants
adiabatiques et encore faudra-t-il qu'ils restent principaux durant
toute l'é@volution de a(t).

Ceci nous montre la signification physique de la classe P des re-
présentations principales : . c'est elle qui définit la partition de
1'ense@b1e des états permanents en sous—espaces Lm(a,t) invariants

adiabatiques et qui définit donc le mélange d'&tats le plus probable
(c'est-3-dire d'entropie maximale) pour une assemblée d'un grand nom—

bre de systdmes identiques (!"%); quant 3 la condition (III,23), elle
signifie que la dégénérescence du niveau d'énergie réduite um(a)

associé 3 Lm(a,t) n'augmente pas et cette condition est facile' 3

comprendre puisque nous savons (®) que 1l'entropie augmente avec la
dégénérescence. Mais dire que la dégénérescense n'augmente pas re-
vient 3 dire en fait que la symétrie du systéme n'augmente pas.

On sait par exemple que si un ensemble de spins se trouve dans un
champ magnétique et que celui—ci tourne lentement, la transformation
est isentropique, alors qu'on augmenterait 1° entropie si on commen-
gait par faire décroftre (m8me lentement) le champ jusgu' a zéro pour
le faire crofitre ensuite dans ume nouvelle direction : 1'accroisse-
ment d'entropie apparait a 1l'instant oli le champ s'annule, ce qui
augmente la dégénérescense du syt@me grice i 1l'apparition d'une iso-
tropie de 1'espace qui, précisément, &tait rompue par la présence.du

champ.

d) Une derni&re remarque: Il pourra se faire que la variation a(t)
de 1'ensemble des paramétres du systéme comporte une lente modulation
de la fréquence w = w(a(t)) du champ perturbateur qui figure dans
1'hamiltonien H, (t) de (I,1); mais comme a(t) est petit, nous sup-
poserons que la phase w(a)t reste monotone :

e dw
(111,25) w(a) + a E§t> 0

"Alors nous pourrons introduire unme pulsation constante w' et un
temps modulé t'tels que :

(111,26) wla)t = w't'
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Ce changement de variable sera inversible et (I,1) s'écrira donc
avec le nouveau temps t' :

ih y(e)> _ w'

(8, + By (0)) |0 (e)>
at (w(a) + at

(111,27) dw)

48 o (er)

Sous cette nouvelle forme, la perturbation H; est & pulsation
constante : certes il s 1ntrodu1t par contre un paramétre d'ampli-
tude lentement variable, mais nous pourrons l'inclure dans le sym~
bole général a(t) avec les autres parametres. Pour cette raison,
nous supposerons désormais que dans 1'hamiltonien H(a(t) t)
pulsation w (donc la période de la perturbation) reste fixe et cela
sans diminuer la généralité de la démonstration : sinom, il y au-

rait des difficultés 3 concilier 1l'écriture correcte des formules
telles que (I1I,7) et (III,19).

IIT.2. Le théoréme adiabatique.

11 nous reste i démontrer la relation (II1,15), et pour cela nous
devons borner 1'intégrale (II11,19). Pour simplifier 1'expos&, nous
ne donnerons ici que les grandes lignes de la démonstration et nous
ne tiendrons compte ‘que du spectre discret : la présence du spectre
contlnu compllque mais ne change pas fondamentalement le raisonne-
ment (1%); soullgnons que, bien entendu, seuls les états liés,
donc ceux qui se rattachent au spectre discret sont invariants adia-~
batiques.

OQutre la condition fondamentale (I1I,23) nous poserons encore
des conditions sur la régularité de a(t) et U(a, t, t,) :

i) a(t) parcourt l'intervalle fini (ao, 31) de maniére telle que
= 0(52) et que akt) ait une variation totale bornée sur l'inter-

valle de témps (to, tl) pendant lequel il parcourt (ao, al).

ii) Les projecteurs ﬂm(a) et les "coefficients" Tn(a) du déve=
loppement de Fourier :

(111,28) T(a, t) ZTn(a)ei“‘”t | o . "

ont des dérivées premidres et secondes par rapport i a bornées.

i}

Considérons maintenant 1'opérateur :
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(111,29) ) wg(a) e
k.

i

t
¥ f uk(a).de
t

qui n'est autre, pour a = cte, que l'opérateur d'évolution (III,2)
et appliquons lui le changement de représentation T(a,t). Nous

obtenons :

(111,30) W(a, t

solt encore :

(I11,31) W(a,t,ty) = (Z P, (a,t)e
K

Considédrons ensuite

(111,32) U ¢

8i a=cte, Z =1, et W(a,
volution U de 1'équation (I,l), sias= a(t), Z(a, t,

t,

3

t

t,) = [2 T(a,t)wk(a)T“’(a,t)e

k

x T(a,p)T_l(a,to)

H

. t
-k I uk(a).de}
t
0

0) f W(a, t, to) Z (a, t, tO)

pérateur d'évolution de 1'équation :

dZ

(111,33) I

(as €, tO) = W (a t,

t )

. ¢t
- %-J 1 (2) -do
£, ]

T(a,t)'T—l(a,tD)

le nouveau changement de représentation :

t, ty) n ‘est autre que 1'opérateur d'é~
t ) est 1o~

(a t,t )Z(a t,t )

on 1'obtient en introduisant (III,31) dans (III 32) et en exprl—
mant que ULt,t;) vérifie (0,1).

Nous allons maintenant transformer 1'intégrale (IIL,19), a 1'ai-

" de de (I11,32) et en tenant compte de 1l'expression (IIL,31) pour

W(a, t, t ) Le calcul est un peu long mais sans difficulté&. Si-
gnalons qu 'il est commode d'utiliser pour.ce calcul la relation
“suivante entre projecteurs orthogonaux que le lecteur vérifiera

facilement :

(I11,34) P,

Q (£,)-P_(ty) =J s

(I11,35)

oP

t

t

0

m

da

On obtient ainsi la formule :

aP

Pp= =8 )® 57

-1 -
27 (a, 8, t)T(a,ty)T
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<]
,Yk(a(e)!el . i/h Jt(um(a) - uk(a))de'
0

qu'on transforme encore en utilisant la.relation (?,] )

- % I (um(a)-\,lk(a))de']

t -1 dﬂm
%(tl)—%(to) = Jt az (a,B,to)T(a,to) [k;m—ﬁ—a-ﬁke tg
4 .

-1
«T (a,to)z(a,e,to)de -+

(111,36)
t dT_ +
+ I ¥ a z'l(a,e,to)T(a,to)ﬂm[ z EEB Tn. e
£, n,n*
6 k#m
i/h { (um(a) - uk(a) + (n-n')nw)de'
xe ty

x T—l(a,ta)Z(a,e,to)de + h.c

et nous tirons de 13, en désignant par |g> un vecteur normé quel-
conque :

(111,37) <glq_(t,) - B (t5)]E> =,k;m I+ g{n. Tenn'

’ k#m

avec : 0
t il J (u (@ - u (a))de'
I = J f e to dG
k k
ty 0
oM ] (@ @r k) do°
Jk,n,n' ¢ gk,n,n' 0
(111,38) 0
, . -1 dTTm "1 oglEs
fk = a<E|Z T -&—a— TTk T IE
’ +
=a<glzltr 2 T, m T z|Eg>
gk,n,n' m da n' 'k

Or d'aprés les hypoth&ses i) et ii)”faites plus haut, on montre

facilement que sur‘(t . tu)’ f et g ont leur variation totale bor-..

née par 0(a). En effet, en dérivant et en se servant de (111,33)
et de ce que & = 0(3%), on trouve que :

(111,39) £, = 0i» |,

¥ h.c]T(a,B)T—l(a,to)Z(a,G,td)dq

a .

*(111,43) Ik = 0(a) ‘et

et le résultat s'ensuit aussitdt en tenmant compte de ce que af(t)
est lui-méme 3 variation bornée sur (to R t1)’ Mais comme d'a-
prés (III,38) on a aussi :

v = 0(a),

(I11,40) = 0(a) ,

i g, n, n
on en conclut que f et g sont de la forme :
(I11,41) £=£,-£,, g=g -8,

ol £, fé s 87 s B, sont monotones et born€es par 0(a). Alors

en introduisant (III1,39) dans Ik et J + et en appliquant

k, n, n
le second théoréme de la moyenne, on trouve, par exemple pour

fx ou f, : .8
1
t I u (a) - (a)} 4o’
I 1f e K to( n k ) do
to 1s2 0 ‘
' t' if ( (a) - (a)} a0'
=f _(t) I et £, k* de
1,2 ] to . . Ny
(111,42) .
' t; -He (h (@ - u (a) a0
o+ f12 (ty) I e t, . de
t! '

Mais au second membre de (III,42) les intégrales sont bornées
V(t s €g) d'aprés la condition (III,23); donc d'aprés (III,40) le

premier membre est bormé par 0(a).
Le méme raisonnement vaut pour les fonctions g et on a donc :
P :

Jk; n,ln' = 0(4)

Or comme en (IIT,37) les séries convergent, les &quivalences
(I11,43) entralnent la méme équivalence pour
QE[Qm(t,) - Pm(t0)|§> Y{&> et finalement 1a relation (III,15)
s'ensuit,ce qui &tablit le théoréme édiabatiQue pour les &tats
permanents d'un systéme soumis 3 un champ périodique.

Remardue : dans: toutes les démonstrations du théor&me adiaba-

tique pour les systémes conservatifs, on interdit les non-croise-
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ments de niveaux (il s'agit alors d'énergie et non d'énergie ré&-
duite) pour maintenir bornées des intégrales analogues & Ik. En

fait, on voit sur (III,42) que les equlvalences (111,43) se ma1n~
tiennent méme en cas de croisement de niveaux (pour nous il s'agi-
ra plus généralement de v1oler1a condition (III1,23)) pourvu que

le croisement ne dure qu'un temps fini. Nous avons vu que la vé-
ritable raison d'une interdiction absolue du croisement est d'ori-
gine thermodynamlque et est plus 1ide & l'interprétation du théo-
réme qu'au théoréme proprement dit.

IV - CONCLUSION.

Le critére d'invariance adiabatique, ainsi que nous 1'avons vu,
a donc permis de définir un ensembre privilégié de solutions de
base pour décrire un systéme quantique en interaction avec un
rayonnement cohérent. Tout état du systéme irradié est alors une
superposition linéaire d'états permanents. On peut donc concevoir
ces états cormme une généralisation de la notion d'état station—
naire.

D'une manidre générale, on peut dire que si un syst&me quelcon-
que se trouve dans un état stationnaire, et si on augmente trés
lentement & partir d'une valeur nulle, 1'amplitude du champ
8lectromagnétique, le systéme sera porté 3 un &tat permanent. I1
est donc possible de préparer de tels &tats. En effet, une expé-
rience a 8té réalisée au laboratoire de spectroscople hert21enne
de Besangon par J.G. Théobald et ses collaborateurs (12). Cette
expérience, par un processus analogue au passage adiabatique ra-
pide de Bloch (') a permis de préparer et de maintenir des molé-
cules de Formol dans des &tats pcrmanents. En outre, il a été
possible d'observer des transitions quantiques entre &tats per-—
manents et de vérifier les prévisions théoriques relatives aux
probabllltes et fréquences de transitions. Considérons 1! expres=
sion générale du kiéme état permanent d'un systéme quelconque a
niveaux non dégénérés :

- 7 Hkt
(v, 1) lwk(t)> = T(t) e lrk> ;
si on développe T(t) en série de Fourier, il s'ensuit que :

i
. -+ (0 + nfw)t
avny  lyep=gr "k In> s
k n

les fréquences de transitions entre &tats permanents, en nombre
infini, sont alors donnés par une loi de Ritz qui s'€crit :
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- toutes a8 la fois. Ainsi, des

(1v,3) n, k'm [ + o) = Qo+ )]

¥ - -
c'est 1'une de ces fréquences, la plus basse (la fréquence de nuta-
tlon)Aqu1 a été observée dans 1'expérience de Besancon.

Pour. terminer, attirons 1'attention sur un point trés important:
1'état permanent !wk(t)>, ainsi qu'on le voit sur 1'expression (IV,

(IV,2), n'est pas monochromatique, les fréquences B v existent

- . » . TP

8tats" du systéme irradié qui au-

raient pour niveaux d'énergie w t nhw ne sont en réalité que les

composantes de Fourier de 1'8tat permanent. Ces états ne sont pas
solutions de 1'équation de Schrodinger et n'ont donc pas d'existence
propre, seuls les états permanents en ont une,
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