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Résumé : A la suite des discussions qui ont eu lieu au Séminaire
de Ta Fondation Louis de Broglie pendant 1'hiver 1976-1977, 1'au-
teur expose diverses considérations sur la notion de force dissipa-
tive et sur les fluctuations d'un systéme dynamique au voisinage
d'un équilibre.

1°) 11 est intéressant de noter qu'alors que la mécanique newto-
nienne a élaboré tous les formalismes, K nécessaires pour traiter les
problémes ol la dissipation intervient, la plupart des traités mo-
dernes de la méeanique (}) (%) leur consacrent trés peu de place.

Cet &tat de choses est probablement d@ au fait que ces traités
modernes sont destinés surtout aux futurs physiciens quanticiens,
qui eux se soucient peu des problémes de dissipation (voir par
exemple le cours de Messiah (), oli le vocable "dissipation" est
absent de 1'index). ' -

Cependant, déja Langevin, pour &tudier le mouvement brownien, a
renoncé 3 la description hamiltonienne différentielle continue du
mouvement .

Les dynamiques non hamiltoniennes ont &ét& abondamment @tudiées
dans le cadre des travaux sur la stabilité du mouvement. C'est au
cours des quinze dernilres années que des études approfondies ont
8té consacrées aux dynamiques non hamiltoniennes appliquées 3 la
microphysique (*) (%).
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Dans ce qui suit on se propose de se limiter 3 quelques remar-
.ques concernant des systémes dissipatifs. Ces remarques résultent

de 1'étude de quatre exemples dont les deux premiers sont emprun- :

tés 3 la macrophysique; le troisiéme peut étre considéré i la
fois comme un exemple de micro ou de macrophysique; le quatri&me
est relatif 3 la microphysique.

2°) Soit un systdme "autonome" ob&issant i une &quation diffé-
rentielle du second otdre, par exemple un circuit &lectrique LCR,
.non-"forcé"” en équilibre thermodynamique & 1a température T avec
un thermostat :

o . 1
L.g+R.g+59q= 0 ‘ (2.1)
En fait il n'existe pas de syst@mes autonomes; dans le cas
considéré il apparait aux bornes du condensateur une tension

fluctuante V donnée par la relation d'Einstein :

1 1 1
7 O 7T 7 kT ) (2.2)
L'éq(2.1) doit 8tre modifide, le systéme n'étant pas autonome,
pour tenir compte de la f.é.m. fluctuante e(t), on a :

L.+ Rg + 5 q=e(t) ‘ L (2.3)

Cette &quation appelle les observations suivantes :

cv? =

a) la valeur moyenne de e(t) est nulle,
b) le carré moyen de e(t) est différent de zéro,

c) le "temps de corrélation” de e(t) est tr&s court comparé i la
constante du temps du circuit; il s'ensuit que pour tout cir-
cuit utilisé dans la pratique e(t) est un "bruit blanc",

d) dans le cadre de la thermodynamique, e(t) s'annule pour T = 0

mais 3 cette température le terme dissipatif R s'annule aussi.

Les quatre propriétés citées plus haut sont trés générales, on
les retrouve dans les cas d'autres systemes, en particulier des
systémes mécaniques.

La propriété (d) est tr8s importante; elle montre qu‘une rela~-
tion étroite existe entre le terme dissipatif et la "force" fluc-
tuante. Cette propriétd sera illustrée plus bas, particuliSrement
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lors de 1'étude d'un galvanom@tre i cadre mobile.

Appliquons 3 1'8q(2.3) une méthode inspirée de celle que Lan-
gevin a utilisé pour étudier le mouvement brownien; multiplions
les deux membres de 1'8q(2.3) non par q comme le fait Langevin,
mais par q et faisons la moyenne dans le temps (%); on a :

. , : -
L.q.q + R.Ez + o q.e(t) (2,4)

Comme q et § ainsi que § et q ne sont pas corréléds, la moyenne de

"leur produits est nulle, donc :

qq=0 3 qq =0 : (2.5)
d'ol :

R.q? = q.e(t) (2.6)

Cette équation s'écrit sous une forme plus familidre :

T2

R.1° = i.e(t . ' (2.6 bis)

L'énergie dissipée par unité de temps - la puissance moyenne
dissipée - est donc exactement cdmpensée par la pu1ssance moyenne
- fournie par la source fluctuante, De plus :

" 14 . . P .
9 =75 3F q2 et q q = %’%E q2,,1es équations (2.5)»peuven§
s'écrire :
1d mo0; 14 o
7 at 4 P gag e =0
d't
. 3®=cte; g =Cte 2.7

-~

Les &qs(2.7) correspondent & celles d'Einstein, 3 savoir

/DL = (1/2)q2/C = (1/2)kT (2.8)

On tire une conséquence importantés :

(x) L'unité de temps utilisée pour 1'intégration doit Btre choi-
sie trés grande comparée au temps de corrélation mais elle
peut &tre aussi tré&s petite comparée 3 la constante de temps

du circuit.
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une trajectoire stationnaire-en-moyenne est possible.

Si les conditions initiales sont donndes par q(0) = g° et
4(0) = ¢°, c'est-a-dire si on fournit au systéme au temps t = 0
une ener 1e potentielle (1/2)q°?/C et une energle cinétique
(1/2)1L4°“ celle~ci vient en sus de 1'Energie d'équilitre (2.8) et
la "température équivalente"” du systéme devient supérieure @ la
temperature du thermostat T : 1'équilibre thermodynamique est
rompu. L'énergie 1n1t1ale se dissipera jusqu'd ce que 1'équilibre

thermodynamique soit rétabli.

3°) Soit maintenant un galvanométre 3 cadre mobile, en équili-
bre thermodynamique avec un thermostat & la température T. On

3

considére, successivement, les deux cas suivants

~ le galvanométre est en circuit ouvert,
~ le galvanométre est en circuit fermé.

Dans le premier cas, entre en jeu uniquement le couple fluc-
tuant mécanique avec la dissipation correspondante. Dans le deu-
xiéme cas, on doit considérer a la fois le couple fluctuant &lec-
trique et mécanique avec leurs dissipations respectives. On mon-
tre que dans les deux cas la déviation quadratique moyenne totale
est la méme : c'est celle qui correspond & 1'équilibre thermodyna-
mique. Ce qui suit précise des résultats obtenus par l'auteur en
1949 (%) et repris notamment par C, Kittel dans son tralte de sta-
tistique.

Dans le premier cas le galvanométre est régi par 1'&quation
d1fferent1e11e suivante :

18 + £§ + Cp = K(t) . (3.1)

oli B est 1l'angle de déviation :

I est le moment d'inertie,

£ est le coefficient d'amortissement mécanique (le terme
dissipatif)

C est la constante de torsion, et

K(t) est le couple fluctuant d@i au mouvement d'agitation ther-
mique des particules gazeuses qui frappent 1'équipage
mobile.
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.On notera que le terme dissipatif, 1'amortissement f, est dii
lui aussi aux chocs des particules gazeuses sur 1'équipage.

12 3 . .
L'équation d'Einstein, dans ce cas, est :

(1/2) c.e? = (1/2)kT 3.2)
Les propriétés (a), (b), (c) et (d) sont encore valables ici.

On va &tablir 1'expression de 1'intensité spectrale du cou-
ple fluctuant Kz. Bernamont (®) a proposé une méthode simple

qui permet de calculer cette expression. Pour un systéme soumis
4 1l'action d'une "force" fluctuante on peut dé&finir une fonction
de transferg a la fréquence v, désignée par Av et donnée par :
0 ' '
v .
A% = (3.3
Vo oxz ‘
) \Y
oll 53 représente la densité spectrale de 8,
On a :

_.2_ - OO___2_d _ Lse] ) .__; . .
6 Joe\’ v LA\’ Kv dv ’ (3.4)

Tenant compte de la propriété (c), on peut &crire :

— 00 ° .
2 :
K2 = 4[ i (1) dt : (3.5
o
22-¢KK(T) est la fonction d'autocorrélation de K(t), En effet

Ké, 1'intensité spectrale de K(t), est indépendante de la fré-

quence v (bruit blanc), puisque le temps de corrélation de K(t)
st court comparé & la constante de temps du galvanométre. Dans
ces conditions (3.4) s'écrit :

92 = K\2) J A\z) dv ‘ (3.6)
0

Tenant compte de 1'équation d'Einstéin (3.2), 1'éq(3,.6) de~
vient : .

K\z) A2 dy = 1—‘-T- 3.7)
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Pour calculer A2 on remarque que (3.1) est un cas particulier
.d'une équation plus générale ayant la forme :
sa &85, 4K (3.8)

. i 1
m n dtm i dt

Bernamont (l.c.) a montré que pour un systéme ob&issant & une
équation du type (3.8) on a :

S i ‘! i+"
(-1) 2 w 2 b, b
( ) i’j
A = ’J (3.9)
v © i-j mén
mfn (p)(—]) 2 w 2 aa

-

oli W = 2TV, Les sommes sont &tendues 3 tous les termes pour les-
quels m + n est pair; les termes pour lesquels m # n doivent &tre
comptés deux fois.

L'éq(3.9) appliquéé au cas présent donne :
1

AZ = (3.10)
Vo202 4 (1w? - )2
Combinant (3.7) et (3.10), on obtient :
2 =2 =2
kT EX jm dw = E! T E!_ a'od
C 27 0 £242 4 (ILU - C)2 2 2fC 4
‘Kf, = 4EKT (3.11)

'€q(3.11) donne 1l'intensité& spectrale du couple fluctuant.
Elle est de la méme forme que celle qui donne 1'intensité spec-
trale de la f.é.m. fluctuante aux bornes de la résistance du

-

circuit LCR, 3 savoir :
Ef, = 4RKT ‘ (3.12)

On considére maintenant le cas d'un galvanomdtre en circuit
fermé. Soit R la résistance totale du circuit de mesure, L la
self-inductance, ¢ le flux embrassé par le cadre et e(t) la
f.8.m. de fluctuation dle & 1'effet thermique. L'équation du
galvanométre devient :
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- 2. . o
18 + (f + ﬁ—b 0+ CO = K(t) + ﬁ'e(t) (3.13)

oli on a négligé les termes de 1'ordre de Lw/R. ®*/R est 1°amor-
tissement &lectrique du galvanométre.

Comme K(t) et e(t) sont indépendants, on a :

had 2
B2 =f ® + iiz-z'\z)) A2 av (3.14)
0

Tenant compte des eqs(3.9), (3.11) et (3.12), 1'éq(3.14) deyient

— T 2 L e

92,2 , 2 2
(f+'§—)lﬂ + (Iw® =~ ¢)

QZ
4kT (f + ifo

T kT
B2 e ° [ Jiviady (3.]5)
2m 2(£ + 9_2_)0 ¢

D'aprés (3.15) la fluctuation totale du galvanometre, 82, est
indépendante du coefficient d'amortissement mécanique f et de la
résistance électrique totale du circuit R. Elle est la mBme si
le circuit est ouvert ou fermé. La comparaison des deux cas
~ circuit ouvert et circuit fermé - montre que, lorsqu'on ajoute
une nouvelle force fluctuante, on ajoute en méme temps un terme
dissipatif correspondant. Le resultat final montre que la

fluctuation totale 8 est celle de 1'équipartition, & condition
de tenir compte de toutes les forces fluctuantes et des d13$1pa-
tions correspondantes.,

4°) Dans ce paragraphe on va &tudier le mouvement d'un sys-

téme mécanique obéissant & 1'équation différentielle suivante :

m.r + Bt +

du(r) _
T F(t) R ))

oli U(r) est un potentiel ne dépendant que de la coordonnde r et
F(t) la force fluctuante,

L'application de la méthcde de Langevin conduit au mfme résul~

tat que celui obtenu pour le circuit &lectrique, 3 savoir
une trajectoire stationnaire-en-moyenne est possible,
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Considérons maintenant le cas particulier oii le potentiel
U(r) est en 1/r, on a :

m.F + BE + £ = F() ' (4.2)
r? o

La prOJectlon sur deux axes perpendlculalres donne deux équa-
tions du type suivant :

m.X + Bx + o, Fx(t) ou encore

Ty
m.X + BX + m mg x = F _(t)

: x (4.3)
ny + By +muwlys= Fy(t)

. "k '
ol r, est le "rayon moyen" de l'orbite de w% = —— , F () et

’ el X

F (t) sont les prOJectlons sur les axes considérés de

F(t) F (t) et F (t) sont indépendants.

Pour décrire le mouvement des planétes autour du soleil on
doit modifier les &qs(4.3). Dans le cas présent on a un mouve-
ment sur une orbite moyenne, résultant de 1'action d'une force
centrale et décrit par les &qs(4.4), auquel se superpose un mou~
vement fluctuant décrit par les &qs(4.5)

X +mwx=0; my +mwly=0 (4.4)
o « _ . " . 2 =
mi + BA + m @ u = F(t); mb+ BV +mufv Fy(t) (4.5)

Les équations du mouvement sont alors :

mG+ ) + B 4w+ W) = F(0)
| (4.6)
n(y + ¥) + By + ml(y + v) = F(8) 3

oli le force fluctuante serait dfie aux chocs des météorites.

L'applicétion de la méthode de Langevin domne ici (on considére

la premiére eq(4 6); le raisonnement est valable pour la deuxilme
équation) : o . S e

——

mE + Bk + Bk + mod (x + WX = % F(t) 4.7)

Puisque les termes considérés ne sont pas corrélés, en faisant
les moyennes tous les termes sont nuls,

Cependant, on a :

1 ‘“‘"321. 1
3 mk? + o x? = 5wk 4 5 mwix®? (4.8)

ot x° et %° sont les valeurs initiales de x et de x.

D'autre part, en multipliant par &, on a :

m(& + Da + Ba° + mof(x + WE =G F () (4.9)

et en faisant la moyenme, on obtient

oo

P

Bi® = & F_(t) ‘ (4.10)

Les 8qs(4.8) et (4.10) montrent comment dans ce cas 1'orbite
statiomaire-en~moyenne est possible.

5°) Enfin considérons, comme on le fait dans le cadre de
1'Electrodynamique Stochastique (EDS), un oscillateur harmoni-
que non-relativiste soumis 3 1'action du champ de zéro. L'équa~
tion du mouvement est :

2e% ... .
== x" 4+ m.X + k.x = e,E(t) {(5.1)
3e?

~oli E(t) est la composante électrique du champ de zéro. De ce

champ fluctuant on ne connalt que la densité@ spectrale qui
s'@crit dans le cas uni-dimensionnel qui nous intéresse :

ew = Klel® " (5.2)

- 3me?

oii K est une constante ayant les dlmen31ons d'une action et ol

w parcourt 1'axe des W de —© 3 +w,

On sait que de nombreux résultats ont &té obtenus dans 1° EDS,
correspondant d ceux de la Mécanique Quantigque quand on fait
K=

Ici aussi on peut montrer (®) qu'une trajectoire stationmaire=
en-moyenne est possible,
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. d'un systéme en &quilibre avec un thermostat.

Un des résultats qui nous intéresse concerne 1'énergie moyenne
de 1'oscillateur harmonique. En premi&re approximation elle est

donnée par :
. Kuw, . » i
E = — (5.3) |

oli W, est la pulsation de résonance de 1'oscillateur. La relation
o p . - . . .
(5.3) est 1'équivalent, dans le cas étudié, 3 1'équation d'Einstein

L'éq(5.3) s'obtient:parce que 1l'équation du mouvement (5.1)

comporte”le terme en X' et que la densité spectrale a la forme
de 1'éq(5.2).

L'éq(5.1) n'a pas la forme des &quations &tudiées aux para-
graphes précédents. Le coefficient 2e2/3c® étant trés petit, on
peut obtenir une équation approximant (5.1) qui a la forme des
équations étudiées. On montre (°) que cette nouvelle équation est

m.X '+ mtwﬁi + mng = e,E(t) - ‘ (5.4)
off T = 2e2/3me? et w§ ="k/m

Etant données les &qs(5.3) et (5.4), on va &tablir la formule
donnant la densité spectrale du champ fluctuant & la fréquence de
résonance. Tenant compte de (3.11) et (3.12) on voit que la densité
spectrale 3 la fréquence de résonance s'obtient en prenant 4 fois
le produit du coefficient de dissipation par 1'énergie moyenne
totale, soit '

2 Kwo
e?, elwy)dv = 4 ZE; wZ, —5— dv
3¢
ou encore 3
‘ 2K : _
ewy)dw = dw (5.5)
' 3me’ .

ce qui €quivaut 3 1'€q(5.2) 3 la fréquence de résonance, car ici
on ne considére l'axe des w que de 0 & + o,

Ce résultat est trds satisfaisant pour 1'EDS.
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On peut résumer comme suit ce qui précéde
La r8alité physique est décrite par les points suivants :
- Un mouvement comporte nécessairement une dissipation.

= I1 n'existe pas de systémes autonomes; on doit tenir compte
des forces fluctuantes.

I1 existe une relation entre le coefficient de dissipation
et la force fluctuante.

- En général, des trajectoires stationnaires—en-moyenne sont
possibles, j
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