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STRUCTURE ET EVOLUTION DES SYSTEMES STATIONNAIRES

Je m‘intéreséerai dans ce qui suit arun'systéme matériel qui évolue en
fonction du temps. Pour commencer, je?supposerai que ce systdme est décrit par
wne seule fonction scalaire £(t) du temps. Si cette fonction dépend de 1'espace,
1es coordomnées d'espace ne joueront qu'un réle aécessoire_de paramétre.

i1 péut arriver que f(t) soit une constante indépendante de t,c’est a
dire que le systéme n'évolue pas. En général, ce n'est pas le cas. Que se passe-
t-il lorsque t—-oo?

Le cas le plus simple cst celui ol £{t) tend vers une limite. Dans la
pratique, cette limite est "étteinte” au bout d'un temps fini. Aprés une période

: transitoire, f(t) reste constante.

Mais il arrive souvent que, lorsque t--o, f(t) ‘tende vers une fonction
wstationnaire en moyenne'. C'est ce qui se passe pour le son émis par un tuyau
sonore entrétenu, ou pour la distribution de§ vitesses dans une soufflerie. L'air
est gnitialement au repos. En un temps trés court, i1 ée met en mouvement, et 1'm
congoit que son mouvement, si irrégulier qu'il soit, ait quelque chose de permanent

Je me propose de définir et d'€tudier les fonctions f stat}onnairés (en
moyenne}. Si la fonction f est solution d‘une équation fonctionnelle, on peut se
demander si cette équation posséde des solutions exactement stationnaires, ou si
elle a seulement deg solﬁtions asymptotiquement stationnaires. Je ne m'occuperai
pas de ce probléme, qui a &té discuté dans une récente conférence de M. FIR et

m'intéresserai aux fonctions purement stationnaires.
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11 faut donner une définition des fonctions stationnaires. Il est clair

qu'une fonction périodique (cas du tuyau sonore) sera considérée comme stationnaire.
Mais certaines fonctions d'aspect fort irrégulier, sont aussi de nature station-
naires. On les rencontre dans les circonstances suivantes : le phénoméne considér
a été concu dans 1'espoir que f£(t} serait constante. In réalité, f(t) oscille
autour d'ume "valeur moyenne' constante. C'est le cas de la turbulence. £ est
la vitesse en un point fixé. £(t) = constante correspond au régime laminaire,
aitour duquel se produisent les oscillations turbulentes.

Bien que le cas "f(t) périodique”wse rencontre souvent, il n'est pas
contradictoire de dire que c'est un cas trés particulier. En général, les oscil-
lations de f sont "irrégulidres". Comment peut-on les caractériser ?

Imaginons qu'on rép&te plusieurs fois "dans les mémes conditions' le
phénoméne considéré. On obtient chaque fois une fonction f(t) et, en général,
les fonctions f£(t) sont différentes. Appelons chaque expérience une épreuve. On

a tendance # dire qu'une famille de fonctions f qui a les deux propriétés sui-

vantes :
f dépend de 1'épreuve,

f est trés irrégulicre,

est une fonction aldatoire. On dit méme, marfois abusivement, que la fonction

ﬁﬁique f obtenue par une seule épreuve egt une fonction aléatoire.

Représenter un phénoméne stationnaire par une fonction aléatoire (station-
ngire) est 3 priori raisonnable, mais ce n'est pas toujours possible ni souhaita-
ble. Je montrerai plus loin que, dans certains cas, un ensemble de fonctions f
attaché 3 un ensemble d'épreuves n'est pas forcément probabilisable. Pour le
moment, je vais faire comprendre par un exemple que "aléatoire n'est pas du toﬁt

synonyme de “irrégulier".
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L'équation de la chaleur
af;@ﬁ

at ax2

admet la solution particuligre
f=a+bx+tc (¥T + 1)

Le choix d'une &preuve est fixé par celui des paramdtres a,b,c. Si (a,b,c) sont
des variables aléatoires, f ost une fonction aléatoire de t (e; de x). x étant
fixé, f{ est une fonction linéaire de t . C'est la moins irréguliére de toutes
ies fonctions. On voit bien que ™aléatoire’ n'implique pas "irrégulier”. Bien
entendu, f n'est éas stafiounaire.

/ Pour définir une fonction stationnaire, il faut chercher ce qu'elle

“contient de stable, indépendant de 1'éprcuve qui la détermine. On appelle moyenne

de £ 1le nombre

T .
: 1
Mf = - 1im = £{t) dt
e 2 '[T

_ Ce nombre peut ne pas exister. Exemple :

. s . S
f(t) = sin log | t! E =T j:T £(t) dt = 5 [cos (log T)+sin (log T)]

Lorsque la limite existe, on dit que f est moxennat;le.' Dans la pratique, tout
se r;asse comme si la limite était atteinte pour une valeur fixe de T .M est
un oprateur-linfaire sur 1'espace vectoriel des fonctions moyenna‘bl.cs.

Une fonction stationnaire doit &tre moyermable. Mais cela ne suffit pas.
11 faut que diverses autres moyennes cxistent. Lés plus importantes s.om,

1a fonction de corrélation de {. Si £ cst 3 valeur complexes, ellc

est égale a :
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y(1) = ME(t) £(t+7), (f conjuguée de ) ;

les coefficients de Fourier de f :

clw) =ML e ¥t

1a fonction caractdristique de £ :

o (1) =Meiif(t) .

Ftudions rapidement les propriétés de ces moyennes.

o Pour v=0, ¥(0) = M'lf(t)l Z  est 1a moyenne quadratique de f .

Je 1a suppose non nulle. Gi v est une fonction continue, il existe une mesure

positive bornée ¢ telle que

Q0,
y (1) = felaTdc(a)

(1a continuité de v n'est pas automatiquement réalisée. La fonction de corré-

Lt .
lation de e n'est pas continue).

L]
o s'appelle la mesyre, ou fonction spectrale de f . Lorsque @ est une

mesure atomique, 7 est une fonction presque-périodique, et il cxiste des fonc-

tions presque-périodiques f admettant 7 pour fonction de corrélation.

a la propriété

lLorsque ¢ admet une densité o (densité s ectraie}, 7 (1)

suivante :
lim v (=)} =0 .

T+ 0

On dit alors que f est une fonction pseudo-aléatoire.

Tn ce qui concerne les coefficients de Fourier, deux cas sont possibles.

Ou bien cf) =0 quelque soit « . On démontre que cela a lieu certainement

si f est pseudo-aléatoire. Une fonction pseudo-aléatoire n'est donc pas du
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tout déterminde par ses coefficients de Vourier. Ou bien il existe des valeurs
de w pour lesquelles ¢(w) # O . On dlmontre que ces valeurs constituent un

ensemble dénombrable. C'est ce qui se passe lorsque f est presque-périodique.
Je domnerai plus loin des exemples de fonctions pseudo-aléatoires. Pour
les fonctions presque-périodiques, 1'exemple 1le plus naturel es”
1(n
f(r) = che , avec 2lcyl<wo

-On vérifie que c{w) =0, sauf c(wk) = ‘Ck » et que

7(1) Zl Ck‘ l(d

Enfin, dans des conditions assez générales, on démontre que la fonction

caractéristique

¢ €N = M E(t) et

est la transformée de Fourier d'une mesure positive bornfe n (s), appelée

mesure asymptoti’que de £ . Si par exemple f(t) =sint, ona

iisint T ixsint 1 2 iAsint 1
Me SNt _g5p ,Tfe. at = Lf e =13 o)
T -T L
oll ,Jo est la fonction de Bessel d'ordre O . Or
. L iXs
Jo- () = f S ds
~141-¢2
. _ o . NP
sint a donc une mesure asymptotique de densité by e (1851 l)

Remarquons que, si f£(t) est la trans{ormée de Fourier d'une fonction intégrable,

f n'est pas. stationnaire, ou plus exactement f est une"fonction stationnaire
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nulle". En effet, la moyenne quadratique de £ est nulle, car, d'aprés le théo-

réme de 'Parseval— Plancherel,
T

oo
f lE)l?dt = 1im f L£(t)]?
-0 T+ T

existe. Donc ‘Z]—T T | () 2 dt tend vers O . D'ailleurs, d'aprés le théoréme
-T

‘de Riemann-Lebesgue, f est asymptotiquement nulle.

On appelle fonction stationnaire une fonction pour laquelle un certain

nombre de moyennes, du type de celles qui ;riennent d'étre définies, existent.
Ces moyennes sont presque complétement indépendantes et peuvent &tre choisius
arbitrairement, sauf qu'elles doivent vérifier quelques conditions de compatibi-
1ité. A part Mf, la plus fondamentale est la fonction de corrélation, qui fait

intervenir les valeurs de f en deux instants décalés. Une fonction stationnaire

est donc une fonction qui admet une fonction de corrélation continue.

Si un ensemble d'expériences est cohérent, les fonctions {f relatives
aux dlverses expériences doivent avoir les mémes moyemnes. Ces moyenmnes peuvent

&tre appel€es des moyennes temporelles. (Quel rapport ont-elles avec des moycnnes

stochast1que5 ou espérances mathemathues 7 L'ensemble de ces fonctions £
est-il assimilable 2 une fonction aleatmre stationnaire ?
Une fonction aléatoire stationnaire est une fonction définie sur 1l'espace

produit de :
a) 1‘éspace des valeurs de t (ici l'espace R);

b) un espace de probabilité @ .
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On doit écrire f(t,w). Sur 2 , on a choisi une mesure de probabilité p . On

définit . . _
1'espérance mathématique R f= f f(t,w)dp(w)
Q

la covariance de £ , M= Ef(t,w)f (t+7,0)

f est statiopnaire si Ef pe dépend pas de t (c'est une constante)

et si I ne dépend pas de t (c'est une fonction de 7 seul).

Une &preuve sur f(t,w) consiste & choisir « dans @ . On peut alors

définir la moyenne temporelle de £ sur cette &preuve

\ 1 T
ME = lim —m J £(t,w) dt
T-rto -T

- - ) . K4 .
Mf dépend en pénéral de w . Clest une variable aléatoire.
Si les conditions suivantes sont vérififes :

Ef " ne dépend pas de t,

M ne dépend pas de w,
BEEf =Mf,

on dit que £ est ergodique. Plus générai.cmgnt; on pourra demander que la

fonction F(t] F(t+r) soit erpodique, ce ‘qui assurcra 1'identitd de 1a fonction

de corrélation temporelle et de la covariance stochastique.

Sur chague épreuve, une fonction aléatoire stationna
£

fonction stationnaire. Inversement, si 1'on se donne une femille de fonctions

stationnaires paramCirée par un parsmdlre «f apmartenant 3 un certain espace g

est~il possible de probabiliser q-de fagon & structurer [ en une fonction
aléatoire stationnaire 7
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re ergodique est une

5

Dans certains cas, la réponse est affirmative. Si par exemple

2

w= (c1;c2, veesC, 5 ++») & 17, on pose

iw t
£(t, w) =Z'cke K, @, #0.
~--- . On choisit une probabilité telle que les ¢ , composantes de © ,
soient des variables aléatoires deux 2 deux orthogonales et d‘espérancg mathé-
matique nulle. On a ;

MEf =0, Ef =0

On a ensuite 7
Tl |© e

1

MT (t,w) £ (t+r,w)

U

ET(t,w) f(t+r, w) ZEIC,Clz e’

. . 2 . .
11 y a identité si |c, ]2 =Elcl” . Le; modules des ¢, ne sont pas

aléatoires. Posons

.

Les conditions imposées entrainent que :

T n'est f)as aléatoire ; les 6, sont aléatoires et tels que
K

Eeieu=0, Ee-l(e’(—eg)=0

Par exemple, ce sont des variables aldatoires indépendantes équiréparties sur

sur [ 0,11,
Mais il en est tout autrement si 1'on considére par exemple la fonction

f(t ,w) = elwt .

est aléatoire. On a

ofl 1a pulsation o
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Mf =0 sauf si w= 0O v v -1
I1 - soit P (2) = a,Z +al t--=t 3, I +ay

Bf = [ et dF(w) ici
me ) un, polynome a coefficients réels non constant (w3»1). Si ag est irra-

_ Ef est la fonction caractéristique de la fonction de répartition T . tiomnel, la suite x, = P(n) (mod. 1) est Squirépartie sur fo.1] -
|| Elle est continue et épale 3 1 pour t =0 . Donc elle dépend de t et n'est. D'autre part, N. WIENER a démontré le théoréme d'interpolation suivant :

aléatolre nullle. si f£(t) est une fonction en escalier, constante sur chacun des intervalles

gtnéralement pas nulle. Au contraire-Mf  est une variable

Des circonstances analogues se produisent pour 1es fonctions pseudo-aléa- [k, k+ 1] ,sa fonction de corrélation (si elle existe) est continue, et varie

‘lindairement dans chaque intervalle [k ,k + 1] .

toires. Rappelons d'abord comment on peut construire d'une fagon concréte des

fonctions pseudo-aléatoires. Soit x, la suite &pale 4 P (k) modulo 1. On suppose que le degré Vv de

P est au moins égal & 2 . Soit g(x) une fonction définie et intéprable sur

[ ,1] , telle que

La méthode consiste indirectement @ faire une simulation du hasard en

utilisant les propriétés d'irrdgularité des nombres irrationnels. On dit qu'une
suite' x de nombres réels compris entre. O et 1 est équirépartie (sur 1 1
.. - gx) d&x =0, s fgz(x)dx=az .
[0,1]) si la propri&té suivante est vérifide : ) o
Soit alors f£(t) 1a fonction en escalier égale a glx,) si k<t<k+1 .

soit 1 un intervalle quelconqué intérieur a [0,1] . Parmi les nombres
. ) f(t) est une fonction pseudo-aléatoire, dont 1a fonction de corrélation vaut
Xys ooes Xpo :
: . ' Y
on en trouve N' dans I , de telle sorte que, lorsque N--o , la fraction §N'_ 82 G-1+1) si x| <1 a2
ait une limite égale @ la longueur de I . 0 ' si [t] 21
4 o 1 T

H. WEYL a prouvé en 1916 les théorgmes suivants : »
I - la suite X, est équirépartie si, et seulement si, quelle que-soit la fonc- Sa moyenne est nulle.

* tion F(x), définie et intégrable au sens de Riemann sur fo,1} ,ona " Cette fonction dépend des paramdtres da_, @y ,.-.,3, - Leur choix équivaut

1im 1N [F (x,) +...+F (xN)] = j1 P"(x) dx o ; 3 celui- d'une expérience. Peut-on affecter & ces parametres des probabilités
N-so0 ‘ o

telles que f soit ergodique 7 Pour simplifier les notations, prenons le cas
d'un polynbme du second degré et ne conservons que son terme essentiel. Posons

donc
- 170 - ‘ , ‘ P(k) = ak? R a irrationnel.
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Dire que X, = p(k) modulo 1, cela revient 3 prolonger la fonction g(x)

en une fonction périodique de péricde 1 , et & poser

(1) = glak®) pour ket<k+ 1.

D'aprés le théortme de Weyl, on a
. 1 :
Mf=M g(xk) = f gx) &x =0 .
0

Si p(a) estla fonction de répartition du paramétre a , considérée comme

une variable aldatoire, on a
.y 2
Et-= fg(ak ) dp{a). .

; Or B f dépend de k . En particulier, pour k =0, .E f=1.Sipar

exemple g(x) = eﬁvx , Ef=9(k), ol k est la fonction caractéristi_que
de a .

On voit qu'il existe des fonctions stationnaires dénendant de paramctres

et qui ont la propriété suivante :

quelle que soit la loi de probabilité qu’on donne i ces paramdtres, la fonction

n'est_pas efgodiquc. Son espérance mathématique ne pcut‘ pas sc calculer comme
une moyenne temporelle sur une épnreuve. Inv'ersemenAt, sa woyenne temporelle ne
peut pas &tre intomrétée comme une espérance mathématique. 11 exist? donc Qes
phénoménes stationnaires en moyenne dont les diverses épreuves constituent un
ensemble non probabilisable, en ce sens que 1cs espfrances mathématiques ne

peuvent pas se calculer comne des moyennes sur une €preuve.

M . I . - 2 -~ v
Revenons maintenant 3 1a notion d irrrépularité. Nous avons vu qu clle

» - 2 - - . . . 1
n'était cn aucune fagon &quivalente 3 ",1éatoire. Bien entendu, elle n'a pas
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non plus de rapports avec 1'irrégularité, ou la répularité locale. Une fonction
est d'autant plus régulidre en un point qu'elle est dérivable un plus grand

nombre de fois. Or on peut construire facilement des fonctions presque-périodiques

ou pseudo-aléatoires inddfinimment dérivables. Pour les fonctions presque-pério~
diques, il suffit d'utiliser la représentation par des séries. Par exemple, si

la suite Wy wgs v @ est croissante et # croissance lente, la fonc-

n 2

tion

yoa® gwnt , o |al<i
est presque périodique et indéfiniment dérivable.

Mais plus géndralement, on démontre que la convolution d'une fonction

stationnaire f par une fonction K€Ll est statiomnaire et de méme nature
que f . Elle a les propriétés locales de K , méme si f n'est pas continue.
Si par exemple K(x) = e-xZ , Kxf estune foncvti.on statiqnnaire indéfinim-
ment dérivable.

L'irrégularité est une propriété non locale, difficile 8 définir. On
peut d'abord remarquer qug si une fonction est statiomnaire, bornée, de moyenne

nulle, et non nulle, elle change de signe une infinité de fois dans tout inter-

valle [a, +00{ . En effet, si par exemple Og f(t) <M, ona

0< T}' 24 (7
<77 Tl‘(t)l t g Mgy B £(t) dt

Par hypot}iése, le dernier terme tend vers O lorsque T-—« . Donc f est

de'moyenne quadratique nulle : v (0) =0 .

Cependant on n'a pas 1'habitude de dire qu'une fonction périodique soit
irréguligre. L'irrégularité signifie que f n'admet aucune invariance par

rapport 3 des transformations simples @ savoir :
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¢yansiations horizontales, symétries par rapport @ un point ou une
droite verticale,
Localement, une fonction dérivable admet chaque point comme centre de
symbtrie. 51 £ est deux fois dérivable, £ peut avoir localement des axes de

symétrie, correspondant en particulier aux maxima et minima.

Ces &18ments de symétrie ont un
caractére trés local. 11 arrive que la
symétrie intéresse un voisinage assez
vaste d'un point.

;, Onapu prouver que certaines
fonctions pscudo-aléatoires, définies

3 partir de nombres irrationnels, peu-

vent présenter des centres locaux de

| symétrie intéressant, avec 1a précision
du graphique, plusieurs oscillations.’
Mais cette symétrie a'intéresse jamais la courbe entitre. Si 1'on revarde, 2
une certaine échelle, un gchantillon suffisan{ de 1a courbe, i1 n'y anparait

aucune symétrie. C'est en cela que consiste {tirrégularité .
Posons nous maintenant 1a question suivante :

Une équation fonctionnelle peut-cile avoir des solutions stationnaires ?

Fn un sens, la réponse est bien connue. Dans de nombreux cas, pour des équations

aux dérivdes partielles lindaires, la méthode de séparation des variables fournit

des solutions périodiques simples en t - Exemples
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Equation de la chaleur du_3du

a(t) = o1t o V7 VX

Equations des cordes vibrantes dJu_ ou
atz axz
u(t) = e (xit)
- Equations de Schrédinge 99 _h v
ger 7t T T AV T Y
_iwt
_ h
gy = e f(x) ,. avec in

Af:’}:‘i (V-w) £

De . P :
ces solutions on déduit des solutions plus générales sous forme

d'inté e Touri i
grales de Fourier (non stationnaires au sens ci-dessus)

de séries de Fourier presque périodiques.
Mai N . .
fais le probléme des solutions statiomnaires est plus complexe. C'est
celui texi icité
ui de 1'existence et de 1'unicité de solutions stationnaires d'un type domné
Eriodi -périodi € .
(pé ique, presque-périodique, pseudo-aléatoire). Accessible pour des équations

linBaire & iqué
s, ce probléme est plus compliqué pour les équations non linéaires

Ahélysons le.

Illlsque Ie phéuom Y (l 14 Y
ene CO][Sl(l€i€ n'est re }(?d 1 ibie 0 en moyerme 13_ n
t 2

a gucun espoir:d'unicité. On cherche donc les solutions dans certains espaces
fonctionnels, définis non 2 partir de conditions initiales et aux limites, mais
. , mal
de conditions d'une tout autre nature, d'origine physique : d&terminisme ou
indéterminisme statistique par exemple, et dans ces espaces, on trouve en géné-

ral des familles de solutions, et non des solutions uniques
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. . 4
I1 se pose alers la question de savoir si le caractére stationnaire precis
des solutions provient @

de 1a nature de 1'opCrateur considéré

ou 7
du transfert par cet opérateur de donndes ayant déja ce caractere.

Voici quelques exemples des circonstances qui neuvent se nroduire.
' . rd 0] . /) . =

Dans le cas d'une &quation aux dérivées partielles linCaires, il est

assez facile de voir que c'est la seconde circonstance qui est la plus naturelle.

Onvsait en effet transformer une fonction stationnaire (presque-périodique ou

pseudo-aléatoire) phr une opdration linéaire ! 1a cpnvolution. Si
Ay =0

_est une équation 1in6air¢, et si
y = K* u,

i1 suffit que u soit stationnaire et que A K =0 pour que Ay =0Q (ceci

i ’ i i i : yrécautions) . Cepen=
exige naturellement, dans chaque cas particulier, bxén des 1 h ) P

i i ¢ i : ¢ sriori u , et le rdle de
dant, on voit qu'il y a séparation cntre une donnée a pri ,

itopérateur A . U contient la stationnarit® et K traduit 1'opérateur A .

14 i intai i ! é s pénéraux.
pans le cas d'équations non linBaires, il n'y a pas de résultats g

& i i ationnair s ion de Burgers
J'ai montré 1'existence de solutions stationnaires pour 1'tauatlo) ¢

& & i y : at i on lindaire
qui se raméne 1 1'équation de la chaleur par 1a transfomation non

log v.
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J'ai montré 1'existence de solutions des équations de Navier-Stokes

2 i ap
— F L ) .
ot ZUK axu +axi \)AUi
Z lli
—t= 0
BXi ?

qui sont sommes d'un terme périodique et d'un terme pseudo-aléatoire. La méthode
consiste 3 remarquer que les équations sont invariantes par les transformations

du *proupe de BERKER"

ui(x,t) = a'i(t) vy ,[g~n(t), t]

ol ay (t) est un vecteur fonction de t , deux fois dérivable, et a part cela

arbitraire. Si 1'on prend pour v; une solution des &quations du mouvement
permanent :
avi P, ‘ v
ZvKaT+a—)(—‘= vavy -0
k i i

on peut choisir les ai'_pour que ug ait la propriété de stationnarité
énoncée ci-dessus. On développe v [x -a(t)] suivant les puissances des
aj . C'est toujours possiﬁle, d'aprés le théoréme de Cauchy - Kovalewska, si
les | ai(t)I sont suffisamment petits. Puis on construit les a; comme
c¢onvolutions de noyaux ihtégrab]es par des fonctions pseudo-al8atoires, obliga-
toirement construites elles mémes & 1'aide de propriétés arithmétiques. Dans ce
cas, la tranformation de BERKTR se substitue aux équations de Navier-Stokes. On
p;rt de solutions quelconques des équations du mouvement permanent. On les utilise
pour transformer, par un processus non linéaire, une donnée ai(t) {qui n'est ni
une donnée initiale ni une donnée aux limites) en une solution conscrvant les

propriétés de 1a donnée.
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On notera que la non 1inGarité exige un développement suivant les puissances
de éi .3y étaant stationnaire (pseudo-aléatoire), il faut que a;] soit
encore stationnaire. Cela exige de définir a; par des méthodes arithmétiques
plus finzs que celles qui résultertc du second théoréme de 1.WEYL. 11 faut intro-
duire des suites "comﬁlétemcnt 8quiréparties", ce qui est faisable, mais non\

é1émentaire.

Pour comprendre ce qui se passe, il peut sembler plus glémentaire d'étudier

des problémes d'équations différentielles ordinaires. Comme les données n'ont

pas de Earactére fonctiomnel, 1a nature de la solution est'nécessaircrent liée

3 celle de 1'opérateur. Mais, pour cette raison, le probléme est bien plus diffi-
cile. Soit" d'abord

X' =AX

uﬁ systéme différentiel lindaire et homogdne 3 coefficients constants. On sait
. que, si les valeurs propres de la matrice A éont imaginaires pures ou nulles,

et distinctes, la solution génCrale est presque-périodique (polynbmes trigono-

métriques). C'est le seul cas ol elle est stationnaire.

On comnait quelques résultats surles solutions presque-périodigues de

systames linaires & coefficients presque-périodiques. Pans ces cas, 1'opérateur

contient d'avance ce qu'il va transmettre aux solutions.

Le cas des équétions différenticllies non lindaires reéte tres mystéricux.
On connait un certain nombre d'exenples de systdmes non linfaires dont la sclu-
tion est périodique. Celui des fonctions elliptiques est le plus classique. En
langage mécanique, c'est le probléme du mouvement d'un solide ayant un point

fixg, en 1'absence de forces extérieures :
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dp q
AR = (- dq .
dt ( C)qr, Bdt"(C“A) rp, Cg{‘=(1\’n) U

p q H sont les cor l])O\ a
9 » n 1Y es N yaux
S tes su 1 axes rincinaux d'inertie (]U vecteur

vitesse de rotation instantanée.

OQuelques expériences numériques ont supeéré que certains systdmes différen-
tiels non lin€aires 3 coefficients constants avaient probablement des solutions
pseudo-aléatoires. Cela semble cd?firmer que, de méme qu'une matrice constante
donne naissance & des solutions presque-périodiques, de méme un Systdme non
linéaire, défini par un tenseur du troisidme ordre constant, pourrait donner

naissance & i éatoi i
@ nce d des solutions pseudo-aléatoires. Mais la preuve mathématique reste

1 faire.
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