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Résumé : On applique la méthode statistique de Gibbs d la
description des solutions réguliires des équations non linéai-
res de champ. En faisant correspondre ces solutions aux parti-
eules élémentaires, on étudie la liailson possible entre la quan-
tification des grendeurs physiques et la stabilité en probabi-
17té. Dans le cas mon relativiste on construtt l'espace hilber-
tien aldatoire, ce qui permet de satisfaire au principe de

eorrespondance & la micanique quantique non relativiste.

I - INTRODUCTION.

L'expérience confirme brillamment toutes les ptédictions de
1la mécanique quantique pour les systdmes & un nombre fini de
degrés de liberté (le domaine non relativiste). Néanmoins,
1'application directe des postulats quantiques aux systémes 2
un nombre infini de degrés de liberté& (champs relativistes en
interaction) raméne & des difficultés insurmontables. Ceci per-
met de supposer que les postulats quantiques ne soient pas
applicables, au moins sous leur forme orthodoxe, aux champs
relativistes en interaction et que dans la théorie future des
particules &limentaires ces postulats ne soient valables qu'a
titre d'approximatiom. ) ,
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11 nous parait donc important de chercher une telle générali-
sation de la mécanique quantique qui contiendrait les postulats
orthodoxes dans la limite non relativiste en leur donnant "me
interprétation déterministe (causale). Parmi les tentatives de
ce geure indiquons comme la plus conséquente la théorie de Yla
double solution" proposée par L. de Broglie (). Dans cette
théorie, on représente les particules élémentaires, en suivant
les idées de -G. Mie (2) et A. Einsfein (3), comme les bosses -
de champ décrits par les soliltions réguli&res de certaines équa-
tions non lindaires. L'évolution spatiotemporelle de ces solu-
tions détermine le comportement des particules correspondantes,
ce qui permet de comsidérer 1a théorie de de Brogiie comme -dé-
terministe. :

Cependant, en donnant des preuves & 1'appui du postulat sta-

‘tistique de M. Born, de Broglie utilise 1'hypothése supplémen-—

taire de Bohm-Vigier (") sur 1l'existence d'un milicu subquarn=-
tique servant de source des perturbations aléatoires (la méthcde
statistique de Langevin). Malgré 1l'attrait de cette hypothése,
c'est génant de la concilier au schéma ddterministe et, en par~
ticulier, aux lois de conservation. C'est pourquoi il nous
parait souhaitable de rejeter 1'hypothése en question et rete-
nir la description déterministe.

Notons que 1'exemple de la mécanique statistique de Gibbs
nous sugglre une telle possibilité . En effet, dans le sché-
ma de Gibbs 1'évolution 4'un systéme dynamique est régie par
1a loi déterministe, les trajectoires du systéme étant déter—
minées par les conditions initiales auxquelles on assigne des

.probabilités 2 priori. Ainsi done, 1'origine statistique du

schéma de Gibbs réside en caractére aléatoire des données ini-
tiales, tandis que celle du schéma de Langevin est causée

par les sources externes aléatoires. Il est & noter qu'en théo-
rie du champ les domnées initiales sont forcément aléatoires
puisque le champ est un systéme & un nombre infini de deggﬁs de

1iberté ce qui ne'permet pas de les fixer précisément.

Le but de notre article est 1'étude de quelques possibilités
de 1'application de la théorie statistique des champs, basée
sur la méthode de Gibbs, a la description des particuleé élé~
mentaires. En section IT on introduit la notion de la solution
régulidre des équations de champ et on expose les Eléments de
la description statistique des champs. En particulier, on y
gerit 1'équation de Hopf pour 1a fonctiomnelle caract@ristique
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(génératrice) et 1'expression générale pour la probabilité de

transition. En section III on discute la liaison possible entre
la quantification des grandeurs physiques et la condition de
stabilité en probabilité. En section IV on déduit, dans le ca-
dre de la théorie statistique des champs, les postulats de base
de la mécanique quantique non relativiste : le postulat statis-—
tique de M. Born, le postulat sur 1'espace hilbertien et la
régle 3 calculer les moyennes.

i1 - DESCRIPTION STATISTIQUE DES CHAMPS REGULIERS.

Considérons un champ réel relativiste $(x) & m composantes
¢i(x), i = 1,m, définies sur l'espace de Minkowski M= x avec

- la métrique 8y = diag(], -1, —l,}~l); y,v =0, t, 2, 3. Suppo~

sons que le champ ¢(x) satisfasse & 1'8quation qu'on peut obte-
nir 4 partir d'un principe variationnel <

2.1y GJd“x L(o, 3,0) =0
: Qc A ,
sous la condition 6¢|8Q = 0, ol 90 est‘la frontiére d'un domai-

pne £ en. espace—temps. Conme on sait, on peut tcujours transcrire
les équations relativistes de champ sous la forme (*°) :

(2.2) (8%, - m))e = 0

avec Bp des matrices constantes et M(¢) une fonction du champ ¢.

.  Le champ ¢ sera appelé régulier si les ﬁbnctions ¢i(x),'

i = T,m, sont continument dérivables et toutes les grandeurs
physiques, construites & 1'aide des ¢i’ sont bornées. En par-

- ticulier, le champ ¢ est régulier si ¢ € C, N L,, i.e. si les

dérivées 3“¢i(x) sont continues et j ds ¢i < ™,  avec S une hy-
S

persurface du genre espace. Dans la suite on supposera que
1'8quation (2.2) admette comme solutions les champs réguliers
qui sont les sculs ayant un sens physique. ' :

Parmi les solutions réguliéres de 1'8quation de champ nous
choisirons parfeis celles qui correspondent 3 une seule parti-

cule. Le champ ¢, décrit par une solution de ce genre, est pra-
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tiquement localisé dans un domaine de tube T CM et détermine,
d'aprés Einstein et de Broglie, la structure interne de la par-
ticule correspondante, Définissons alors le volume propre de la
particule comme domaine V, = S; N T, §; &tant un hyperplan ortho-

gonal a 1'impulsio. P! de 1a particule. Estimons la dimension

Lo, du domaine V4 = Lg comme suit
(2.3) L, = diam {x : ¢*(x) = 8; x € S;}
avec & un petit nombre positif.

Soulignons que la fonction M(¢) doit gtre spec1f1ee de telle
fagon que la dimension L soit micr oscoplque.

Pour la description statistique de 1'ensemble R de solutions
régulidres il suffit de connaitre la fonctionnelle caractéristi-
que

(2.4) x,(n) = < exp i J d“x (¢n).>
Q

avec N(x) un champ auxiliaire soumis a la c:ondition.nlaQ = Q.

On effectue ici-la moyenne <...> & 1l'aide d'une mesure de pro-
babilité dPa(¢(x)) qui s'annule sur l'ensemble R' (complémen-—
taire de R), 1'indice "a" symbolisant 1'ensemble

a = {a], Ay aasy as} de valeurs moyennes a; = <Ai> des obser-

vables physiques A;, Ay, ..., AS. L'ensemble d'observables
; ¥

. . -+
comprend 1'énergie E, 1'impulsion P, le moment cinétique J, la

. . >
charge &lectrique Q, la position .du centre de masse X etc ...

11 est commode d'introduire le.champ moven u(x) = <d(x)>
et le champ aléatoire v(x) = ¢(x) - u(x), d'od <v(x)> = 0.
Supposons maintenant que la structure de la mesure dPa(¢) soit

telle qu'en moyenne le champ aléatoire v({(x) soit suffisamment
petit, au moins dans le domaine V,, par rapport au champ moyen -
u(x). On pourra alors se donner un petit nombre € << maxlu(x)‘

tel qu'on aura : {x€q}

(2.5) max < |v(x)| + LOIGV(X)[ ><e
xeQ : _
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L'inégalité (2.5) sera considére comme condition de stabilité
en probabilité (en moyenne) de 1'8tat en question.

En utilisant 1'équation de champ (2.2), on obtient facile-
ment que la fonctionnelle caractéristique (2.4) satisfait 3
1'8quation :

U .8 18
(2.6) (8 9, ~ M(- i gﬁ)}gﬁ X,

connue comme celle de Hopf (5’6). Cette Equation régit 1'édvolu-
tion spatiotemporelle de la répartition probabiliste, sa solu-
tion &tant déterminfe par la structure de la mesure de proba-
bilité dP; = dPa(¢(x); x € S') sur certaine hypersurface "ini-

tiale" S' du genre espace. Il est &vident que ‘la mesure dP'

doit contenir la constante de Planck h 3 titre de parametxe (par
la suite on utilisera les unités naturelles h = ¢ = 1),

Calculons maintenant la probabilité dW;, de trouver le champ
-+ ° - I3 - T o . ‘
$(t,, x) au voisinage D, du point ¢,(x) sous la condition que

o . - ~ - ) —>
la mesure de probabilité i 1'instant t; < t, est dP1(¢1(x)). On
a :

2.7 Wy, = Db, JdP1(¢1) P(91]4,),

ot P(¢1l¢2) est la densité de probabilité pour la transition

¢1 -+ ¢2'
On a évidemment :

(2.8) B0, ]85) = <8(6(c,, %) =0, 5] 8(6(e,,H) - 6,(R)>

‘Fournissons le développement fonctionnel de Fourier

: > > . -+ > >
(2.9) 6(¢(tk,x) - ¢k(x))= Janexp{1Jd3x(¢(tk,x) —¢k(x))nk(x)},
oﬁ an, k =1, 2, sont les mesures fonctionnelles correspondan-.

tes. En 1ntrodulsant (2.9) dans (2.8), on trouve, compte tenu
de (2.4) : '

(2.10)  P(¢,]9,) = JJDnanzexp{-i d’x(¢,n, + d,n0} Xa(nlz)’
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Toi my,(x) = nl(z)é(t - ty) + nz(;)é(t - t,).

Or pour calculer la probabilité dW,, par les formules (2.7)

et (2.10), il faut connaftre la fonctionnelle caractéristique
X, et la mesure de probabilité dP1(¢1) pour 1'état inctial. Le

point qui n'est pas clair dans ce prograrme c'est le choix de la
mesure initiale dP, dont la structure doit s'accorder aux

données d'expérience. Pour mieux accomplir cette tache il nous
semble nécessaire d'utiliser le principe de stabilit& en proba-
bilité. :

IIT - STABILITE EN PROBABILITE ET QUANTIFICATION DES GRAN-
DEURS PHYSIQUES. '

Supposons que 1'action dans.(2.1) soit invariante par rap-
port aux transformations d'un groupe de Lie G a r paramétres.
Alors, d'aprés le théoréme de Nother, il existe 1'ensemble de

r grandeurs physiques Ai(¢), i = 1,r, se conservant au cours Au
temps. Mettons ces grandeurs (& 1'exclusion de 1'énergie E)
sous la forme (*?) : '
U Y
(3.1 A () =- i Jd x (T A9),
“off on a introduit la grandeur conjuguée de champ T =93L /3¢ et
les générateurs hermitiens Ai de la représentation correspon-

dante du groupe G . Par la substitution :
- -1 /2 -
(3.2) e o= 27 v+ fvmy,

oli V est une constante positive, 1'expression (3.1) se raméne
3 la forme hermitique :

: *
(3.3) A (8) = Jdax " A).
L'expérience montre que les valeurs observées d'une grandeur
physique Ai’ i.e. les moyennes a, = <Ai>’ ne sout- pas arbitrai-

res et au total, si 1'cn considere tous les états possibles,
constituent le spectre S(Ai) d'obscrvable Ai' En particulier,.
soit G le sous—groupe compaci maximal du groupe G avec A{

les générateurs de sa représentation quelconque. Alors. coume
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onysait, le spectre S(Ai) d'observables correspondants est dis—
c¥et. I1 vient donc que les valeurs observées des grandeurs phy~
siques sont quantifiées. o

) Il est séduisant de lier la quantification des grandeurs phy-
siques avec la stabilité@ des é&tats stationnaires du syst@me en
considération. Les idées de ce genre-13 ayant 2té énoacdes par

. 7,8 . .
plusieurs auteurs ('’°), notons leurs développements intéres-

9= -
s??ts @ans les travaux ( 11). I1 nous parait donc raisommable
d'eFudler plus profondément la condition de stabilité en proba~-
bilité (2.5). : )

Da?s la suite {a; u(x); dPa(¢)} désignera 1'état du systime,

en indiquant 1'ensemble d'observables physiques "a", le champ
moyen u{x) et la mesure de probabilité dPa(¢). En remarquant’

que pour.les états les plus stables le nombre € dans 1'inégalité
(?.5) doit €tre minimal, conéluons que dans ces &tats-13 les va-
riances des grandeurs physiques sont aussi minimales.

Soient Ai(¢) et Ak(¢) deux grandeurs arbitraires dont les gé-

nérateurs satisfont a8 la condition :

(3.4) ( A, Ak)_ = 0.

La variance de la grandeur Ai étant définie par

1

D(Ai) = <(Ai - <Ai>)2>’ mettons la différence Ai - <A.,> sous la
i :

forme

oo

(3.5) A, - <Ap> = Id3xw*( Ai -'Ak<Ai>/Ak)@,

d'oli, compte tenu de 1'inégalité de Schwartz, on déduit 1'esti-
mation : .

(3.6) D(A,) <!<Jd3x|w|2 Jd3x!( Ay = A <A A Yol ®>

Notons qu'en vertu de (3.4) il existe un systdme orthonor—
, - :
mal et complet {¢r(x)} de fonctions propres communes aux géné-

rateurs . . H
Al et Ak On a donc :
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(3.7> Ai‘p }\(1) A’k¢ )‘(k)

avec X(i), X(i) les valeurs propres correspondantes. En intro-

duisant le déveloprement ¥ = 2 C. %, dans (3.6), on trouve :
r
< 2 2 (1) _ 3 (K) 4 2
(3.8) DA, <Z_,‘Cr'| E‘Crl W =T <A/’

Pour estimer la partie droite en (3.8), remplagons Ak par
<Ak> et |Cr!2 par <[Cr‘2>. Alors on déduit de (3.8) que la va-
riance D(Ai) est minimale dans un état {a; u(x); dPa[¢)} pourvu

qu'on puisse choisir le numéro r tel que les conditions suivan=-
‘tes soient satisfaites
(3.9 e |?>>> <o v o #r
> a, A
i T

(3.10)

Notons que la condltlon (3.9) permet de fixer la constante

Vv dans (3.2). Pour s'en convaincre considérons d titre d°f exemple -

-~

le champ scalaire 3 deux composantes ¢; et ¢,. En &tat a spin 1

le champ moyen est de la forme :

uy = cos(Y—mt)u(r,e); u, = sin(y-wt)u(r,0),0r = Cte,
avec r,.0, Y les coordonnees sphériques. En posant dans (3.2)
<ﬂ1> =10, = wu,; <my> = i, = - wuy, on déduit de (3.9) que
Jy<p> = - 13yqp> = <p>, d'oll V = 1/2

AlnSL donc, les conditions (3. 9) et (3.10) d3terminent 1'en~~
semble d'états les plus stables en probabilité. La condition
(3.10) 8tant satisfaite dans chacun de ces &tats, om conclut
qu'il existe une constante ha caractérisant la mesure de pro-

babilité dPa{¢) et telle que pour les &tats les plus stables
{a; u(x); dPa(¢)} on a :

(3.11) <A = a; x(l)h
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avec Ai appartenant au syst&me d’observables déterminé par (3.4}.

Pour qu'on puisse considérer les relations (3.11) comme condi-
tions de quantification des grandeurs physiques (au sens de

. Bohr), il faut soumettre la mesure dPa ¢t & la conditiom ha = h,

Ca signifie que la constante ha doit Etre universelle.

Pour estimer le champ moyen u{x) en premiire approximation
on peut utiliser la méthode suivante. En posant dans (3. 1)
$=u + v, on trouve, vu 1a condition <v> = 0,

(3.12) < (0)> = A (0] + <A, (v)>

Les générateurs’ A, &tant antisymétriques, -en supposant
. i ntisymétriq ppos:
1'invariance de la mesure de probabilité dPa(v) par rapport aux

transformations du groupe G, trouvons
(3.13) <Ai(v)> = 0.

Alors les conditions de quantification (3.11), var (3.12) et
(3.13), prennent la forme (en posant h = 1)

: - _ ()
(3.14) () =a; =27,
"Notons que les, conditions de quantification (3.14) détermi-

nent le champ moyen u(x) pourvu qu'on le considére comme solu-
tion stationnaire de. 1'équation de champ (2.2). Le champ u{x)

_sera appelé statioonaire si, dans un systéme de référence ol la

particule est au repcs, il décrit le mouvement uniforme en es-
pace de paramétre du groupe compact G. Cela sxgnlfle que le champ
stationnaire u(x) ne dépend du temps t que par 1l'intermédiaire

de paramétres al(t) du groupe G, tout en posant

(3.15) ai(t) = wit; 1= 1,d; d = dim G,

- avec les vitesses wi constantes. On a donc

s
(3.16) u(x) = u(xa(t))
en désignant O = {u&, Cyy ooy dd}. I1 s'ensuit que :
3.17) , Btu = - 1kzl W Aku.
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En introduisant (3.17) en 1' équation de champ (2,2), i1 vient :
: d - :
a0 .
- (3.18) g% 7 w, A, - (BV) + M(uw)|u = 0.
k=1 k k
Le probléme se ramine done 3 la.recherche des fonctions pro-
pres d'un opérateur non lincaire contenant les paramétres W,

dont les valeurs sont détermindes par les conditions (3.14). °

IV - CORRESPONDANCE A LA MECANIQUE QUANTIQUE NON RELATIVISTE.

Nous proposcns maintenant un procédé possible de déduction,
dans le cadre de la théorie statistique des champs, des postu-
lats de base de la mécanique quantique non relativiste. En nous
rendant compte du fait que ce procédé n'est pas définitif et

"en espdrant que ses détails plus fins seront établis dans le
plus bref délai, nous nous restreindrons aux trois postulats
suivants que nous formulerons conformément & la description d'un
systéme de n particules

1) D'aprés le postulat statistique de M. Born, & chaque sys-
téme dynamique, la position de laquelle se donne par le vec—

+> > . )
teur q = (X1, Xy, ...,,xn) de 1'espace de configuraticn, on

fait correspondre 1'ensemble statistique quantique décrit par
1'amplitude de probabilité ¥(t, q). Cela signifie que la den-
sité de probabilité pour que rotre systéme se trouve au point ¢
3 1'instant t est égale 2 :

p(t’ q) = I‘P(t. q.)lz'

2) Dtaprés le postulat sur 1'espace hilbertien, connu égale-
ment comme principe de superposition de Dirac, y(t, q) appar-
tient 3 1'espace de Hilbert ¥, d'oli 1'on tire que 1'évolution
temporelle de ¥ est régie par une équation linéaire (celle de
Schrodinger) décrivant, d'aprés le postulat de M. Borm, une

* transformation unitaire dans ¥ :

A

iatw = Hy,

3) D'aprds la régle 3 calculer les moyennes, d chaque obser—
vable physique A on fait correspondre un op@rateur linéaire

hermitien A agissant dans J( et tel que la valeur moyenane <A>
en état ) est :
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<A> = qu w*gw.

On voit donc que la mécanique quantique est la théorie statis-
tique d'une espéce inhabituelle qui décrit des ensembles de sys-
témes identiques. Pour la construction de tels ensembies dans le
cadre de la théorie statistique des champs commengons aux expé-
riences 3 une seule particule. Soit AV un petit volume spatial

> .

de centre x. On suppose que la dimension (AV')I/3 soit détermi-
née par la précision de mesure des coordomées de la particule
et qu'on ait 1'in&galité AV >> V .

S?pposons qu'a 1'instant t = 0 on prépare notre systéme (la
particule), c'est-i-dire qu'on fixe 1'ensemble d'observables
{Al, Agyeros As}, et puis au temps t > O on effectue 1'observa~-

tion. Supposons de plus que dans N expériences on ait indiqué
AN cas tels que la particule (i.e. son centre de masse) se Soit
trouvée dans le domaine AV au temps t. Alors on peut dire que
la densité de probabilitd pour que la particule se trouve au.

I3 -+ -~ .
point x 3 1'instant t est

. 1) p(t, ¥) Zp() = lin P (x) = lim N aN/Av.

N> @ N > o .

~ Désignons par ¢(k)(x), k = l,N, le champ régulier décrivant

1a particule en k-i&me expérience. On peut considérer le champ
¢(k)(x) comme échaqtillon d'un ensemble de champs aldatoires

~avec la mesure de probabilité‘dPék)(¢(k)(x)), chaque mesure

k —_— e . . >
dP; ), k = 1,N, étant caractérisée par sa trajectoire X(k)(t)

du centre de masse de la particule. Ceci permet d'obtenir une

’ représentation utile pour le champ moyen correspondant u(k)(x).

En effet, si 1'on suppose que le mouvement de la particule soit
non relativiste, on trouve &videmment que le champ moyen

. u(k)(x) est presque statiomnaire. Alors, compte tenu de (3.16),

on obtient : .
(4.2) L) () = <¢(k) (x)> = ulx - i(k)(t).‘dét)).

.Formons maintenant la grandeur auxiliaire :
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. N
.3 e = @ kgl P oy (9> e (E, © = Cre,

ol on a utilisé la cqnstruction (3.2), i.e.

' - om1/2 -1, = = .
‘p(k) (X) - 2 . (¢ (k)\) + lv“(k)) - <‘p(k) (X)> + ¢ (k) (1{) 1
en posant . ) o
(6.4) Ek Z arg Jdgx [<¢*(k)(x)> ¢(k)(x)]t =0

Les expériences individuelles &tant indépendantes, on dési-
gnera dans la suite par <...> la prise de la moyenne & 1'aide

(1...N)E N dP(k)
a

de la mesure dPa k=1 . Alors on oﬁtient facile-

ment que 3

N (L
@.sy <lpgeal® = @™ ] e - X @,
© k=1 .

@

oli, compte tenu de (4.2), on a posé :

G.6) <, 052 = gl = X8 ) la)

(k)

avec g(; —‘i(k)(t)fa(t)) une fonction positive, localis@e pra-

; >
tiquement dans le domaine V, de centre X(k)(t).
Choisissons maintenant la constante € dans (4.3) comme suit @
- + o x(k
~(4.7) c= Idax g(x - x¢ )(t)!a(t))-_

Notons que ce choix est admissible car 1'intégrale (4.7) ne
dépend pas du temps. En effet, comme on sait (*?), toutes les
représentations du groupe compact G sont unitaires. Il s'ensuit
que <¢(k)(x)? se transforme selon une reprécentation unitaire

du groupe G. D'autre part, il est évident, compte tenu de (4.6},
que 1'intégrale (4.7) est invariante pour toute transformation
unitaire du <'(,é’(k)(x)>. Cela signifie que 1'intégrale (4.7) ne

dépend pas de. paramétres a(t) du groupe G, d'od 1'assertion ci-
dessus,
.En utilisant (4.7) et la condition AV >> Vg4, on obtient :
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m

s +(k)
- N 0; X () AV
(4.8) ¢ IJ Crig@- X ey face)) = 6, =

AV kot 3y e av

Pour tenir compte de la condition AV >> V, explicitement,

effectuons la moyenne dans le domaine AV en introduisant une
nouvelle opération <...> définie par :

(4.9)  <r(o; x)>= (AV)”J a*x' <E(8; ¥')>.
AV

Alors la relation (4.5)," compte tenu de (4.8); prend la forme:

610)  <lp G| = A = o ().

Ainsi donc, on peut interpréter wN corme vecteur de 1'es-

pace hermitien aléatoire ZN avec les &léments de base exp(igk)

et le produit scalaire <W§¢ﬁ>'(;3) .

Notons que 3 la limite N » 1'espace'ZJ se raméne 3

1
1'espace hilbertien aléatoire Z; dont le vecteur Y _(x) vérifie,

.en vertu de (4.10), le postulat statistique généralisé de

M. Born :
(4.11) lim <<\1JJN(X)}2> = lim py(x) = p(x).
N Noo
I1 vient donc que & la limite N le vecteur WN(X) joue le

ré6le d'amplitude de probabilité pourvu que 1'on effectue la
moyenne < ..> en tenant compte de la condition AV >> V.

Etudions maintenant le passage 3 la limite N« plus étroi-

‘tement., Notons tout d'abord que w(k)(x) € Lz(R3), d'oll 1'on

tire que wN(x) < LZ(R3) 8>ZN =¥, l'espace ¥y tant muni du

© produit scalaijre :

; 1y = 3., @k !l YS
(.12)  Chylvy = Jd x WX GOY GO
Dans la limite N»® 1'espace JCN devient hilbertien aec les pro-

priétés &tablies par le lemme suivant.
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1 emme. Dans la limite N+» le vecteur aléatoire wN(x) EZKN

est réparti suivant la loi de Gauss de variance 0% = p(x)
-et de moyenne nulle.

En effet, d'aprds (4.3), w (x) est la somme des variables

al8atoires indépendantes avec les moyennes nulles. Grice 3 la
régularité des champs ¢(k) ces variables sont bornées, ce qui’

permet d'appliquer le théoréme de Lindeberg Y. o apres ce
théorfme, dans la limite N> la variable w (x) est gaussienne

avec la variance 0% = lim <|¢N(x)l2>. I1 s'‘ensuit, compte
N-»o0

tenu de (4.11), que o? = p(x).
Studions maintenant 1'évolution temporelle du vecteur Y.

En tenant compte de (2.2), (4.2) et (4.3), on trouve :

, N . 4
: - -1/2 i€ [ . 2 (k)2 .
13th f (cN) ké‘e k[ 1EXYVY + mzlam Am]dp(k)> =

(4.13) )
‘/2 < > + <N >l

- (CcN) kZ efp(lik){L Yt Op(k)) ,

o 1'opérateur linéaire L provient de (BV) dans (2.2) et

N(®) est 1i& avec M(¢).

Considérons le terme non' linéaire .dans (4.13) :

N -~
ry (o) = @2 T exp(GE)) <N .. (x))>.

k=1 K ()

D'aprés le lemme, les vecteurs aléatoires r (x) et v (x)

sont gaussiens. Calculons leursmatrices des covariances spa-

tiales. En désignant; vu (4.2), <N0p(k)(x))> = s(; - i(k)(t)la),

on trouve @

N Y
<r (t x)r (t, x ')Y>= 1lim (CN) Z s(£ - i(K)la)
Noo k=1 +(k)
4 *(x - x5 o).
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La partie droite étant la somme intégrale, on a :
> % > -1 > > > * >, >
<r (t,x)r (t,x")> = C Jday p(t,y)s(x—y|a)s (x'—y|a).

. . A, . PP
Si 1'on prend en zonsidération que la précision de mesure

- 1 > >,

des coordonnées est (AV) /3, alors pour x # x' il faut pren-
> - B -5

dre x € AV et x' € AV, Comme la fonction s{(¥) est concentrée

3 -~ -> 3
dans le domalne V, << AV, oli p(t,x) est constante, on obtient

. > . . * *
que "<r_(t, x)r (t, X )> = 0, si P # ;', et <r_(x)r (x)> = p(x)ss ,

oli 1a matrice non degeneree S est définie par :
*_ - > -3 >
$S = ¢ ljday s{x - y’a)s (x - ;!a}.

~ &
De 1a méme fagon on trouve que <Y (t,;)w m(t,;')> =0,

*
si x # X' , et <Y (x)w (x)> = p(x)PP , en posant

<*i>(k)(x)> E p(x - X (t)[a);

* _ -1 > I
PP = C fdayp(x - y‘a)p (x = {a)~
I1 s’ ensu1t que 1es vecteurs aleat01res gaussiens r_(x) et

wa(x) oti h = K = S(S PP S) 1/2 , ont les mémes

14

covariances spatlales. Ca signifie que dans la limite N on
peut approximer 1' equatlon d'évolution (4.13) par une équa—

- . tion linéaire :

.
-~

(4.14) 19V, = W,

oli, d'aprés (4.13), 1'opérateur H est hermitien et donné par :

- *
1/25,

-~ ~ -~ ~ *A*
(4.15) H=L+K=L+8 (8PP S)
1'opérateur K &tant déterminé par la structure interne de la
particule.

Ainsi donc, en.remplagant r_ par ;;, on gagne le principe

de superposition de Dirac, mais on perd 1'information sur les
covariances temporelles (t' # t), car :
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* — 4 =)
(4.16) r (B, T # < (60T (e, x1)>.
. o0 fee] ©0 (o]

A notre avis, ce sacrifice est inévitable et 1ié au fait
que la mécanique quantique ne donne pas de régle univoque &

2y
calculer les covarlances temporelles (“7).

Ainsi donc, nous avons obtenu une représentation spéciale
de la mécanique guantique, telle que les vecteurs d'état appar-
tiennent a 1'espace aléatoire de Hilbert. I1 est 3 noter que-
les représentations de ce genre-1a ont &té découvertes par

. 15,16 A .
N. Wiener ( °’°°). Il considéra le processus brownien complexe

>
z en espace-x (x jouant le r6le du.temps), en faisant corres—
pondre un nombre O € (O, 1) & chaque trajectoire brownienne

>
z(x, 0). Alors il vient que 1a fonction d'onde de la parti-
cule en représentation-0 de Wiener se donne par :

Gan b = Iwc, SIEICREOR

'). » - N o i ’
Y(t, x) étant la fonction d'onde en représentation de Schro-
dinger.

Notons que 1'existence de la transformation unitaire (4.17)
s'accorde au théorime géutéral sur Tisomorphisme des esnaces
. . " 17 . . PR -
hilbertiens séparables (*'). En appliquant ce théorvéme a
notre cas, concluons que dans la 1imite N»>® on peut cons-—
fruire une transformation iinéaire unitaire :

B8y U (e, B = Ub(e, B

effectuant 1'applicationisomorphé de 1'espace 3 2 ¥ sur lles~

pace aléatoire ¥,. Pour dclaicir la structure de 1'opérateur

U utilisons le lemme et le fait que ‘w(x)\z = p(x). Alors, si

1'on prend en considération que 1a fonection d'pnde Y (x) est
pratiquement constante dans le domaine AV, on déduit de 4.1

que 1'opérateur U agit comme multiplication par une grandeur
aléatoire gaussienne z(x) de variance Gi =<<\z(x)‘2>>= 1 et
N Lo
de moyenne nulle.
. Grice & Yisomorphisme des espaces hilbertiens ¥ et I, nous

pouvens donc nous placer en schéma de Schrodinger,
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i.e. utiliser la fonction d'onde non stochastique
. *
Px)y =Y _(x) z (x)> ce qui est plus commode. Comme la .

structure du processus aléatoire z{(x) n'est pas claire pour
le moment, nous ne pouvons pes utiliser 1'équation d'évolu~
tion (4.14). Cependant, gréce & la linéarité de l'applica-

tion U, 1'évolution temporelle du vecteur Y doit 8tre régie
par une &quation linZaire. En ajoutant la condition de nor-
malisation de la probabilité

. >
(4.19) Jdax p(t, x) = stxlw(t, 0l =1,
on déduit que 1’équation d'évolution s'écrira (*°%) :

(4.20) i3, - T,

avec H un opérateur linéaire hermitien dans ¥

Remarquons que 1'équation (4.20) peut 8tre obtenue A par=
tir du principe variationnel :

' to PN ~ B
(4.21) SJ at (d3x w*<%-a - WY =0
t) J t

sous les conditions : &Y {t,, ;) = SP(t,, 2} = lim SW(t,;) = 0.
- ,—}?l_}m.

Identifions le principe variationnel (4.21) 3 celui de moin-
dre action 6$ = 0 et considérons le groupe G de transforma-
tions laissant 1'action $ invariante. En notant que 1'équa-
tion (4.20) décrit 1'évolution de laz densité de probabiliteé
p(x) et des mbyennes correspondantes, il est raisonnable d'in-
terpréter les intégrales premidres, déduites de {4.21), comme
valeurs moyennes des observables -physiques. D'aprés le théo-

 réme de Nother, les intégrales premiéres s'écrivent sous la

forme :
4.22 <p,> = |d° CALD
(4. ) 77 X ;7

avec Ai les générateurs hermitiens. En particulier, pour les

. =
valeurs moyennes de 1'énergie <E> et de 1'impulsion <P> d'une
particule libre on a les expressions :

’ *" * -
(4.23) <E> = Jdax ¥ HYS P> = {dSX P (=i,
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"ce qui éclaircit le sens de 1'opérateur H.
. . >
Le calcul des valeurs moyennes de la position'X du centre
de masse ou d'une fonction‘arbitraire F(ﬁ) s'effectue en con-
formité avec 1'expression pour la densgité de probabflité
> >

plt, x) = (g, 0|*

> . Lo o * >
(4.24) <F(X)> = Jd3x p(t, x) F(x) = Jd3x ¥ F(x)U.

I1 y a aussi une classe de grandeurs physiques qui sont -
d'origine dynamique, c'est-d-dire qu'ils se révélent en pré-
sence d'un champ de force. Par exemple; en présence du champ
. . >

électromagnétique [E, B} la particule, en &tat Y, posséde les
‘moments électrique et magnétique définis comme suit

- Jdax v en/as L go

W

>
<>

. >
<>,

[i§

- [d3x G ot 2
) B=20
Par analogie on peut introduiré les moments multipolaires.

Or concluons qu'en vertu de la linéarité de 1'8quation
dfévolution (4.20) la valeur moyenne d'uncobservable physi~
que A s'écrit '

3. X7
(4.25) <A = Jd x VAV,
avec A un opérateur linfaire hermitien. Cec¢i donc confirme la
régle quantique & calculer les moyennes. En ce qui concerne
la déTgnstration de cette rdgie en représentation aléatoire
cf. (7).

Comparons maintenant (4.25) i la condition de stabilité
(3.14) en nous bor»ant pour la simplicit@ au cas ol le spec—
tre de 1'opérateur A ést discret et non dégénéré, i.e.

S(A) = {Ari; r=1,2 ... Alors dans un état stable on a_

¥ =¢ , ¢ _ étant une fonction propre de 1'opérateur A. Si
T P P

1'

Y

™m

tat ¥ est arbitraire, on peut prendre la décomposition

1]

Z C. L Alors (4.25) s'écrira :
r .
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(4:26) <a> =7 A lc |?,
r

ce qui permet d'interpréter lCrI2 comme probabilité de trou~

ver- la valeur de A égale a Ar (3%). Comme on sait, ce princi-

pe de décomposition spectrale est 1'un des postulats fonda-
mentaux Je la théorie quantique des mesures. D'aprés ce prin-
cipe, la valeur moyenne de f(A) s'écrit :

@an  <ew> =1 rople | = [ex v,
r .

~

ce qui s'accorde a la régle de J. Von Neumann : F(A) = £(A).

Tous les raisonnements précédents se généralisent facile-
ment au cas de n  particules. Dans ce cas il faut considérer
Tes champs réguliers qui correspondent 3 n particules et satis-
font aux équations de champ (2.2). Représentons ces champs sous
la forme : - ’

n
@38 - = ) 6@,
: o=]

o L. " L yes . .
avec ¢(')(x) désignant les solutions régulieres des &quations
' o : —
(B“au - M(¢)~] (b( ) 0; 0= 1,n,
' o

On suppose que le champ ¢( ) décrive la structure interne

de la O-iéme particule et qu'il soit pratiquement localisé
g : ax . : .

dans un volume Vg ). Considérons maintenant n domaines

() (o) > o R
Av >> ¥, de centres X et marquons les cas de passage

de nos particules & travers ces domaines. Supposons que
dans N expériences on ait indiqué AN cas ol chaque particule
se soit trouvée dans son domaine au temps t. Alors la densité
de probabilité pour que notre systéme de particules se trouve

-+ -+ -+
3 1'instant t au point ¢ = (X3, X, xn) de 1l'espace de
configuration s'écrira : _ .
n-
. : a
1im AN T avE?
N0 g=1

it

(4.29)  b(r, @) = lim py(t, q)
N0
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En utiligant le développement (4.28) pour le champ ¢(k) et
pour la grandeur conjuguée de champ ﬂ(k) qui décrivent notre

systéme en k—idme expériente, posons

() (4 ()
Oy ® = 2 Py Ty 0O = 2 T (i O

~et construisons la grandeur.auxiliaire

(4.30)  Y.(t. @) = (M) ~i/2 Z exp(i,) ® <so(")<a %)%,

N kel (k)
< @) = ,-1/2 (9 (G)
C = e -
‘ou Cte, w(k) 2 . \)0 (k) + 1V ﬂ(k) et Ek est défini
par (4.4). Alors a la limite N » o, compte tenu des condi-~

tions AV(O) >> Vgg)

s on est conduit 3 la formule (4.11) avec

-5
le changement x » ¢, la constante C dans (4.30) &tant choisie
comme suit : .

n
c= T {da
O=1
On voit donc que wN(t, q) appartient 3 1'espace aléatoire her—

(n)

2

X <WEU§(C, §G)>

3n
mitien ¥ =L,(R") Q)ZN. Tous les autres raisonnements

sont les m@mes que dans le cas n = 1,

Enumérons les hypoth&ses qui font la base de nos raison-
nements en section IV : '

1) Le mouvement des particules. est non relativiste, ce qui
permet d'utiliser 1'approximation quasxstatlonnalre pour Qﬁ(k) .

2) Le volume propre V, de 1la partlcule est petit par rapport

an domaine AV dctermlne par la précision de mesure des coor-

données, ce qui permet d'introduire 1'amplitude de probabi-
lité.

3} En négligeant 1'inégalité des covariances temporelles,

on considére les champs aldatoires T, et r, = Ky comme Equi-

valents, ce qui permet d'approximer 1' gquation d'évolution
du yecteur ¥ par une équation linéaire
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V - CONCLUSION.

En résumant, &bauchons les problémes dont la résolution est
nécessaire, -4 notre avis, pour le développement du schéma pro-
posé.

1) En suivant 1'analogie étroite entre 1'8quation de Hopf
en théorie statistique des champs et 1'&quation de Schriédin-
ger en théorie quantique des champs, i1l est rdationnel de cher-
cher les solutions stationnaires de 1'équation de Hopf.

2) S5i 1'on suppose que les fluctuations soient petites,
alors on peut approximer la fonctionnelle caractéristique par
une fonctionnelle gaussienne. Dans ce cas 1'équation de Hopf

‘se réduit au systéme d'équations pour le champ moyen u{x) et

pour la matrice de corrélation <v(xl)v(x2)>.

3) Notons que le caractére universel de la constante ha
dans (3.11) sera assuré si une des grandeurs physiques Ai est

fixée (ou quantifife). Cette possibilité peut etre rdalisce
dans les théories spéciales des champs non linéaires (par
exemple, si la grandeur A est d'origine topologlque Hy.

§'il s'agit de la charge electrlquc Q = A;, on peut la quanti-
fier en choisissant la densité lagrangienne ‘Cem du champ

électromagnétique sous la forme spéciale non analytigue au
point Au = 0 (**). Ex particulier, on peut choisir
1

_ 1 ‘ ﬂ/— Mg
£em =7 e {1 + g cos ( A A lF UV‘

“1/zyy )

avec e la charge de 1'électron, g = Cte.

4) 11 faut éclaircir la structure du processus aléatoire

~ z(x) déterminant l'application vt ¥+ ¥. En posant

z(x) = lim z (A), avec Y (x) = 11m z (X)W(X) et w(x) =
N-reo N-rc0
= 11m‘<z*(y)q (x) > on trouve formellement que
N0
z (X) W x) ﬁﬂx)/pN(h) Ca signifie que la structure de
Z(k) est déterminée pa. celle de P _(x) et doit s Yaccorder &

la condition AV >> V,
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