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Résumé : Dans le présent article, nous proposons un nouveau
modéle d'équation non lindaire de Klein-Gordon fournigsant des
solutions exactes du type particule. On montre que pour le modéle
proposé, certaines quantités physiques comme la charge et 1'éner-
gie de la particule reprégsentée par la solution réguliére peu-
vent &tre aisément calculées.

Dans la seconde partie de l'article, nous étudions le pro-
bléme inverse, c'est-d-dire le maniement de la non linéarité,
pour une solution réguliére exacte donnée, & l'aide d'un ordina-
teur.

1. La premidre tentative d'écrire une théorie systématique
du champ non linéaire a &té entreprise par Mie (1) en 1912. Dans
ce travail, Mie essayait de formuler une &lectrodynamique non li-
néaire en vue d'obtenir une valeur finie pour 1'énergie de 1'élec-
tron. Le développement ultérieur d'une formulation invariante de
jauge pour cette théorie est 1ié aux travaux de Max Born (2) et
de Born et Infeld (3). Ces travaux fondamentaux attirérent 1'at-

" tention des scientifiques sur ce nouveau domaine (Y¥-16-24y
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De nos jours, 1'intér@t pour une théorie du champ non liné-
aire s'est accru en rapport avec les travaux expérimentaux sur
la structure interne et les propriétés des particules &lémentai-
res. Tous. les modéles en théorie des particules &lémentaires
basés sur la théorie du chdmp non lindaire portent sur des solu—
tions du type particule. Dans cette approche, les solutions ré-
guli€res sont supposées représenter des particules &lémentaires
et contenir certaines informations sur leur structure interne.

2. Dans une premidre tentative de cette sorte, 1'équation
de Klein-Gordon

Oy -vy=0 @.1n
a été généralisée au cas non lindaire
Oy - v = —f(ywk).y (2.2)

ol f(¥¥*) est une fonction de |¥]2, et des solutions réguliéres
ont &té obtenues (17), Quand on se donne la fonctipn non lindai-
re f(¥¥*) en (2.2), on trouve des solutions régulidres de 1la
forme :

¥Y(R,t) = ¢(R) exp{-iwt} - (2.3)
oli-la fonction #(R) satisfait aux conditions aux limites
®(0) = %, ¢'(0) = 0, ¥(=) =0 2.4)

Ensuite, on &crit 1'équation de la fonction ¢ sous forme adimen-
sionnelle :

2
%;+% %‘;: P(8).9 2.5)
oft P(8) = 1-F(#2), r = V1-02.R, F(82) = £(82) (1-u2)" .

Dans (18), on considére un modéle avec linérisation par~
tielle de 1'équation (2.2). La fonction F(%2) est choisie sous
la forme de la fonction de Heavyside 0($2-a) qui est &gale i 1
si 82 232 et 0 si 92 < a. I1 s'ensuit que 1'Equation (2.2) se
sépare en deux éguations linéaires correspondant aux deux domai-
nes, 32 > a et ¢? < a. Pour chaque domaine, on trouve une solu-
tion satisfaisant 4 la condition de raccordement.

Ici, nous proposons un nouveau modéle‘pour Ijéquation non
lindaire de Klein-Gordon, donnant une solution exacte du type
particule pour (2.2).
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Soit : e

2y ° P ¥ <a
F@%) = lxzn(mz) , 92 >4 (2.6)

oli A > 0 est une constante et & #=a_!

On écrit alors, dans le domaine ¢2 < a, 1l'équation (2.2) a
1'aide de 1'équation (2.3), ce qui donme : k

% 2 ds .
Frz Frl o(r) = 0 (2.7)

qui a pour solution :
1(r) = A ex2£~r} Ay exg{r} .

La condition 2 1'infini domme A = 0, de sorte que
23(r) = Ay 532%251. (2.8)

Pour le domaine 92 2 a, on obtient 1'équation suivante pour la
fonction ¢(r) : :

d2¢ 2 go 2
a?*?ﬁ?[] X tn(ed?)] .o = 0 (2.9)

et on a la soluéion exacte : ,
95(r) = A3 exp{-Br?}

(2.10)
. 68+1-2Rna
si A = 2B, A3 = exp{féé%gzg—g— et o > 0.
Ces deux solutions obtenues dans des domaines différents

formeront 1a solution de (2.2) si elles satisfont aux conditions
de raccordement, c'est-a-dire 1'égalité des fonctions et de leurs
dérivées premi&res pour une certaine valeur de r. Dans notre mo-
déle, les conditions de raccordement sont satisfaites pour :

_ I3 1aencan !y 12 2n(aa”!y-1
A

lzn(aa_])~2]2

Ainsi, 1'équation (2.2) avec la fonction non linéaire F(92) de
la forme (2.6) a-t-elle une solution exacte du type particule
pour chaque valeur du paramétre A.
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F(¢)2 D(rf

Graphe de la fonction non lindaire Graphe de la solution

On calcule maintenant les valeurs de la charge et de 1'éner-
gie de la "particule" représentée par notre solution réguliédre.

La charge Q est donnée par la formule :

. . ay ayk
jo étant la 0-iéme composante du quadri-vecteur densité de
courant. En coordonnées sphériques :

g 3At1-Mna _, , © 3+1-Afno -
Q=8ﬂm[r2e X dr+Je X T dr(2.13)
Lo -3/2 "
Pour A = 2, a = ¢ le calcul numérique donne :
Q = 4925 w (2.14)

L'énergie de la particule est donnée par E = J 100 dv, oti, dans
notre modéle :

100 = (ve)2 + [ (w2 + 1) - (A ~ ALno) + . Agno2] 02 (2.15)
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Ainsi

o 3+ 1-2no - g2
E = 4w I r2(w2+2x+2)e A dr
]
® 3A+1-24na
+ f .{(w2+2)+ Z-+ JYJ e i Ar dr
r r
To
pour A = 2, a = e—3/2, on’obtient
E & 0.44 Quw + 13241 (2.16)

3. Souvent, quand F($2) est donné, il est difficile d'ob-
tenir analytiquement la solution réguliére de (2.2) cherchée. Les
solutions r&guli&res sont alors trouvées numériquement & 1'aide
d'un ordinateur (!7). Les calculs numériques deviennent compliqués
si on désire &tudier le comportement d'un systéme de particules
élémentaires. L'analyse de tels problémes eut &té plus facile si
nous avious une équation de champ non linéaire avec des solutions
exactes du type particule, C'est pourquoi nous considérerons main—
tenant le probléme inverse, c'est-d-dire le maniement de la fonc-
tion P(®) pour des solutions réguliéres données, &tude effectude
par les auteurs en collaboration avec Nisichenko (20).

Supposons que le probléme :

da%¢ . 2 4o R _ . _
—EZ+; Frd P(3).9 ; 9(0) = by, ®'(0) = 0 (3.1)

posséde une solution f(r) pour un P(®) fixé mais non encore connu,
f(r) &tant une fonction &lémentaire. Alors (3.1) donne :

£ Zf'
r

P(f) = = R(r), | 3.2)

f
Si 1a solution de 1'équation £ = £(r) est, par rapport 3 r,
une fonction élémentaire pour r €(0,2), on peut trouver la forme
concréte de P(?) donnant la solution du probléme (3.1) comme une
fonction domnée f = f£(r). Si r(f) est telle que f£(r(f)) = £,
P(f) est donné par P(f) = R(x(f)).
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Habituellement, 1'équation £ = £(r) n'a pas de solution ap-
partenant 3 la classe des fonctions &lémentaires. Dans ce cas,
la fonction s'exprime paramétriquement :

P(£(r)):= R(r) (3.3)
ol f(r) et R(r) sont des fonctions de r données.

De 13, si f(r) est une fonction de r univaluée et bornée et
si £'(0) = 0, la fonction P(f(r)) peut &tre obtenue par (3.2),
par exemple sous la forme d'une table (obtenue par ordimateur)
et approchée par un polynome en f :
N :
P(F) =L C, £ + e (r), r €(0,2) (3.4)
i=0 * N

oli € (r) est l'erreur d'approximation. Il est clair que pour des

fonc§ions particuligres f(r) et pour des grandes valeurs de N
cette erreur peut 8tre minimisée pour r €(0,%) quelconque.

Mais la question de savoir si la solution du probléme
‘N .
gf_= roc, ¢1’ ¢(0) = &, @'(0) =0
T s 1

ija
Al R
©
+
AL

coincidera ou non avec f(r) reste ouverte et nécessite une analy-
se plus poussée.
Soit
B = Al , (3.5)
A partir de (3.2), nous obtenons

R(r) = 541 +4r3-5r-9 3.6)
(£2+1)2(r+1)

La fonction (3.5) pour r + = a une asymptote qui correspond 3
1'équation linaire de Klein-Gordon. L'approximation de (3.6)
montre que pour A ¥ 10° le polynome (3.4) est limité et converge
rapidement pour r arbitraire. Ainsi A ® 102 est-il préférable.
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Maintenant supposons que
1
Hr) = ——— 3.7)
(rnfa)m

oim>0, n>1 et as 0. Dans ce cas, nous trouvons

2 -1 1.1 nm2
P(2) = mnd"|a(mt1) (¢ M-a)-(a-1)¢ (¢ M™a) " | - (@.8)
Pour n = 2, on obtient 1'équation
) m+1 ’ . mt2
d<¢ 2 d¢ e M m
Pl el 2m(2m-1)® © - Aami(m+1)d (3.9)

ce qui conduit & 1'équation bien connue d'Emden pour
I Y
m= (<)

d% 2 do __ 5
Szt o3 ae _.(3.10)

Ainsi, nous avens obtenu une &quation approchée non 1i-
néaire de Klein-Gordon et une équation généralisée d'Emden avec
des solutions réguligres (3.5) et (3.7) respectivement. Nous
avons aussi écrit un programme numérique pour le calcul de la
non-lin&arité de (2.2) pour les solutions réguliéres donmnées.

4. Pratiquement, on est confrontd 3 des problémes pour les—
quels la non-linéarité est négligeable pour les faibles valeurs
des amplitudes et augmente quand celles-ci augmentent. Le modéle
que nous proposons présente le méme comportement et conduit i une
solution régulidre exacte. A 1'aide de ce modéle, il est aisé
d'étudier certains problémes comme la stabilité de solutions ré—
guliéres d'équations de champ non linéaires, 1'interaction des
particules, etc.
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Note ajoutée & la correction des épreuves

Dans la référence (2%), un moddle semblahle au ndtre a &té dtu-
di&, avec cette différence que la fonction non linéaire f(lle) y
est prise sous la forme du logarithme de ]W[z. Notons que dans ce
cas, on n'obtient pas 1'&quation de Klein~Gordon sous la forme
(2.1) pour les faibles intensités du champ ; on obtient en réalité :

Oy ~@+&y=0 (5 > 0)
car 1a fonction log]WIz.W tend vers zéro linéairement. Par consé-
quent (“") ne satisfait pas i la condition évidente que, pour V¥

petit, on obtienne 1'équation de Klein-Gordon, tandis que cette
condition est automatiquement satisfaite dans notre cas.
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