EXTRAIT DU LIVRE DE M, LOUIS DE BROGLIE :

UNE INTERPRETATION CAUSALE
ET NON LINEAIRE DE LA
MECANTQUE ONDULATOIRE
(Gauthier-Villars, 1956)

_LES TRAINS DY
ET LA REDUCTION DU PAQUET
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1. Difficulté provenant de l’étalement spofnjtané des trains d’ondes.
— Une onde pla:ne monochromatique est une absiraction : on a toujours
expérimentalement aflaire & des trains ®ondes limites dans Pespace
dont la durée de passage en un point est limi_u’l;e dans le temps. Mais on
a souvenl-aflaire & un train d’ondes qui, daus toule sa partic centrale
sauf toul pres des bords, est assimilable & une onde. plane monochro-
matique comme ¢’est le cas pour les trains d'ondes utilisis en oplique.

Un tel train d’ondes est représentable par un « groupe d'ondes », c’est-
a-dire par une superposition d'oundes planes monochromatiques de
longueurs d’onde et de directions de propugation tres voisines, Or, un
groupe d’ondes ainsi constitu¢ a une tendance spoutande & s'¢laler dans
Iespace. ’ '

Pour le voir, Taissons de colé Ja représentation des dimensions trans-
versales du groupe d’ondes par une superposition d’ondes plaries de
dircctions de propagation différentes, un pg’-fu inclinées les unes sur les
autres, et, pour représenter la longueur finie du groupe d’ondes dans le

sens - de la propagation, écrivons simplement
: P'(-“‘A!’f i

0 Cw= [ ey, avee e L

. Po At b
La fvéquence v est une ceriaine fonction de p définie par Péquation de
propagation supposée lindaire a laquelle W obéit et cette relation
entre ¥ el p correspond & la relation dynamique entre énergie et quan-
tité de mouvement. Posons p == py+ 10, vy= v(po) et éerivons le déve-
loppement de Taylor de v(p) : :
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est lindaire. Chaque composante m(mochmnmliqme s vitesse ¢
correspondzu}t A la valear de p qnila spécific. Sanf dans le cas du corpus~
cule de masse propre nulle ou v est fonetion lincaive de s los vitesses o
sont Ies unes plus grandes; Ies autres plus petites que v, les dillérences
¢tant tros faibles. Il en rasulie qu’a Ia longue

, cerlaines compaosiues
prendront de Pavance par rapport

A T composante centrale de fré-
quence vy tandis que d’autres prendront du retard. I’od Udtalement du
groupe d’ondes qui, pour ainsi dire, se désorganise lentement ¢n pro-
gressant. Cette désorganisation, accompagnée d’étalement dans I'espace,
est intimement liée au caractére lndajre de Péquation de propag

ation.
Nous pouvons encore retrouver d’une aualre mzmi«‘,-re,

(ui nous servira
plus loin, cet étalement des groupes d'ondes. Pour cela, éerivons Péqua-
tion de Jacobi généralisée (J) corréspondant a Féquation lindaire de
propagation de la Mécanique ondulatoire relativiste ,

2 3
(6) g L (I)jp> —(grads)?— mic?= 7’% He,
. 4 y 4w a

Pour que le groupe d’ondes sans déformation

— g " oo
' — FF (Y fem i viy mgce?
(7) Y =F(oot — x) erilVot W), avec S 2= AT

he

: . . SN L . Fo .
sott wne solution rigoureuse de (6), il faudraii que E: -== 0. Or ceci

ne peutl ére réalisé, pour une forme de F représentant un groupe
d’ondes de dimensions finies, que si ¢y est dgale a e, cest-a-dire dans o
cas des particnles de masse propre nulle. Done, pour une particule de
masse propre non nulle, le gronpe d'ondes sans déformation n’est pas
solution de Péquation lingaire des ondes. Notons (que pour un groupe
d'ondes avant la forme de la figure 13, ¢’est aux limites, la on I varie
bi'usquxmlmnl, que Péquation OF = o ne sera pas satisfaile.

Vorel maintenant la difliculic qui se présente quand on compare ces

résultats avee les conceplions introduiles au chapiire précédent. Siun

corpuscule est associé & un groupe dondes planes monochromatiques, |
nous devrions, semble-t-il, admetire que son onde u est trés sensi-
blement représentée, en dehors de la région singuliere, par Pexpression

(8) u:zto+r=u0+(‘,f...,

o .C est une constante a valeur objectivement détermindée el ou f e



Tourl i reprosente le groupe d'ondes. Malheu-
est Pintégrale de Fourier qui represente le groupe d'o (d" tl -
{is: ‘ . £ Ydlondes s

reasement, an bout d’un temps suffisamment long, le groupe d'o

sora dtalé, disséminé : Vonde régulitre ¢ tendra done vers zére en tout
RS o e s T rermes jinasé
et w se réduira @ sa partie singulitre v,. En termes imagés, on

yotnl
; « perdre son onde » et celle

peut dire que le corpuscule finira par o catte
conclusion parait physiquement peu accepx.able'. ,n"sqmm(l:’, xd. g

Iintroduction de Phypothese « corpuscule—régfon singulitre de . onde e »
(ui permet & li théorie de la double solution de .cc?nls,e;\.ext'un ;:lr:z
objectif a la notion de corpuscule, nous. retrouvons ici objec 10{1. e
nagutre & l'interprétation de la Mécanique opflulatmre prop(:ls’ec dP(.
M. Schrodinger qui assimilait les corpuscules & des groupes d’ondes.

{ In{ ~J

Fig. 13.
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9. La non-linéarité de 1'équation des ondes pourrait p

: —- Pour lever cette difficulté
giner des groupes d’ondes sans étalement. Pour le

d’apparence grave, on peut se demand

i i S ' i ne
d’imaginer des groupes d’ondes w qui s
(que ceci ne pourrs
ondes 1 et de celle d
premidre. v
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Pour

o inculitre istenl néanmoins pariount et
dehors de la région singulitre, cxntﬂc'x L né 5 I rout ¢
-wient redevenir importants aux limites des trains d’ondes.

connaitie exactement la forme

inf 2 : lingaires. 1l parait
avaluer exactement linfluence des termes non né: 1 "
~ CW pour 7> r, donne u
d W est une superpo-
tinu (comme

possible de concevoir que la relation u
représentation exacte de w dans ce domaine quand W
sition de fonctions propres appartenant i un spectre discon
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er s'il ne serail pas possible
s'etaleraient pas. 1 est évident
1it provenir que de la différence de l’f’rquat"io’n des
os ondes ¥, c'est-a-dire de la non-linéarité dela

,( o 1 4 0 H
d que, comme nous Pavons souligné a la fin du

. e . o
poser u ~ G en dehors de la région singulidre est
ion puisque, I'équation des ondes u

« extérieure » de u, il faudrait pouvoir

c’élait le cas dans les excmples du chapitre précédent) tandis qu’elle
pourrait donner une représentation erronde, da moins dans certaines
régions, quand ¥ est une intégrale de Fourier représentant un groupe
‘d’ondes. ,

in d’autres termes, landis que dans le cas.d'un systéme quantifié i
spectre discontinu, la partic extéricure de londe « pourrail éire repré-
sentée tres sensiblement par «w ~ CW (ce qui conserverait nolre inter-
prélation»’du succts du calenl des valeurs propres par la mdéthode
usuelle), au contraire dans le cas d’un spectre continu et d’'un groupe
d’ondes W, la partie extéricure de londe u ne serait pas bien représentée
partout par Vintégrale de Fourier correspondante’ Cependant, dans la
partie centrale du gronfn: d’ondes, 1i ot P'on ne se trouve pas au voisi-
nage immédiat des bords, In partic extérieure de Ponde 1 deveait hien
coincider trés sensiblement avee Ia fonction « onde’ plane monochroma-
tique », car ceci esl ndécessaire pour conscrver Pinterprétation des
phénomines d’interférences (genve trous ,d’Ynung) (UC nous avons
obtenue dans le dernier chapitre. Ce serait done awz limites des trains
d’ondcs.que Ponde « pourrait n’é1re pas bien représentée par Pinteé-
grale de Fourier. ' : -

Continuons a approfondir ces idées. Tout d’ahord, Pexistence des
fermes non linaires prépondérants dans la région singulicre doit avoir
pour ¢ffet de « souder » ensemble les deux fonctions que nous avons
appelées « partie singulicre w, » et « partie régulicre ¢ » de P'onde 1.
Cette sondure devrait avoir pour elfet de rendre Ponde ¢ solidaive de la
région singulicre et de Pempecher de se disséminer loin d'elle. Nous

_retrouvons encore ici la remarque d’Einstein suivant laquelle des termes

non lindaires ont pour eflet de rendre solidaires une solution régulicre
et une solution siknyguli(‘:rc des ¢quations du champ qui seraient indépcu—
dantes st ces ¢quations d¢taient lincaires partout. Il semble donc bien
que Pintervention des termes non lindaives dans la région singuliére
pourrait avoir pour effet que ¢ ne soit pas exaclement représenté par une
intégrale de Fourier dans le cas du groupe d’ondes puisque celte repré-
sentation implique Uindépendance des composantes. monochromatiques:
du groupe d’ondes et, par suite, P'étalement de celui-c1 au cours du
temps. Mais il faul regarder de pros ce qui peut se passer aux limites
des trains d’ondes pour empécher cet étalement.

Nous avons déja noté que les termes non lincaires de Péquation en u,
négligeables dans le corps de la région extéricure du train d*oudes,
peavent redevenir importants sur ses limites. (Yest 1 une circonstance
qui peut intervenir pour nous permettre de concevoir «des groupes
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d’ondes sans ¢étalement (). - Pour voir qu’il en est bien ast, écrivons

. R T e
’('qualion de Jacobi géndralis¢e pour I'onde « correspondant i Péqua
tion non lindaire (en Vabsence de champ) sous la forme

h? Ju du S Jdu

z\?2 2 D/ ‘ g Ll g e g ---)
3 cla(",)ﬁ\) —(gradg)y —miet= r5 =2+ N G G G )

‘

oft N est une expression non lindaire dépendant de w et de ses dcn\"ecs
qui est sensiblement négligeable en dehors de la région singulitre
sauf peut-etre au bord des trains d’ondes. Posons, cn dehors de la

région singuliere,

; iy o t) = F IR g —10g )
(9) w(ing) = F(0af — ) @' Fini=tat) = T () g?FA%/—1a,
avec
2 o
1‘2-; —ul= m,"; et = gt — &
c ' 2

{ ¢ 5 ’ shromatiques sans
Celle forme de w représente un groupe d’ondes monochromatiques sa
déformation. Elle sera unc solution de I'équation J si

B OF N (v 2 LY
) g == N e PG T T T )

(V) T et intéressant de remarquer quiane circonstinee de ee genre est généralement
B ) 4 a1 . ! Jaaty 3 o 16 g M
meéconnue dans la théorie de la propagation des petites perturbations grnifiques en
. . l i ortdits .7 2 A€ suiv. ).
Relativité généralisée (voir vox Lave. Die Jtedativitdtstheorie, to 20 p.1gi el suiv.)
‘ ) . . KT T s i sor
Lans celle théorie, on admet que, dans une petite perturbation gravilique, I¢ :l[,.k sonl
{ ) u les 2{30s jes saleurs galiléennes constantes des ga et
Jde T forme g g - vk ot les 2420 sont es vadeurs athil &
ensuite pour les g les relations: Rip== o valables hors de la matitre. Dans l«.',\puss!;‘u}
A ) ) ’ e i '
. . ’ . g ]
i its o 5 s classiques alivité générale I'fp == 7 .
des R, figureat des produits des grandeurs classiques en Relativité g 4 =g
v
‘ ‘ o O N
i ! i a Paide des giooe aurs dérivées =D On considére
qui, clles-mémes, sexpriment & Vaide des gis ot de leurs déri s

babitueHement ces  dérivées conumne des infiniment petits da premier ordre ct Fon
néglige les produits des Tip comme dtant des inﬁi‘\iuu.‘ut p«;lits‘du .\'l.‘«‘uml.‘o'rdrc.“L(‘:s
équations non linéaires Ra== 0 sc rédui<ent alors tres :1ppmxlmnh\'.r:mvn( favee un ¢ HIIX‘
convenable des coordonnées j aux équations linéaires [y == o et Fon vu.«'um:hxt que les
tres petites perturbations gravifiques sc propagent ll.:ln:\,' h‘: vide avee da \x.le’ss'«,- (} icn

Mais, comme M. Chazy V'a d’ailleurs souligné (’I/u'o{’m de la; Relativité, -mlmvl
Villars, t, T, 1928, p. 148}, il ne suffit pas dans cette démonstration de suppuoser les vie

. ik lérivées peuy
: ooy . Ne ites les derivées —-2=. Or ces dérivées peuvent
trés petits, il faul aussi supposer trés petites les deévivées e Or ces d¢ oS |

deveniv tres geandes dans des régions étroites. de Pespace-Lemps cr)rrf:slfnnfl;\nl aux
bords des trains d'ondes si, dans ces régions, les vix tombent ln-nlalcu}xcn‘t B 7.?-1*0. :):ms
de telles régions, Péquation linéaive [Jvu == o nest plus ‘vulubl(': el (on.t cltbx'c‘xcmp ,d:e(f
par une équation non linéaire, Donc, méme pour les tres petites pm.t‘ul a‘t’m:lls‘gg avi
fiques, il pent y avoir des phénoméuef: non linéaires sur le hord des trains d’ondes.
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0 cant considérées comme des infiniment petits du premier ordre. On éerit

501l
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Si N était partout négligeable, il faudrait avoir soit fe==c, ce qui
n’est possible que pour des particules de masse propre nulle, soit % =0,
ce qui ne peut donner une forme acceptable (limitée aux deas extré-
mités) pour le groupe d'ondes, Mais, en tenant compte des termes non
linéaires, on voit apparaitre Ia possibilité de solutions de "équation (J)
qui représenteraient des trains d’ondes limites sans déformation. Iin
partic.ulier, un groupe d’ondes ayant Ia forme représeniée sur la ficure 13
pourrail exister en raison de Pintervention des termes N sur les bords
des trains d’ondes ot les derivées de I seraient grandes.

Il faut remarquer en passant que I doit aussi satisfaire a I'équation
de continuité (G) qui est ici du type

\ M2 JF? AF eV
C D2 OB dE E N
() a T et N (v o, URENEN > *

ou N'représente des lerines non linéaires nconnus provenant de 'équa-
tion de propagation de w. La fonction I élant seulement fonction
de 0=yt —x, la somme des deux premiers termes de (G)'sera nulle
et il restera '
. ' dF  d?F

12 ‘ N{ve, ue, F, =, Z i, . =0,
(12) <°"°- Ty de? :
ce qui impose & F une condition (ui devra étre compatible avec (11),
cest-i-dire qu'il devra exister une fonction F(0) satisfaisant a la fois
a(1o)eta(11).

Il est aisé de se représenter d’une fagon intuitive la possibilité de ces

solutions représentant des groupes d’ondes sans déformation. Ecrivons

Péquation des ondes « sous sa forme non lindaire et en 'absence de
champ, mais en nous bornant a Papproximation non relativiste.

h ‘()u A
(13) e ;}Z=-—m.’ku+N(lt,...)..

La ob les termes non lindaires N sont importants, tout se piisse
comme Wil existait, malgré Pabsence de tout champ, une sorte de
« barriere de potenticl » representée par les termes N, barriere qui
s'oppose i Pexpansion du train d’ondes. Mais cette barviere de
potentiel n’est pas imposée par une action extéricure; elle est créce par
la variation brusque de Tonde u clle-inéme sur les bords du train



d’ondes. En imu;iu:mi des formes sihlp]cs par les termes N (dont la
forme exacle est inconnue), on peut se rendre compte que de telles
solutions sans éialement doivent bien exister (1).

Néanwmoins, on peut se demander si Pintroduction de groupes d’qndes
sans ctalement du type envisagé ci-dessus est compatible avec les rela-
tions d’incertitude-d’Heisenherg qui sont intimement relices a la repré-
sentation des trains d'ondes par une intégrale de Fourier. Il ne semble
pas quiil y ait de ce coté une difficulté aussi grande qu’on pourrait le
penser lout d’abord. En cffet, le groupe d’ondes sans cGtalement est
veprésenté par Pexpression (9) avec

vp= (i)l')o: ('—)(—)%)0 et W=c Jm—gf

oy

2m

. N\
("_\.i -L_ p? a I'approximation newlonicnne). Or, 4 un instant donné, on
AY
peut toujours développer I'amplitude F en intégrale de Fourier de la

forme

(14) ' F=j c(n) 6270 dlr,
de sorte que Fon peut derire en posant p == o -+ 7.

) u(.U-o)=f0(n)e’“"‘”‘"1*”"' da,  mvec v =vo+ ¢o(it — o)

A un instant donné, on peut donc en conclure, en appliquant le raison-
nement habituel, que, si le train d'ondes u a la longueur Az, linter-
valle Ap des valeurs de p = A intervenant dans Iintégrale satisfera a
I'inégalité ‘

(16) , © ArAp ik

On retrouve don¢ ainsi les relations d’Heisenberg relatives aux variables
d’espace. .

Retrouvera-t-on aussi la quatriéme relation d’incertitude d’'Heisenberg
relative a la variable de temps? Ce qui pourrait au premier abord en
faire douter, ¢’est que le temps intervient différemment dans VPexpres-
sion (15) de w(p,) et dans Pexpression usuclle du groupe d’ondes
lingaires dont la forme mathématique est la méme, mais ot

(17) v 1 )b = 2 ( 24
7 = V¥ Pl — L -t = 0o “aae
7] o wo(it — o)+ 2| 555 ) (0 1*0)

(1) La théorie de ces groupes d’ondes sans déformation est & comparer avec celle des
oudes solitaives » en Hydrodynamique qui présente avec elle une certaine analogie.
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Clest en somme en ¢liminant, grice @ la non-linéarité de I'équation
en 1, lous les termes du développement (17) a partir du troisidme,

] ~ g L)
- ¢'esl-i-dire en nous bornant a poser v = vo—+ ¢, (1 — o) (Jue nous avons

¢vité étalement du train d’ondes. Or, en tenant compte de la relation
entre W et p, on voit que la formule (17) s'éenit

(18)

Comme dans un groupe d'onde A est toujours heaucoup plus petit
que py, on voit que la parenthese du second membre est sensiblement
égaled . Quant aux termes non éerits, ils sont négligeables devant ¢od p
(et méme exactement nuls & Papproximation newtonienne). Done,
malgré les modifications que nous avons introduites dans Pexpression
de v en fonction de p.— po en pusszinl du groupe d’ondes avee élalement
au groupe d’ondes sans ¢talement, nous avons toujours le droit de poser

(19) AWaregdp

et, comme la durée A¢ du passage d’un groupe d’ondes en nn point de
Pespace est évidemment donnée par '

(20) At = A_‘f,

0
on a encore, en tenant comple de (16),
(21) : AWAL=ApAxr b

C’est bien Ia la quatritme relation d’incertitude d’'Heisenberg avec
son interprétation usuclle. ’ '

Lanalyse que nous venons de fuire est.d’ailleurs trés instructive en
ce (lui concerne le passage du groupe d'ondes usuel au groupe dondes
sans déformation. On pourrait objecter i ce passage qu’en supprimant
dans la formule (18) tous les termes du seccoud membre a partiv du
second, nous modifions la relation entre Pénergie et Ja quantité de
mouvement d'une maniére qui lai enleve son caractére de covariance
relativiste. A ceute objection, il nons semble que I'on peut faire la
réponse suivanie : la covariance relativiste de la relation entre énergie
et quantité de mouvement est définie dans le cadre de la Relativité
resireinte; or, en introduisant des termes non lindaires qui sont du
type Relativité géndralisée, nous sommes cn réalité sortis du cadre de

la Relativité restreinte.
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vassons maintenant du cas des :_:'mu]ius. Fondes an vas des trains
donde ot Ap nest pas 1ris petit devant pa. Dans la théorie usnelle de
la 1‘(*1)1‘(?5L-lxlnlion, par des intégrales de Fourier, des trains d'ondes do
1o Mécanique ondulaloire. on est amend & introduire la notion de diflé-
renticlles propres ot i remplacer  imtéy wale de Fourier par une
somme de différenticlles propres (). Comme 'a remarqué noltamment
Sommerleld, le sens physiquu de la notion de différenticlle propre est
de représeunter un groupe JPondes de dimensions finies en évitand ainsi
Lintroduire Ponde plane monochromalique qui est ane abstraction ct
qui d'ailleurs n'est pas novmable : en remplacant Pintégrale de Fourier
par une sonine de différenticlles propres, -on pxl)rimn done que les
trains dCondes sont formes par la sup(*rpnsilitm non pas d’ondes planes
monochromatiques, mais de groupes d'ondes limitées. Au point de vue
nouyéau- auquel nous nous plu(;m\é ici en introduisant la non-lindarité
ot los groupes d'ondes sans élalement, il parait naturel de definir les
trains d'ondes par une superposition de groupes d'ondes suns clalement
du type (9)- ost-i-dire de représenter un train d'ondes par le déselop-.
pement )

o
() u =}_‘r:( ) 1620 ),

Lo

. . ) .

la somme ‘\_ élant étendue i une suite de valeurs, géndralement extre-
' tho '

mement voisines, de po. Siles hords des groupes (Fondes sonl treés

abrupts, on peut consideérer les fonctions w{1g) comme sensihblement
orthogonales entre clles. 1L semble done. sous réserve dune étude plus
rigourense, que Fon puisse appliquer an développement (22) les raison-
nements habituellement faits sor fes sonnmes de différentielles propres
el retrouver encore ici les relations dincertitude dHeisenberg.

3. Affaiblissement de la liaison jusqu'ici admise entre onde « et
onde 1'. — Nous avons ¢nonce pricedemment le theoreme d'existence
qui. an début de mes recherches surla double solution, me lml';li.\‘ﬁi:‘:l
nécessaire pour la justifier. Je Lo formulais alors ainsi @ A toute onde U
considérée par la Mocanique andulatoire usuelle doit currcspnmll'l?
wne onde w de mcénie phase. Nous soinmes maintenant en Glat de
eritiquer cet ¢noncé cl de lui donner unce forme plus nuancée.

Remarquons d’abord qu'il n’est pas logique de partir de Ponde W

(1) Fair par exemple L. pE BROGLUE, Théorie générale des pm‘liru[e.\' o spin. 2* édl,
Gauthier-Villars,, 1953, chap. T, §4. :
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