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Résumé :
La premiére partie est consacrée ¢ la Dynamique classique. Nous
montrons que les idées de Louts de Broglie qui sont & Liorigine
de la Mécanique Ondulatoirve jettent une vive lumiére sur les
théories de Hamilton et Jacobi. Ces théories reposent sur un
principe de conservation du temps. Par contre ce pringipe est
en défaut dans 1'équation d'ondes relativiste.

"Travail expos& devant le SBminaire de la Fondation Louis de
Broglie le 6 Mars 1978"
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1. Introduction.

Le raisonnement éér lequel Louls de Broglie introduit la
Méoanique ondulateire s'appuie sur deux remargues :

1¢) Une particule de masse propre o, contenant au repos

1'énergie interne m-cz; est assimilable & une petite horloge de

o}

fréquence propre VY, = mooz/h (¢, vitesse de la lumiére, h, cons-~

tante de Planck),

22) Ctest cette petite horloge qui sert & définir le temps
en tous les points du systéme de référence propre du eorpuscule,
ce que l'on peut comprendre en imaginant une infinité de petites

horloges disposées en tous les points du systime propre du corpu-

scule, synchronisées entre elles et avec l'horloge étalon, et
possddant la période T, = 1/”\)o

L*association d*une onde A& tout corpuscule apparait:aloia
comme une conséquence directe de la transformation de Lorentz.

Ce raisonnement présente un double intérét. Conme 1'a
montré Louis de Broglie il fait voir sous un jour particulid- -
rement clair les liens onde-corpuscule. Mais ce que l'on peut
aussi remarguer c'est gqufil permet d'&pprofondir les lois de la
dynamique classigue et d'en discuter les limites. Dans cet ordre
d'idées, notre propos sera de situer le raisonnement de Louis de
Broglie par rapport aux théories de Hamilton et Jacobi, préci-
sant au passage ses liens aveec la plus récente théorie de 1la
programmation dynamique, puis d'en proposer une extension en
vue de justifier par des arguments rationnels 1'équation d'ondes
relativiste généralement appelée équation de Klein-Gordon.
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Nous rappellerons d'abord, sous une forme légérement
modifide, le raisonnement de Louis de Broglie de 1923.

2. Le point de départ de la Mécanique ondulatoire,

Considérons un corpuscule de masse propre Mo, animé diun
mouvement rectiligne et uniforme de vitesse v = (vl’VE’VB) dans
le systéme de référence gallléen dfun obscrvatsur A4, observateur
gqut emplole un temps t et des coordonndes rectaugulaires X%, % 3
Soit un observateuwr B, 114 au corpuscule, dont ls systéms dﬂ
réfdérance galilden a ses aXxes paralldles & ceux du systéme ds
référence dg A &t pour vitesss de translation v dans ce systime.
Dans son repére B emploie un temps t! et des coordonndes xiyxé,z§.

Les aspaces-temps respectifs R4 et Bi de A et B sont les

ensembles de points (xl,xz,xj,t) et (xigxé,xg,t‘), Nous suppo-
serons gu'ils ont pour origine commune le point O, et nous défi-
nirons une famille d'isochroneg dang chacun d'eux,

¢ étant une constante rdelle arbitraire, nous appellerons
isochrone S{€¢) le plan formé par 1l'enseuble des points
(x,, 2,13, t=C) de R,, et isochrone S5'(C) ls plan formé par

l'ensemble des points (xl, 5 3, t'=C) de R}

4°
En faisant varier ¢ on engendre dens R, et dans R; une

famille de plans parslldles, respectivemeént {S(C)} et {87(C)}

L.es espaces~-temps R4 et Rg ainsi que guelques plans da la famille

{s'(¢)} sont représentés schématiguement & deux dimensions

sur la figore 1, Dlapres les formules de la trensformation de

Lorentz 1ltaxe Ot' de~Ri et une isochrone quelcongue S'(C) sont

définis respectivement dens H4 par les équations

X, = v t of =1, 2,3 (1)

3.
£t “ L : vdxo( S (2)
\fi~v2/c2 ' 2 \/1-’9’2/0é
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C'est ici qu'interviennent les deux remarques de Louis de
Broglie en introduisant une structure périodique dans Ri, Vues
dans Ri, toutes les petites horloges distribudes sur une méme
isochrone S'(C) et sur les ismcchirones S'(C+nTo), n=1,2, ..,
sont en phase. Il sufiit de se reporter & la figure 1 et de la
couper par un plan t =ucsntaﬁte, pouxr conatater que, quel que
soit t, ltobservateur 4 voit, dans son systdme de référence
proprs, les phases des balanciers des petites horloges réparties
comme celles d'une onde plane monochromatique de période T. La
valeur de T se dédult directement de ls formule {2) en y rewpla-
gant C, t et x_ , pour «=1,2,3, respectivement par To’ T et
zéro, On trouve

T=1, V1 - v?/e? (3)

ou, si on passe aux fréquences

(4)

Figure 1
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La formule (4) qui est la loi de transformation relativiste

de la fréquence d'une onde est différente, comme le remarque
Louis de Broglie, de la loi de transformation de la fréquence
dtune horloge qui serait ici

Vg =V, V1= v/e? (5)
HRemarguons que la position du corpuscule, dans le systime
de référence de A, n'a joué aucun rbdle dans le raisonnement
précédent, ol seule la vitesse v est importante. Ce raisonne-
ment reste donc inchangé que l'on considdre un corpuscule
unique, ou un ensemble de corpuscules tous identigques & ce
dernier, disposés par exemple en tous les points de l'espace,

en translation uniforme de vitesse v.

3. Bxtension de la théorie, forme de Poincaré-Cartan.

Un cas plus général est celui dans lequel le mouvement
d'un corpuscule, dans le systéme de référence de A, est cara-
ctérisd par

(1) une position x = x(t), & chaque instant t de A,
X = (xl,xg,x3);

(1i) uw vecteur vitesse v = v(x(t),t) qui dépend de cette

position &t du temps t de 4, v = (vl,v2,v3);

(iii) une masse propre my = mo(x(t),t) qul dépend aussi de
cette position et du temps t de A; rappelons en effet
que 31 11 existe une fonction énergie potentielle
U(x,t), la théorie de la relativité nous apprend que
la masse propre est de la forme m, = gO+U(x,t)/02 ol

m, est une constante caractéristique du corpuscule,

Nous pouvons alors, pour chaque instant>t de A, définir
un systéme de référence galilden tangent comme suit

¢ce systdme a ses axes paralldles & ceux du systéme de référence
de A; son origine est le point x = x{t); sa vitesse de trans-
lation par rapport au systéme de référence de A est v=v(x(t),t).
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I1 est clair que, sur un intervalle de temps assez court
ou v{x(t),t) reste pratiquement constant le raisonnement du
paragraphe précédent peut 8tre reproduit sans modification.
Mais, pour tenir compte des nouveaux aspects du probléme, nous
devrons le transcrire sous une forme différentielle. Les rela-
tions (1) et (2) seront donc remplagées respectivement par

dxasvdt oL=1,2,3 (6)
R s dX. -
e = 4at! ()
V1~ [1v2/c2 ji;“ —Vg/c !
avec v, = v (x(t),t) o=1, 2, 3;

et, ce qui est trds important, 1'étsalon de tewps dans le sys-

time propres du corpuscule nlest plus le nméme aux différents

points de la trajectoire x(t)., On a en effet maintenant

h
02 mo(x(t),t)

T (x(t),t) =

Comme ctest cet étalon gul sert & mesurer dt', 1l apparait
nécessaire de remplacer la variable t' par une nouvelle variable
a ;

t! satisfaisant & la condition locale

atr = avt/r (x(£),t) (8)
La relation (7) devieﬁi alors

2
—_BC g - S 7S £ S— dxq:hd%v‘ (9)

V1-v2/c? « =1 Vi—vg/cg

avec my = m (x(t),t) , v, =v (x(t),t), £=1, 2, 3.

Nous voyons ainsi apparaitre, grace a ce raisonnement
simple, une forme différentielle lindaire qui a joué un roéle
de tout premier plsan en Mécanique enalytique claséique‘: la
forme de Poincaré-Cartan. Arrétons nous un instant pour préci-

ser ce point.
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La forme de Poincaré-Cartan est

dw= 2 p (x,£) dx + p.(x,t) dt (10)
=1 % « 0
aveo
m v, m002
p (x,8) = —=2tee p(x,t) = = el
\/1-v2/c2 s 1—v2/c2
On a donc

- Nl
d = - h dt

a8t comme h est une constante, 1l revient au méme d'utiliser

“dans les raisonnements qui vont suivre la forme (9) ou la

forme (10).

Sur un intervalle de temps assez court ol v(x{t),t) reste
pratiquement constant, on peut définir comme au paragraphe pré-
cédent deux familles de plans isochrones, En supposant gue x(0)=0
i1 est facile de voir que la Tigure 1 doit 8tre remplac¢ée nmain-
tenant par la figure 2.

repgres L
tangents S

7 7




N . - "'
Sur cette figure ol est représentéde la famille d'iso- temps R, de A, une famille de surfaces isochrones 5'(C)

chrones {5'(¢)} définie par la condition définie par la condition

& =0 % =0, clest-d-dire ' =¢ (12)

1] L}
on a tracé un chemin arbitraire joignant le point O au point S1 11 en est ainsi, la figure 2 n'est qu'un cas parti-

P dans le voisinage de la trajectoire x = x(t). Celd nous
parait rendre plus claire la signification de la variabls '
posant ' = 0 au point 0, la valeur de €' au point P, soit d',_

culier de la figure 3.

est le nombre dé cycles ‘comptd par un observateur C se dépla- : t

gant de 0 & P en suivant ce chemin, l'heure lui étant indigquée ;
en chague point de cé chemin par 1'horloge locale, Sur la . T trajectoires

~J
figure on a té = 7,

4, L'hypothése de base de la Dynamique classigue.

Un examen un peun plus attentif de la questioh nous montre i o
que les petites horloges (que 1l'on peut supposer ponctuelles)
introduites par Louis de Broglie en tous les points du systime s*(c)
propre du corpuscule ont des trajectoires dans 1l'espace-temps

R4 de A. Nous sommes ainsi conduits & définir dans cet espace-

temps un champ de vecteurs vitesse v = v{x,t), le champ des . , /7/
vitesses de ces petites horloges, de telle sorte que la trajec- : : x
0

"1/

Figure 3

toire x = x(t) du corpuscule considéré, dans R4, soit une soln-
tion du systime d'équations différentielles ordinaires

% o x = vix,t) v; = (Fi’XB'IB)’ v = (vl’VZ'vj)’ (11?

Comme il se doit, la‘vitesse de déplacement sulvant 1'axe des 11 est équivalent de nous demander si dt' (ou dw ) est

temps est dt/dt = 1.Nous supposerons v(x,t) continiment déri- une différentielle totale exacte. Comme il est clair que la

vable. : , : o réponse & cette question doit &tre subordonnée & cexrtaines

| La discussion du caractére réel ou fictif des autres - prop?iétés du-champ de veoteurs vitesse, desandons nous plu-
' t8t & quelle condition doit satisfaire le champ des vecteurs

solutions, qui est dévidemment 1ide & celle du caractére réel e
vitesse pour que dWw (ou dt*) soit une différegtielle totale

ou fictif des petites horloges introduites par Louis de Broglie,
ne sera abordsfe que plus tard. Considérons pour l'instant la
néthode comme une commodité d'ordre mathématigue.

‘gxacte.
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Il est alors naturel, dans le droit il du précédent
raisonnement, de vwous demander si il existe, dans 1'espace-




La condition nécessaire et suffisante s'éerit

~p, (xt)  Vpy(x.t) D, (xt) .’bpﬂ(xxc)

2t WXK : 'DXP Dx,

(13)
d,(ﬂv: 1, 2, 3

Nous allons‘monfier que lss équations d'Euler-Lagrange
sfen déduisent. Posons

L({x,t,v) - - mo(x,t)02 1= vz/c:‘2 ' o (14)
On a | ‘
9, imo(x,t) vd(x,t) : :
ﬁ;‘v - e R (15)
s =V(I,t) ) ‘ . ! R S
d'ou » | 5' : o
a ')L . k’DP(xl‘t) f)P (X,t) . 4 ‘
"“( - ) = .. S——— g — A
R - ;2; Foati SN
Tenent compte de (13) on obtlent , V
4 L« R (xt) WP, (x,t) . L
T sv) "ot L —————~..‘fh B(me) o an
3 o < R

p=t

v%v(x;t): (18)

N RIS I i
&'f('ava() " ~x (po(xst)+ pp(x’t) s )l

« P:l

Insistons sur le fait que en effectuant la dérivée, au

second membre de (18), on devra considérer x, t et v@ R F:l,z,},

comme des variables indépendantes, ce qui explique notre chan-
gement de notations. On vérifiera sans peine que ‘

po(x,t) + Zl_ Prs(?"t) v = Lix,t,v) (19)\
- le : ‘

d'ol le résultat attendu

)
t
<J
£

|
l

a.%( ) - =0 L =1,2,3 - (20)

o)
5:1
o/
XH

Nous arrivons donc au résultat fondamental sulvent :

51 le champ de vecteurs vitesse vix,t) est tel que la
rorme différentielle di' (ou dw ) soit une différentielle
totale exacte, alors toute ¢courbe intégrale de ce champ dans

1'espace-temg§,R4 de 1l'observateur A satisfait aux conditions

nécessalres et guffisantes de stationnarité d'Euler-Lagrange,

pour le Lagrangien

L{x,t;v) = = mo(x,t)c2 1 - v2/c2

Fn d'autres termes, toute courbe intégrele du champ
v(x,t) est susceptible dtétre la trajectoire d'un corpuscule.

Cfest une trajectoire pour des conditions initiales, position

et vitesse, convenablement choisies. Le long d'une telle tra-

jectoire x(t), ty &t gty 1’intégra1e'd’action d'Hamilton
- i ,

2
S L{x(t),t,v(x(t),t)) &t
“ty

@8t stationnaire.

Lthypothdse d'existence d'une primitive de at* (ou dw ),
c'est-k-dire d'une famille de surfaces isochrones 8S%(C)
apperait donc comme 1thypothése de base de la Dynamique ana-
lytique classique.

: fei wne remarque de caractire pédagogique ne nous parait
pas hors de propos car le résultat suivant est absent de la
plupart des cours de Dynamique analytique. Comme mo(x,t) =
EO+U(x,t)/02, ol Ulx,t) est une fonction énergie potentielle
donnde, 1'approximation non relativiste de 1(x,t,v) est

. 2
L{x,t,v)~ ~m0(x,t)02(1-v3/202)fv %govz - U(x,t) - mee”
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On retrouve, & une constante prés sans intérét en Méce-
nique classique, l'expression trés mystérieuse L =T - U, en
désignant par T l'énergie cinétique classique, non relativiste.

Du poiat ol nous nous trouvoans maintenant, nous pouvons
ocbserver les deux versants de.la théorie : celul de la Mécani-
que classique et celul de la Mécanique ondulatoire. Alnsi il
nous suffit de couper lé figure 3 par un plan t = constante
pour voir l'onde de Louis de Broglie associée & la famllle de
trajectoires classiques dont nous venons de parler. Nous sommes
donc en mesure de situer le raisonnement de Louls de Broglie
par rapport aux théories de Hamilton et Jacobi, d'analyser
leurs limites respectives et de trouver, peut-&tre, dans cette
analyse la source de nouveaux prolongements

5o Programmation dynamigue et principe de l'harmonie des phaées.

Dans la suite nous utiliserons la forme différentielle
lindaire (10), dont nous désignerons une prlmitive par V(x, t)
v(x,t) est relide & '(x,t) par la formule

Vix,t) = -h t'(x,t)

(& une constante additive prés). Comme h & la dimension d'une
action (énergie xtemps), et que ?{‘est un nombre de périodes
d*horloge (sans dimension), V(x,t) a la dimension d'une action.
I1 n'y aura cependant aucun inconvénient a considérer vix,t)
formellement comme un temps, puisque h est ume constante, et

& l'appeler indifféremment sction potentielle ou temps poten-
tiel en (x,t). o

Désignons par 4V 1'expression de la forme différentielle

‘dw calculde en suivent le corpuscule le long de sa trajectoire,

dans le systéme de référence de A, On &

av = ( ,Zz_h%(%ﬂ v (x,t)+ Hi,,%;ﬁl ) dt (21)
A= 74 . ,
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et comme

: m. v
p (x,t) = 'av(;cxt) = 1o «/C =123
S -y
’ , (22)
b'(x ) = Wx,8) - . e
Pol ™ ot Ji-v2/c2
Oh. a
= Lix,t,v(x,t)) dt
d'olr la relation
, <.t Mlx,t) o ~
- Llmtrle)) ¢ IR Wxt) v (x,8) =0 (23)
o of =1 «
Comme on a d'ailleurs
2V(x.t) . AL(xt,v) 01,23 (24)

’)xo‘ = ’Dvo(

v=vi{x,t)

on voit que le systéme des deux relations (23) et (24) est

~dquivalent &

stat H(x,t,v) =0 - ‘ -~ (25)
v
avec , ‘
: : ' W(x,t Ivix,t)
B(x,t,v) = - L(x,%,7) + "%{%’l T4 fx‘ A

o stat H(x,t, v) 0 signifie que la valeur de H{x,t,v)
calculee pour la veleur de V¥ gqui rend H stationnaire (en géné-
ral minimele ou maximale) est nulle.

¥ous retrouvonﬁ 1%'équation meintenant classique de la
programmetion dynamique, ce qui nous permet de rattacher le
sujet traité iel aux vastes travaux effectuds depuils plusieurs
anndes en théorie de l'optimisation. C'est d'ailleurs cette

: voie par une démaerche inverse de celle que pous avons adoptée

ici; qui nous a conduit de la théorie de 1'optimisation A la
Mdécanique ondulatoire, il v & quelques années.
‘ N ~ 207 -



Quelle est ici le signification de 1*équation (25) ? .
1a voicl

Considérons 1'observateur B golidaire du corpuscule, se
déplagant avec lul dans le systeéme de référence de A, du point
o = x(tl) au point £ = x(tz), suivant la trajectoire x(t), et
transportanf 1thorloge étalon dont nous avons parlé, La varia-
tion de temps gqutelle jui 4indigue pour une petite veriation At

du temps de A est
Att = At Vi - *‘72(_32,1:)/<:2

.goit, en nombre de cycles de l'horloge &talon (au facteur -h

pres)

AV = -h be! = - mo(x,t)02 JZL - 2(x,t)/e® At
To(x,t) : »
L'intégration de 1'équation (25) le long de la trajectoire,
olest-a-dire de 1'équation (23) du point initiael (xl,@l) au
point terminal (xz,tz), donne

v(x2,t,) - Vixt,ty) = 5 av (26)

Ltéquation (26) est une dquation de conservation du temps.'

Elle exprime que le §ggg§,de_transfert 1u & 1'horloge de B

est la différence entre le temﬁs pdtentielvterminal V(xz,tg)
et le temps potentiel initiael V(xl,tl).

En termes plus imagés, tout‘se passe comme si le temps
de transfert s'était intégralement trensformé en temps poten-
tiel, Le temps étant considéré du point de vue de la théorie
de l'optinisstion comme un gquelcongque bien consoummeble, il n'y
a eu "perte" de temps en aucun point de la trajectoirg.

L'équation (25) contient une autre information. Elle nous
apprend qu'un observateur C, suivant vn chemin différent de
1e trajectoire x(t), de (x,t1) & (x2,tp), lire 3 1'horloge
qu'il transporte un temps de transfert en général différent
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de V(x2,t3) - v(xl,ty). On ne doit pas en conclure qu'il y

& eu dans ce cas “perte" de temps {au sens que nous venons de
denner & ce terme) le long du chemin mals, plus simplement,
que 1l'observateur a perdu du temps (au sens usuel) en ne sui-
vant pas le meilleur chemin.

T.a forme de lféquation (23) est aussi celle d*une équa-
tion obtenue par Louis de Broglie dans la théorievdu guidage,
par exemple 1'équation (32) de(l) ot la fonction V est remple-
cée par ? , la phase de l'onde associde su corpuscule, Cette
dquation joue un rdle important en exprimant que le corpuscule
assimilé & une petite horloge glisse par rapﬁort & la phase
de son onde de fagon & rester toujours en phase avec 1'onde 3

c'est le théoréme de l'harmonie des phases.

Un exemen un peu attentif de cette question montre que
1 fagon dont nous avons expliqué le sens de 1l'équation (23)
ntest pas différente gquant au fond de l'explication donnée par
Louls de Broglie, bilen que cette dernitre ait un ceracteére
plus physique. V

Le point important est que 17équation de la programmation
dynamique obtenus ici est jrréductiblement associée & un prin-
cipe de conservation dun temps.

6. Equation d'Hemilton-Jacobi.

En multipliant les deux membres de 1'équation (23) par

.m{x,t) = mo(x,t)/ V1-v2/c2 elle devient

2 2 mo(%:8)  yy(x,t) E 2V(x,t) mo(x,t)
me(x,t)e" + : e 1A b £ v, (x,t)
) Vl~v2/cg. 2t T % VIT;EZ;? o

e =O
soit, compte tenu de (22)

i (Wlxe) )2 i (W) )2 | p2(x, )P (27)
e 2t s VE, o

Ltéquation (27) est 1'équation d'Hamilton~Jacobi.
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Remarguons qu'on peut ltobtenir plus directement, A
partir de (22), sans faire appel & 1l'équation (23), en notant’
que . .
(1/62) p2(x,%) = ) pAxt) = mi(x, 1)

© L 4= %
Nous voyons que les surfaces isochrones 5*{C) sont lese
surfaces intégrales de lﬁéquation d'Bamilion-Jacobi,

L*équation d'Hamilton-Jacobl est l'une des expressions,
peut-8tre la plus claire, de 1tapparent paradoxe sur lequel
débouche 1s Dynamique analytique classique. Construite pour
expliquer la loi d'évolution au cours du temps dfun point maté-
riel le long de sa trajectoire, elle est pratiquement contrain-
te, dans son évolution en profondeur et en généralité,'de sacri-
fier le phénoméne individuel au profit d'un phénoméne collectif :
plus précisément elle ne peut expliquer la loi d'évolution du
corpuscule qu'd partir de celle d'un ensemble de corpuscules
tous identiques & celui que 1l'on se propose d'étudier, Finale-
ment, dans le choix des conditions initiales, 1l est équivalent
du point de vue mathématique de se donner une isodhrone particu-
lidre S'(C), comme condition amux limites de 1'équation d'Hamilton-
Jdcobi, ou de se donner l'ensemble des positions et des vitesses
initiales des corpuscules du "nuage". '

On sait quel r8le important ont joué les théories de
Hamilton et de Jacobi dens la genése de la Mécanique ondula-
toire, et nous venons de montrer Que, si elles ont guidé les
réflexions de Louls de Broglie, le ralsonnement de 1923 en est
le complément nécesseire. Il parait peu douteux que le néces-
sité de substituer un.dhamp de vecteurs vitesse dans 1l'espace-
temps R, & 1l'ensemble des vitesses du corpuscule le long d'une
trajectoire, n'est pas seulement un subterfuge d'ordre mathé-
matique, mais a une origine physique. Une idée naturelle, mais
{rop sommaire comme nous le verrons dans la deuxitme partie de
cet exposé, consisterait & supposer que la trajectoire d'un
corpuscule est aléatoire, les fluctuations devenant trés petites
quand on se rapproche des conditions classiques. Une trajec-
toire classique serait alors ums trajectoire moyenne {dans un
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sens & préciser) et le champ de vecteurs vitesse de la théorie
un champ de vitesses moyennes (dens un sens également a préei-
ser).,

7. Non conservation du temps,

Ctegt la fonction V = V(x,t), fonction réelle de varia-
bles rédelles, qul est eau sentre de la discussion des précédents
paragraphes, De sa seule existencs, nous l'avons vu, 8¢ dédui-
sent les lols fondsmeéntales de la Dynamique analytiquse classi-
que du poiﬁt matériel, La Mécanique ondulatoire s aussi sa fone-
tion privilégide, la fonction d?onde qln\y(x,t), qul obéit, dans
le cas relativiste, & 1'égquation de propagation

- _
oy + ig; m2c? Y =0 (28)

o1 [[] désigne le Dalembertien
oL L2y 2
- 2 2 — 2
e It o =1 Ux“
Proposée simultandment par plusieurs auteurs au début de 1'été
1926, tout. de suite apres les traveux de Schrodinger, elle est

connue sous le nom dféquation de Klein-Gordon, A la différence
de V, la fonction Lp est essentiellement complexe,

Posons

W= exp (L 200/n) , 1=V-1

U Vo= ka,t) est une fonction complexe de veriables réelles.

Portant dans 1'équation {28) on obtient la nouvelle éguation
RN ' V(x ; =
Lo (2¥mt)y2 o ) (AVEL) )2 L 2050007 B O¥(x, )
c2 2t 2% (o] 2%
“
=1
; ‘ (29)
. La ressemblance entre 1'équation d'Hamilton-Jacobi (27)
et 1'équation (29) ne peut que conduire & leur attribuer un
lien de parenté, Clest ce gque falt Louis de Broglie en posant

Vix,t) = v{x,t) + 1 ¥(x,t) (30)

-2t -



puis en séparant les termes réels des termes imaginaires dans
{29), ce qui le condult sux deux équations

(1) 2322 - i(l‘l )2 = il & <7W>2-i<
c2 2t X, - Yo C2 a2t )

2 f
%% B
<=1

1 Vv 3IW
(¢) ;2 = 3t

|

J e

et
RH <
et
i

o(u,;—-l

Fn fait les dquations (J) et {¢) de Louis de Broglie ne
sont pas derites exactement sous cette forme car il y introduit
le module & de \V en posant

a = exp (-~ 2uW/h)

Laissant provisoirement de c0té l’interprétatibn de
1'équation (C), portons notre attention sur 1l'équation (3.
81 on pose

VRS I S S AR
M, = Véo + c4( 53) 2 ( 7x&) 2“02 aw . (31)
elle devient '
1, 2V,2 W2 2.2
..2( ﬁ) - (:D-i ) = Moe ‘ T (32)
o =1 * '

Celd autorise a déduire 1'équation (32) de 1'équation de
la programmation dynamlque (23) % condition de remplacer la

masse propre m (x t) par le masse propre modifide M (x t)

Dans le cas non relativiste, la correction relave de la
formule

M (x,%) = m (x,t) + Qx,t)/c? - (33)

ou

Q(xt)——gmi (7W 2+ B vl
S Q

est le potentiel quantique de la théorle deyla double solution.
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11 peut &tre commode d'ailleurs d'écrire Mo(x,t) gous. la
forme (33) méme dens le cas relativiste, avec une expression
plus compliquée pour Q(x,t).

Reprensnt le ralsonnement du paragraphe 5, la relation
{26) devient

(x%,t5) i e
V(x2,t2)—v(xl,t1) = 5 —mo(x,t)cz Jl—ve(x,t}/eg dt

(=t %))
Xzf ! (34)
(x%,%,)
+ : *Q(x,t) \/l-vz(x,t)/c2 dt
(x", )

De l’équation (34) 11 ressort que, lé long d'une trajec~
toire x(t) ¢t $to, de point initial x = x(t )} et de point
terminal x° = x(tp), le temps de transfert (au facteur -h prés)

(X2, 1) ‘

2 2 \J1 2. 3

—md(x,t)c 1-v°{x,t)/c dt
) ' ‘ |

lu a lthorloge de B n'est pas ézel, en général, b la variation

du temps potentiel V(xz,tg) - V(xl,tl)° En dtautres termes
il n'yv a pas conservation du temps,

La défaillance d'un principe de conservation est parfois,
en physique, riche de conséquences, Arr8tons-nous un moment
sur la relation (34) pour en approfondir le sens,

Sous cette forme stricte, le principe de l'harmonie des
phases parait en défaut ¢ le balancier de la petite horloge
qutest le corpuscule bat trop vite ou trop lentement pour se
trouver. constamment en phase avec 1'onde,

Les voies les plus évidentes qul s ouvrent alors pour

retablir un principe de conservation sont les sulvantes :
' - 213 = '
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12) garder la définition de 1fonde & partir de la fonction
V{x,t), solution de 1féquation d'Hamilton-Jacobi, et modifier
dans la théorie la fréquence de la petite horloge, en chaque
point (x,t) ol elle se trouve, par le jeu du potentiel gquantique,
de fagon & lui imposer d'@tre constamment en phase avec l'onde,
Cfest ce que falt Louls de Broglie en s'appuyant sur la relation
M002 = h‘Vo H 3 ’ ’

2¢) garder la définiticn de la fréquence de la petite
horloge, V, = moo2/h, et modifier dans la théorie la définition
de 1'onde de fagon A retrouver 1l'accord des phases, Le choix
de cette deuxiime voie nous a été suggéré par la forme que prend
1téquation de la programmation dynamique dans le cas d'un proces-
sus stochastique. o

Pans le cadre de cet exposé, 1'intérét de cette deuxidme
voie nous parait essentiellement porter sur trois points 3

(i) la justification de la formule (31);

(ii) Ia justification de la forme de 1'équation d'onde
relativiste (28); : '

(1i1) 1'introduction de deux types dtactions, c'est-a-dire
de temps, respectivement associés A deux types de processus:
un processus que nous pouvons qualifier d'ordonné, et un proces-
sus que nous pouvons;qualifier de désordonné. '

Ce Sont les points que nous nous proposons de discuter
dans la deuxidme partie de 1l'article,

‘ Le lecteur esure noté gue la grande ebsente de la théorie
que nous venons d'exposer (jusqu'aun paragraphe 6 inclus) est
1tamplitude de l'onde, Autrement dit c'est une théorie sans W,
Comme c'est aussi une théorie conservetive du point de vue du
temps, 11 est logique de penser que 1l'emplitude a=exp (-2m/n)
de l'onde a guelque rapport avec la non conservation du temps,
comme celd apparait d'asilleurs au paragraphe 7.
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