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RBésumé : Aprds un bref rappel des méthodes utilisdes pour gé-
népaiicer L'dquation de Boltzmann au cas des gaz denses, les auteurs
proposent une modification d'une hypothése d'irvéversibilité anté-
rizure basée sur la notion du pseudo-équilibre local. Ils obtien-
nent ainsi une dquation eindtique du type Fokker-Planck - Frey-
Salmon. Ils en ddduisent une formule simple du coefficient de
visc0sitd bien vérifide par l'expérience pour l'Argon et l'azote
dans. le domaine 200 - 500" K - 1 - 500 bars.

Ils montrent également qu'en premidre approximation, le coef-
Ficient dé viscosits d'un gaz dilué ne dépend que du diamdtre
des moléeules, de L'absctsse du puits de potentiel et de sa
profondeur. '

INTRODUCTION

Depuis’de nombreuses - années les recherches relatives 3 la
théorie des gaz denses se'poursuivent dans la voie de la généra-
lisation de 1’équation de Soltzmann aux milieux non dilués. Des
résultats importants ont &té& obtenus au moyen de 1'Zquation

d'Enskog /1/. i :
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Nous les rappellerons en soulignant la nécessité d'adapter certains

param@tres au moyen de 1l'éguation d'état.

Une autre approche utillse un developpement en fonction de
la densité particulaire. wn introduisant des hypothéses sur les
corrélations initiales et la forme des opérateurs convectifs, on
peut montrer que la fonction de distribution double devient une
fonctionnélle de la fonction de distribution simple conformément
au modadle de Bogoliubov. On obtient un ensemble d'équations inté-
grales dont Choch et Uhlenbeck /2//3/ ont déduit la correction du
premier ordre des coefficients de transport. Leurs résultats fu-
rent confirmés par Melvxlle Green /4/. Malheureusement, des ter-
mes divergents surgissent aux ordres supérieurs ainsi que l'ont
démontré Cohen et Dorfman /5//6/.

signalé ces divergences /1/.

J. Weinstock avait également

Apras un bref rappel des résultats obtenus par ces deux mé~
thodeé, nous proposerons une hypothése d'irréversibilité tout &
fait différente des hypothé&ses habituelles.
concept de pseudo- dquilibre local et obtiendrons une équation cinc—

tous intrcduirons le

tigque du type Fokker- -Planck - Frey-Salmon /8/. ‘HNous obtiendrons:
ainsi-une expression simple du coefficient de viscosité bien veri-

fiée par l'expérience /9//10//11//12/

EQUATIONS ET FORMULES D 'ENSKOG:

De51gnons par t le temps, par.ﬁ la masse des particules,
par-;; et,wl les vacteurs position et vitesse de la particule
de numéro i, et par X 1a force d'origine extérieure qui lui
est appliguée. La Lonction de distribution 51mple attachée &
cette particule-est F(t, xi,w ).

Lors d'une collision caractérisée par un paramétre d’impact
b et par un angle E les vecteurs vitesse et position flnale

-y el
sont Wl, Xi, les vectnurs vitesse et pos:.tlon lnltlale Wl,
Sy

).

_L:f'

3

A ces derniers est attachée la fonction de alstrlbutlon F(t,xl,w

t
i

L'équation de Boltzmann pour un gaz dilué est &tablie en

supposant les collisions locales =t instantanées et en introduisarn

ORI 2L 15 * B

1'hypothése du chaos molé&culaire, soit

9F. = D FE X oF 1 ) )

RN 4 DA 4 = ==

st L e T [Q(E'?‘“’“‘Q)FA(“:"M"Q
A rere A

FU; ) Fe,~ ’M_J?:> ] c)%r db-de d/w—L (1)

Y

la résolution de cette é&quation avec un potentiel interparticulaire

réaliste, soit par exemple Lennard-Jones, ¢utherland ou Hanley-

Klein 13/, conduit & un bon accord avec 1! experlence pour les

coefficients de transport et notamment le coefficient de viscosité
Po aux  faibles pressions.

Pour des gaz moddrement denses, 1'hypothése des collisions

lecales n'est plus acceptable. Considérons deux sphéres rigides
. iy :

de diamétre & . Désignons par K le vecteur unitaire joignant

. -3 —
les centres des sphéres, par Xy et X, leurs vecteurs position

lorsqu'elles sont en contact.  On a (figure 1) 3

L L o K

<+ (2)

Figure 1.

et il faut tenir compte de cette relation dans l'é&tablissement

»dukterme de collision de l'équation cinétigue.
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En outre, la probabilité de collision est accrue par l'aug-
mentation de densité d'un facteur ‘A fonction du point de con-
tact 3 o K ou X, - 3 K selon gue la collision est direc
te ou inverse.

- : . .
rnskog établit ainsi 1'éguation suivante dans laquelle g dési-
L . —3 =
gne le vecteur vitesse relative Wo = Wy

oF4 — & 32* of, — -y i s e
ok e B I @ DR A A
A .

[ : -— ) —s
F:.(t,?n*’“.m)—‘f*(z-%?)F (t,c—a.,mr,,)

—
X

g ' L= R - o
f_ux,y)]a 8.? dk dory o

Apres de longs calculs qui sont totalement exp11c1tes dans
/ 4/, on obtient pour un gaz & densiteé partlculalre uniforme n,
pour lequel le facteur X ne dépend plus de la position, les ex-

pressions suivantes de la pression“scalaire p et du coefficient
de viscosité~}; '

+ :’ka(,{?__a_wmo,sﬂy : - <‘?5

(3 wm b (S rnd]]

}J:

KO désignant la constante de Eoltzmann et T la température.
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Pour la comparaison avec 1'éxpérience il faut choisir O’etjﬁ

Une premigre possxbilite consiste & utiliser les expressions de Po

et de EEE“— correspondant au modéles des sphéres dures, soit
0

EIES
beo (v) = 5. (%D (6)

A6 Vw0 o

A 2

,W——-—A,YQ.;W/Y\V}*

0,62 (ﬁg_ T v‘)z; 5 2869 (.%:n m53)3
/\‘-KoT i -

PR o A (8)
3

5 est une fonction de la température déduite de (6) et AL est
obtenu en &galant (7) et (8). ’

- Ce procédé utilisé\par Sengers /4Y/ convient jusgu'a une limi
+e de l'ordre de '

X mD’3-_o,q. (9)
3

pour'ies gaz nobles.

Une autre méthode introduite par Michels et Gibson /15/ et

inspirée par la formule (8) consiste & écrire

_2_)_(4\")_4 (10)
AT m Ko

X ™Tm ::37(,
3

¥
o
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équation d'état s'écrit d'autre part en utilisant le developpe-

ment’ usuel

Mm¥eT

<
3
(11)

d'ol :

tpe A 2 [umodTa, (1) (X ﬂbr
Iron.d [ ne Ta ()+(3 mo aao)]

(12)

soit en passant a-la limite n = 0

AL 92 (To. (T)) ' - (13)
2T X |

on peut également &crire

Yowm ot n . A2 (14)
3 R 3T
AV B(T)  C( |
—_— + — 3y —= (15)
RT v VR 2 L
»d'oﬂ R
d - ‘ .
2 woed o [TBLT)] (16)

ek (rodtant minei. Adbormind F I - TR S A B I R N b &

Les résultats obtenus sont satisfaisants jusqu'a %]TN\U3z 0‘6

La méthode d'Enskog représente un remarquable effort de générali-
sation de l'équation de Boltzmann en dépit des difficultés liées
3 la détermination des quantités O et A .

1TI ~ THEORIE GENERALE DES GAZ DENSES /16/.

Le sujet mérite de larges d&veloppements. MNous tenterons de
dégager guelques ‘idées.
14 N.

: s o
d'origine extérieure Xiidérivant d'un potentiel ?;

Considérons un gaz de N molécules numérc-
La particule de numéro i est soumise 3 une force
et 3 des for-

tées de

ces centrales d'interaction Xij dérivant de potentiels (fij‘

L'Hamiltonien des N particules est Hﬁ avec
A= N
o - -~ -2
B Liati R G PN O € (- =)
N - 2 £ 1 f‘é 3
Loz A AL 4-}$,H
(17
e
L'opérateur Hamiltonien associé Hy est
Az N )
~ , — —
- ‘L .——_" s ot L ——c—
N i e m~ 25
; | ALLLY AN ‘
“‘"‘ﬁ
X1 B
~+ A e s
: e 5;5; (18)
= .
X 0%y,
3 T = 5 ey ' (19)
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La densité en phase est DN (§+, ~? ..... ‘;:,-;7..... XN’ N )

Elle satisfait & l ‘équation de Liouville qui prend l'une ou
l'autre des deux formes ‘condensées

- [H » B, ] | | | Cen
2t N?ON] Sl B
D -~
9 Dy __F o

X L )

[%N’ D ] désignant le crochet de Poisson de Hy et Dy.
tous utlllserons deux types d° fonctlon de dls*ribution, les

fonctlcns f et F .
12...8

Les premiéres sont définies par

Y

gA < ~;i~—; b& dhw‘ ~¢¥ e e d&v: &n
v . yN-4 S A ‘ NIV R Y

Sl

et“satisfoht au‘systéme B;B;G.R;Y;rde la,fofmé

b

] (e

Xz A

Jhw ] %d’m
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Lorsque le nombre de particules est tr&s &levé et la densité

particulaire n uniforme, la gquantité E—%—é peut pour un volume

grand &tre remplacée par n, d'ol par exemple

k4 . D >
% .t,NJ;p €4 }.:_ _B‘gj_ - B‘f“t obg% EC-L AAA)’
R dx, m dan, 3K dan,

(25)

Les fonctions F12 s seront définies au paragraphe suivant.

Congidérons maintenant un essaim de s particules isolées et
introduisons la fonction auxiliaire D
satisfaisant 3 1l'équation :

bDD: - H,\ "DA . (26)

e — = —
S(t, Kyr WyeooXyy wi...xs,ws)

et & la condition

D, dee, dr o e, o 2V

Introduisons l'opérateur déplacement
" A
P [&: H/;] (28)

Une autre forme de 1'éguation (26) ‘est

b, (o) (29)
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Nous pouvons caractériser les corrélations initiales par une fonc-

tion ['(0) telle que

A — - U
D (o) = T (o) 14 bi(o,;—;,w;) (30)
A~

“ Nous définissons maintenapt l'opérateur Gs(t) 3

A ~ A{A A — -
G: - SA NO) IT—A S (%L, =) | (31).

Dévelbppons fz(t) en fonction de la densité particulaire n, soit

au premier ordre

%L (&) - g:Uz)erg:U) e

> . a3 -
Utilisant l'opérateur Gi et l'opératgur auxiliaire Lt tel Sue s

+G (= ey (33)

Ferziger et Kiper Etablissent les importantes é&quations /1/ s

o A ‘ : i .‘
-€ (&) = G £4 Le,r_a,;f:)i,‘ (-t"&:,w&) - (34)
v t v '
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(35)

A ce stade deux hypothéses sont introduites.

A partir d'un temps t supérieur au temps moyen d'une colli-
sion & 1l'influence des corrélations initiales s'est effacée.
Il est donc loisible de prendre PS(O) égal & l'unité.

i A
Pour s é&gal ou supérieur -3 deux, 1l'opérateur Gi peut étre

P ~S . .
remplacé par G4 avec une bonne approximation.

En utilisant les formules (34) et (35) la fonction f2 devient

une fonctionnelle de f1 conformément aux idées de Pogoliubov /17/.

Soit

O (8 )

En répqrtant cette expression dans l'é&quation (25) une équation

Au moyen de celle-ci Choch et Ullenbeck
/27 /3/ ont obtenu les deux premiers termes du développement. du

cinétique est obtenue.
coefficient de viscdSité an fonction de la densité particulaire n:
}J }) +’n}~) (37)
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Malheureusement, l'extension de la méthode & 1'ordre supé-
rieur conduit 3 des termes infinis ainsi que l'ont démontré Cohen
et Dorfman /5//€/.

Aussi nous allons proposer une autre voie basée sur la relaxa

tion linéaire autour du pseudo-équilibre local.

LES METHODES DE RELAXATION.

Le caractére commun aux méthodes de généralisation de 1l'équa-

Boltzmann est l'application & un certain instant de 1l'hy-

tion de

pothése du chaos moléculaire. HMous pensons que cette hypothése

i

est mal adaptée au cas des gaz denses et qu'elle n'est pas la seule |

nous avons pro-

valable pour les gaz dilués. BAussi avec J. Frey,

posé& une nouvelle méthcde basée sur une hypoth2se de relaxation. En ap-

pliquant celle-ci & la premiére équation de BEGKY rous obtenons une équation %
cinéticue contenant le terme réversible de Vlasov et le terme irréversible ‘
de BEGK.

pression approch@e de la fonction de distribution double.

la seconde éguation de BEGKY rious obtenons une ex-
Fn reportant dans

Fn 1l'appliquant &

la preﬂlere équation nous obtenons encore le terme réversible de Vlasov mais

en cutre un terme irréversible du type Fokker - Planck.

Ces méthodes nécessitent 1'introduction de la notion de pseudo-&quilibre
'équilibre cde densité particulaire n et de

local. Considérons un £luide a1

température T. Il existe des fonctions‘de‘coirélation déperdant de n et dé T

dont des appreximations peuvent &tre obtenues en résolvant des équatrans inté-

grales adaptées, par example, l'équation EGK ou 1'&guation P.Y. .
Imaginrons qu'on perturbe trés 1ecerement le fluide pour. ob«

tenir un ecoulenent visqueux et cela sans modifier n et T.

Utilisons maintenant non plus les fonctions de distribution
fS mais les fonctions de distribution simple, double et triplevEl,

F et F kdéfinies par les relations :

12 123

der

—N

o

—nN

-
(W8]
[e2]

—

Foe N Dy dapdnr
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T PR S
FA-’L'&: N(N_A)(N--L) bN dffqdfi d_ffN d/:rN (40)

Ces fonctions satisfont aux deux premidres équations de BBGKY :

oF — E X 3 Xa IF.
AN e e = Rl dw -0 (41)
ok 'arx“" fxey 3»«& e BT":T: —t -

‘ — ey, —
55& *“"M‘,:. AF.y +“N}" .BF,W (,xa +X43,) BFAL (xb-!';(—:)
At Y O Y=o m~  3ae ~
.bF-':\:; + X43 . BFA::‘? + Xls Py BFI"'LB d’ﬁ dl\)r bt O
b‘mrb A ? o, m d Ay, —3 =

(42)
_L'équilibre est caractérisé par les solutions suivantes dans les-

M ;
quelles F -designe la distribution Maxwellienne, “)12 et LP 123
les fonctions de corrélation de position double et triple.

A (43)

FOLF"EMY
A 2

AL A2 (44)
©
F - F.M FM kFM \‘)
A3 A 2 3 AL 3 (453)
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& r 1'équation
\VIZ et LV123 sont liées pa q

r 2 e Xy

——y A2 A%
o x,

dec (46)

Aux densités particulaireé faibles le dernier terme est négligea-

ble d'ol : (P
A3

\{) _ _-E\;:F ’
Az - e (47)

Lorsqu'il n'en est plus ainsi pour obtenir une solution explicite

approchée, on peut adopter l'hypoth&se de Kirkwood . :

Y .Yy ' ’ (48)
A3

A3 T Ay 43
puis remplacer k923 et w)13 par les approximations (47) .
Il vient aprés quelques calculs :

w _ %

P, owemp | A e ST ]

KoT"’ ’3‘.43'

by = %00 «
(49)

Il nous parait nécessaire qu'aprés une légére perturbation qui

écarte le fluide deyliéquilibre les fonctions Flz‘et F123 gardent

s F t 2 e
la trace de cet Equilibre et se mettent sous la forme d'un terme prin—

ann

cipal de pseudo- equllibre local et d'un terme d'écart 3 ce pseudo-
equlllbre, soit

F

42

X (50)

il
AL
M
€

A3 7

F - F FF b Az V_ (51

L'irréversibilité est introduite en substituant 3 l'action

~des opérateurs intégraux du systdme BBGKY sur les fonctions A

des termes de relaxation autour du pseudo-&quilibre local. Ceux-
¢i contiennent des temps caractérigtiques, soit "C l'intervalle

de temps moyen entre deux collisions pour BBGKY.1l et Tf la durée
moyenne d'une collision pour EBGKY.2.

Ain51 est brisée la symétrie par rapport au temps de la dyna-
mique Hamiltonienne. Toutefois, le calcul de Ta et de be est
phénoménologique.

Aussi avec J.Frey et M. Valton /19/ nous avons Prcposé une

hypothése de fermeture plus générale exprimant F en fonction

123
de Fi et de ij. Cette hypotheése d'une part introduit l'irréver-
$ibilité et d'autre part détermine ‘¥ 3 partir du potentiel d'in-

teraction.

Nous allons maintenant la reprendre et apre= un examen criti-

‘que proposer une version modifide.
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V - HYPOTHESE F.S.V.

Elle ferme le systéme BBGKY au moyen de la relation

(M-WQ-X«er(@r‘“"s)'Xu)] + 3 +
Ko, FY—

23

I__A ,

A 32 ’ (52) -

, -
dans laquelle ny désigne la densité particulaire au point xi',&m
la valeur moyenne de la force d'interaction et <, une constante
de couplage.
Aprés de longs calculs, nous aboutissons pour le coeffi;ient
de viscosité P 3 '1'expression
0 1\
1
| A9\t da
4 T d
(nn.k;T) }% ! /s , :
}""0 R = : v ©(53)
v S «© :
: 4y 49 TR
dnc dm&

4

Le4premier intérét de cette formule est de donner pour un
gaz dilué et un potentiel d'interaction de Sutherland, la formule
treés simplé et bien vérifiée par l'expérience

T
A 4 - =
L (miT) J2 T
}‘)o = e % e (54)
¢

En outre, en choisissant pour &Vlz l'expression approéhée (49)

il vient pour un gaz dense et & condition d'introduire un facteur
’ 1

de covolume o i
‘ (J\..T.:.mas)
2

la' formule suivante

Y Mmool ( Pa ;; - 4)

}’ = ;‘JO ,e , — , (55)

Ao I gl
2

F“ est un coefficient obtenu au moyen d'une intégrale portant
sur la partie attractive du potentiel de Sutherland. Elle est
bien vérifige par l'expérience (1%) pour 1'Argon dans le domaine
200 - 500 K - 1 - 500:bars.

Toutefois, les critiques suivantes peuvent 8tre adréssées a
1'hypothése F.5.9.

" a) La quantité Xm représente la valeur moyenne de la force

d'interaction mais cette définition est impécise sauf pour un

potentiel de Sutherland pour lequel la partie répulsive est consi-
dérée comme la limite. d'un potentiel lin&aire dont la pente tend
vers l inflni (Figure 2).
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’Figure 2.
0 x ¢ LP:~EMV(E‘. ;A)- KoTe (se)
o £ "f’:'_KOT. &,(f_) () -4
L >/ .

E o :
Xm est alors égal 2 7? . En revanche, dans le cas d'un potentiel

de Lennard-Jdones, la définitiqn de‘Xm n'apparait pas clairement.
Le numérateur dé l'expression (53) ‘est infini pour ce m&me poten-
tiel d'od la né&cessité de lever la divergence pour une énergie
correspondantba 1’'énergie d'excitation.

b} le facteur de covolﬁme est introduit de maniére phénoméno~
logique. 2ussi, nous allons proposer -une version améliorée. . En
premier lieu, celle-ci n'est plus lide au choix du potentiel de

Sutherland. En second lieu, la fonction de corrélation des vites-

ses est justifige. Enfin, le coefficient B, est 1i& a la tempé-
rature de Boyle du fluide. R :
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VI - L'HYPOTHESE F-S~V MODIFIEE.

fj développement F123 exige un terme en FlF2F3
C123 (x) puisque cette forme est celle de l'é&quilibre. Les autres
termes doivent alors s'annuler ce gui est assuré par la présence
e I by
de facteurs en [%ij ~ FiFjCij (x)j Cij (x) se confondant avec

h‘,
\V<Ljv(x) 4 1'&quilibre e¢ désignant hors d!&quilibre les fonctions de
corrélation de position.-

Hors de 1'équilibre et pour une faible perturbation de celui-

ci, la quantité [Fij - FiFjCij ] peut &tre considérée comme peﬁlte

devant FiFjCij‘ I1 en est de méme de n 03 devant l‘'unité lorsgue
le gaz est peu dense. Il est evidemment nécessaire que lorsque la
partiéule de numéro 3 s'éloigne beaucoup des particules de numéro

un et deux on-ait. i

123 = Fiaf3 (57)

Ceci est assuré par la mise en facteur du terme F3C13C23 n 03.

En-effet dans de telles conditions :

0
i
0!

I
H<
o
oo

0
i
&
&
>
=)

Dans une expression du type (52) 11 subsiste puisque Xl3 et X23
sont négligeables :
Fro3 = FyFpF3Cypy * Fipfy = FIF,FC (61)
Mais dans cette situation :
€123 7 C12 (62)



La corrélation de position entre les particules de numéro un et
deux est en effet indépendante de la position de la particule 3.
Ceci est d'ailleurs bien traduit par 1'hypothése de'Kirkwood'é
1'équilibre : '

€123 = €13 C33 Cy5 - (63)
avec
Cy = Cpy = 1 ' (64)

Il est également nécéssaire d'introduire des corrélations de vites-
se. Celles-ci sont liées aux vitesses relatives et aux forces
d'interaction. En premi&re approximation, il convient d'utiliser
une forme linéaire. Nous choisissons pour celle-ci l'expression

C, . (X0 X o
i3 Fig! fi5 o
.‘ Py .

jeu par la force d'interaction Xij
de position correspondante Cij' Il semble raisonnable que cette

(;? = ;;) soit le produit de la puissance mise en

- — : :
..(wi —'wj) par la corrélation

puissance corrélée intervienne.

Afin de rendre sans dimensions l'expression de ces corréla-

tions de vitesse, nous dlvisons par le produit des valeurs moyen-
4 .
nes, soit (K°T) l2 £x, CX

.

Mais cette valeur moyenne e d01t &tre calculée que sur’ la
partie intense de l'interactlon, c'est-3 -dlre la partie répulsive.
En 'effet d'une part, ¢e point de vue est en accord avec les diver—
ses hypothe@ses qui aboutissent 3 une équation du. type Fokker-Planck
et donnent un rdle prlvilégle aux-collisions fortes et d'autre part
l'expression Ch n'a pas de sens si elle est prise sur une grande
&tendue. S B 11

P

Un exemple simple est obtenu avec 1l'expression C = & KT |

En effet, pour une portée L grande, la valeur moyenne :

0 o0 Lf.,gz ‘
2000 X de oA e e kT
L 42 AL A2 n de,y A2 L

0 » :

. (65

tend vere 7Ern

En revanche, ﬂw» désignant 1l'&tendue de la zone répulsive, la
quantité

L, |
A Cxaw.igfz;‘f""'

, 434
A&‘ “ 3 *QN

(66)

a une signification physique précise.

Nous avons choisi un terme de corrélation de vitesse linéair:

en X Il semble que celui-ci soit adapté au cas d'un gaz ni

12° .
trés dense ni tréds chaud pour lequel la notion de collision bin-
ailre garde un sens.  Lorsque des interactions multiples entrent

én jeu, il faudrait prolonger le développement ce qui conduirait

4 des calculs inextricables.

Aussi'nous introduirons un facteur de densité ( 1 - 5 nD’B)
que nous pouvons justifier ainsi.

Considérons trois sphlres dures en interaction afin que le
développement en F123 relatif aux corrélations de vitesse joue
un rdéle. En toute rigueur, il faut ajouter un terme intégral
portant sur la quatrigme particule. Ce terme n'intervient que




lorsque la particule 4 est au contact d'une des trols autres et
son expression est treés complexe. MNous allons proposer une ap-.

proximation. Le centre de la particule 4 est 3 1l1a distance . /2
A

Tme?

de la particule en interaction et 3 une distance moyenneQ,:

d'une particule du fluide éibignée de l'essaim. rLe rapport
T . T L& '

; Py est représentatif de 1'influence de cette
2

. 0

particule de numéro 4. Nous multiplions le développement de

3
Fl,q Par 1 + T/2n o”.

La: particule de numéro 5 multiplie
/2 ne’ par 1 + /2 nor3 dlon une progression gdométrique
1
1 - /2 ne

de raison IT/2 n 03 et de somme 3 -
Il faudra conforter ce terme par une analyse plus fine des

facteurs d'occupation, mais face & un probléme 3 n corps inextri-

cable; il apporte une solution approximative mais 51mple et rai-

sonnable.

Nous mulﬁiplions enfin par Aé pour retrouver dans le

2as d'un gaz dilué de sphéres dures, le résultat obtenu au moyen

ie l'equatlon de Boltzmann pour la viscosite.

L'hypothese de fermeture F-5-V prend ainsi la forme :

it
N
e
e
3r\
+
o
I
=TI
P o
il
&£

Apky

(67)

les crochets du genre < ijkf} signifiant quton effec-

tue les mémes permutations gue dans 1'équation (52).

VII - PSEUDO-EQUILIBRE LCCAL ET CONDITIONS D'ADIABATICITE.

Nous supposons le fluide isotherme et peu écarté de 1l'équi-

- libre. Cela signifie que la fonction de distribution peut &tre
“¢convenablement approximée par un développement de Grad et que les
fonctions de corrélation de position Cij et Cijk sont trés proches

des fonctions H’ij et %)ijk correspondant & un &quilibre 3 la

nl + n2 + n3

température T et 4 la densité particulaire n =
3

*}

C. - ‘Pﬂ. (4 +,£":<.*) (68)

Coe = Y br i)

Ly % - “fK

=239 -



avec en moyenne quadratique

Exé : Eié‘< <A 0y

Le systéme des deux premiéres équatibns de B.B.G.K.Y. s'écrit en
utilisant la condition de fermeture

s T . Xng 0 Kaap 0 .
(67) au premier ordre 3 e, aMA*‘ ol "y a/W"Q_, ) —_3 3
— +m;&u:g..._ J‘._i + ._._.‘(“ daxdkd;-o(‘l‘l) |
’x_’/\‘v fan b’\f‘r,"?v fong a 4“~ —_ ‘—_ ) : ) . ’
. | ‘ | { , | .&,.8 ~ 4 .&,é - %"'é (75
.bi% o bFA.L N ’ oFaz (_xa,’g +XAL{-’) 9 Fa, |
YRR o ¥ Y
: bq"‘l" 3'%\» e er,‘,kv . , Ltéquation (72) s’'écrit :
5 X e W AL T
(X%, +Xu}ﬁ 34, - [ A4 9 B Xup d : ’ I)ALF; «kaAz, Al D“, ‘944, + Ia [E 2 a3t [ LK }K ‘%k F ]
ey Brw,_% . o~ amr“r .y 5:\5‘01\, ] . A.dk
. . . A ~ : .
: o . ) SR o i + ig-_— :\;) lb A I %42, F3 (;w- ‘mr) X \P 3+(Mf 3)..
FFF \P \{) . | : - »‘ . ASV; KoT 'S(‘E*'L 3 ffb;c’% A ~ o
Aty 3 .AVQ,‘}. 4+ [ A ,}k K ( A,,a F F‘é’ k{:"&)‘ ]+ : o | y 4.‘ A’ — e 3
o <. Ak —_— i r = 2‘),%—1 T usby [ (- ) Ky Wag + (a0-300). Y
A [FK(F;,;. r*—F'U(;.&)’ (mr_‘-,-mrk). e Pk +( mﬂ i Yj J«m(L—'" asVie \%T ) XC, S| et AT g3
As N my o2 QSBI)A,Q' 5(.6- A m a’) = ST ¥
__ B , EEER t | — T ___‘334 X (w4'w»)'xaz\*)4z+“”}-’”ﬂ xs.ﬁ)b
=0 s . (,7’":) B AsVE \%T /)  XC 3 3 5)
. . . < . ~ N\'Lr A ~~'..r.. moed
Posons : ) C : ' : k o v
N Xy |
Lap ot mo amr,‘};' :
(Xu,i-X“,}v) r ’ .
n»\., b/vfzr,

. (73
- 260 - e -
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Nous remarguons que

L'égquation (76) s'écrit en isolant le terme én 9y5

E% G&wi wa@}

%41,: "t.u bALEFZ'; \‘:4, t Isp;Fz«Fs kij\bs + b43, %u;g, +
{77y
(T D [_ ..F] R B [ Ta.
€ e AL | e ’3’“ 5*3 < +Aﬁ/’“ keT | XC, L o3(4-Emo3 > e
o L}'K) 3 2

, — ey —_— -y P
R aa = )4,2' 4 fI\ BLLFA (.’“r:."“ra)‘xl AWAL*(wa”w")' XBA q)/ﬂ
(@2 v :' ATV \ KeoT X—E'L 3 My d 4. T o~ ob ‘

o g o 2

w 3
A,_mLo*

.si,ﬁ.__ .___)J)z"‘ I [9% (Al Katen + (- J'YEZ‘*’“)] (82)

o . : . &
N;%\Ex,«&vg 4@15 py &M‘%‘«*} — ﬁnﬂ’;b 3 %%ﬁ; o :
- (80)

A R Il a &té montré dans /9/ que "CL est un temps de l'ordre de la
g (81) ) durée d'une collision au sens de la durée movenne de passage dans
'(?_f S la zone répulsive du potentiel d'interaction.

Désignons par ’C’A

l'intervalle de temps moyen entre deux
collisions. On - a : :

(g A
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RE& a2 les dimensions d'um temps.

A
- W2~




Il vient
Utilisons la variable sans dimensions : : k V o . - --*-bx SE
F-FREY _w¥ [FpF ED ¥ , 22 % ¢
~ e 'y A Y a2 2 a2 LA A v Ay T Mb;?.z,‘f'
E - ' - (84) "
Ta ey
‘ Xaa of, =
. e == B T, EBRF Y ] (89)
et cherchons pour gy, un développement du type  : \ " . oaly,
. : s0it encore
-9, (95 += 4’ +.---] (85)
A% T AL Z, A4y
’ R ~ P aF
. - FDOF  _FDF |_TF 22 .
N F;‘Q,’F;\Fl« AL Za,\})vn,[z A A T Lo i 2 a,\—‘p
Il vient au premier ordre g 4
A A \‘) XAZ, X"‘B k‘) CL$ “C:.F DF‘L X-l‘\
SF _FEY . D FF T FEF [ dur, ] - o [ +
/ 341,’ Az AF-L ,u,“"t.z,[/\z,ﬁ z&fn*‘"s "LFS 423 P I e * 'a:\;?l e
. : i
(86) ‘ X
L % 2 B‘*) ey a‘i’,\b
: ____EF\‘P drxo\x»J]..fEF "“?’1_/»0‘4.___;;_;‘_
Nous constatons que gy, et par suite F , sont devenus des fonc-. AR doay oy Ty A2 r1Y 3@4
tionnelles de F, . On dit encore que la ’cvondition d'adiabaticité _—
est satisfaite mais la structure de Fl” est profondément diffe- . ; anl 'J (90)
rente des formes obtenues en gessayant de généraliser l'équation ) 2 D ?;E';
de Boltzmann. ' - ‘ ‘ . Comme d'aprés (46)
Posons : ’ . ‘ v 5“&; — —
, : o k., 2 < X, £ | X o~ Y dec (1)
N , o —_ ‘ 33 T4y e T R Je I
h A .
) d =09 X d . '
4‘. - — + q. * — + * — ’ o (87) !
aE‘ daxy i o ' ’ . F,, prend la forme finale
F.-FFEY _% ¥ FEFJ%F ..“C'FFM)"’“
ALT" AT Al T A UL e A A AERE A .L»\z,at
T xié 0 : o
. Ceo= : @ e’ e e s dzxdmr _ (88) Y F awxz, 2 KT QF, TCF b\P"““
*3 ~ a‘:;,' --é-—-é o T Cwea, TN MAFA +o -3 = e B =
B T s " PR, § -——-) KT o F:
o . [M& F, o4 o—or 27
e YAdSd - us - S (92)




L'équation cinétique gouvernant Fl stécrit

soit en explicitant
' =Y
E £ %X 2QF Xay F
-?_r/:-_‘-‘\_&:'ar\ _r& ...___: RN "‘*M\‘)d\b %,_E.JL:
b % . :
'B X/\b BFJ\ /Y\ L‘)A A,I X/LL a
R EP S T A Y T o~ dae,
._.._" .X._.>
EFA - a-FA x,‘ a?ﬂ . A2
s RO dﬁc t Ld
o *aa*ma“"“m]“ T |
—
BFJ\ a““l a —3 d’ - 'U XAQJ
32 b 5% v () dmar® e 0

— —3 pi
dws L ya, Doty
—
(X/‘-L bFA B\VJQ, 7 AJI’
t L <My V2 A (94)
o 'BMA a,-:_z 2
La conservatioh des particules‘entraine
Om d v |
e ds () =
ot dx

2

= 246 -

En outre, nous pouvons faire apparaitre la quantité

A
puis effectuer le changement de variable t = %, t afin de montrer

que le terme Fl,est dfun ordre supérieur aux autres.

Nous obtenons ainsi 1'équation cinétique

PN L Xaz oF,
SRS TN + — Yar vy A*L41, . ——
ot T, e ) Py T 2wy
—
v Az OF, dWir oy Yy da
2 - T T + A{L " == _.EA -+
0 af\rf,‘ at a’.IZL " <

o Xaz, J [3 (Vvu, koT 2F
™ : (T E )
2 2 == At —3 e A2,
) e a{‘“r'\ a ‘I«A a 4
(986)
-
Lorsqgue les quantité&s macroscopiques n, et v, varient peu & 1l'échel

le de la zone d'interaction, il est possible de ne conserver que
i z . oy
le premier terme du développement Taylorien autour de ny et vy
]
%’12 peut &galement &tre considéré comme une forction de ‘xz = xli
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L'équation (96) se simplifie et prend la forme Fokker-Planck -~
Frey-Salmon .;

oF, —» 2F X, oF R V
t ) “égl *'—3- 'a =3 = wihﬁb [?5 E; t (;;E-;E:)q
ot Y, e e, s
PN Kot ;
—_— AT :
o, T Tan A a (97)
avec
® de dy
5 - o — et dee (98)
3IKeT dnc dx

Cette &quation cinétique apporte pour le coefficient de viscosité
1'expression suivante

. S (M%T)”L

BB MV o2

eol) = = ZE -]

(99)

Les inté&grales sont maintenant convergentes pour les potentlels
usuels,
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APPLICATION AUX GAZ DILUES.

La fonction kylz prend la forme simple
o

[ —

W - o KT (100)

d'ol pour le coefficient de viscosité, 1l'expression

AlL
}) < )»‘o - § : (e %) (101)

Ab Vi oV (XC KOT)

Désiénbns par x_ 1'abcisse du fonds du puits de potentiel et par

- kO'I‘i la valetr de celui-ci en cte point

X’
R SO T
wn A T KeT Ko T
XC,L: S, e Ke dff«u P -
Lo dﬁ%41 L,
o
(102)
d'ou l'g;pression finale
e
(m t<oT>h’ Xy T (103)

}J - A6 Vﬂ ot v

= 249 -



Ce résultat montre que le coefficient de viscosité dfun gaz : T ‘ \
dilué ne dépend pas de maniére fine de la forme du potentiel d'in- \ '\
teraction, mais seulement du diamétre ¢  de la mclécule, du rap- : o o ‘ 7
port entre l'abcisse du fonds du puits de potentiel x, et o, enfir- | . . - Con \
de la valeur du potentiel en X Il est donc aisé de trouver des ] .
lois réduites. /20/. , _ « : , ‘ \
‘ —KQT.L ______ 3
Figure 4.
- APPLICATION AUX GAZ DENSES.
2
c:C.(O' ‘?: -Em;(’o:—">—ko.r‘
L'application de la formule (99) exige qu'on ait préalablement
résolu une &quation intégrale donnant \'ﬁ) (x = xX,5, n, T). i : )
v 12 12 . /'I.)B’ \e:-koT’;’ .?\l(,x’) ~ - .g\_:/g ~ >0 (104)
On peut obtenir une premiére approximation en utilisant la formule /
(49) ' }
@0 'LP,{S . . .
(P‘ ar - ;—_;_— ‘ Dans les diverses intégrales de la formule (99) la partie répul-
% o : . Lo
Y(m z ’x“_:’“,T) “lp o 1o + [Q, - 4 ] | sive est dominante et dans la formule (49) & l'intérieur de cette
f(oT Ly partie répulsive, le terme Lpn est dominant.
G o : ’ ‘
Az 24, - c(“ ; v . Dfod ,
ot | o [(®rde 2 A Lip\ dPy2
| A .
[ : '3 - AYx dx «  dne ‘ : — Yeyxtde - [ —) Yx)etda 4 —
23—y 43 A3 . ki da k;nr}' dax dx
w . . | 0" :
l"mg - Tl : s
. { i o LF g‘ &
(49) ‘ | T(=) dd.]
. e
K 2/ LTS
B . : . 'i - . iji e KT iy
La dé&termination de exige le calcul d'intégrales triples pour i ..KZ‘TL de
un potentiel réaliste. ' o 0
. . . : < : : . (_E —K)Ti) —as b
Il existe toutefois un potentiel qui représente assez bien / . koTo - *9-“?—.;———- KoT [ E
. ¢ . | - f112%
l'interaction et conduit i de grandes simplifications. Il s'agit ; = E ¢ ‘ e T iea "
du potentiel de Sutherland (figure 4) dont la partie‘ fépulsive ' . m ‘ KoT
- peut &tre considérée comme la limite d'un potentiel obliqué liné- - 2 € 32 )~ -L]
aire. ' : : KoT
= 250 - £ T
- & e T Enn ——p ©O (105)
K i
. . LTI B}




La quantité XCN est calculée sur la partie répulsive et nous avons

montré que

T
7 KoT -
XC - e {106)

D'autre part, décomposons 1l'intégrale suivante en trois parties

0 B Ol'..i. LR A f 0
iy 4d¢
(LL._.Y RS d}t = ‘ + 4 (107)
dac .
© ° ot Tt
- E & ¥ () (108)

L'expression du coefficient de viscosité devient :

£

}J s (i koT)R A
eV o \‘)(&k)'(«{_%mb"S).

(109)

Pour &¥ (0:) nous allons utiliser la formule approchée (49) avec:

~~ o
o~ "o~ a3 éz L™y

e| R

.
- 252 = . Lo Iaa.ny

Il .vient :

<o

o T
Au premier ordre en e nous obtenons
T

\\)&v) wp E+4Wm0 T

T Ay
< 4
™~ A (2% ~
13 as)mn a3t (
“A g -A
T3

M) semp [, (4

T A meo
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(111)

(112)
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Tl est naturel que ce terme ne joue aucun role 3 la température
de Boyle TB pour laguelle le gaz est proche de l'état parfait.
La partie attractive du potentiel peut donc &tre choisie de telle

maniére que :
A

P" T, =T (114)

1a formule du coefficient de viscosité prend la ferme simple :

Lrmo® (32 -4)

“Jew et | A T

(115)

La comparaison avec l'expérience est faite & %frtir des don-
nées de H.J.M. Hanley, R.D. Mc. Carty, W.M. Haynes.

Aux faibles pressions, i‘écart entre la théorie et l'expé—
rience est en moxgnne meilleur que 1% - 200 & 550 K. On retrouve
une ioi en VT TF
riepres 3 Ti 3 des formules de Sutherland. Au voisinagg de la -
température de Boyle, -1'&cart est de l'ordre de 1. 2a 2% pour 1'Ar-
gon jusqu'i 500 bars et pour l'azote atteint 3% a 200 bars et 5%
3 350 bars. Au deld de 200 bars pour l'Argon et de 250 bars pour
l'azote, P présente un minimum en fonction de la température
dont la théorie rend compte. L'é&cart relatif moyen total est de

1,2% pour l‘Argon'et de 1,9% pour ltazote.

i Cryogenics Division, National Bureau of Standards, Boulder,

Colorado 80302.°

"The viscosity and Thermal Conductivity Coefficients for dense,
: i d o
gaseous ané liquid Argon, Krypton, ¥enon, Nitrogen, an Kygen.

J.of Phys. and Chem. Ref. Data., 1974, Vol.3, n®4, pp.%79%9 - 1017.
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qui conduit pour des températures tr@s supé-.

CONCLUSION.

Mous avons introduit l'irréversibilité en imposant 3 F123

un développement en fonction de F et de termes exprimant les corréla-

P,
17713
tions de position et de vitesse entre particules. Nous avons
choisi comme petit paramétre le rapport entre la durée d'une col-
lision et l'intervalle de temps entre deux collisions et nous

12 en fonction

de Flfet de F2 qui conduit & une &quation cinétique contenant entre

avons obtenu au premier ordre une expression de F

autres un terme du type Vlasov et un terme du type Fokker-Planck.

Nous -en avons déduit une expression du coefficient de visco-
sité qui,se présente comme un rapport d'intégrales simples fonc-
tion du potentiel interparticulaire (P et de la fonction de coxr-

rélation de position W Celle-ci ne peut &tre obtenue (sauf

] 12° .
pour ‘les pressions faibles) qu'en résolvant une équation intégrale

adaptée.

En revanche, pour un potentiel de Sutherland et une certaine

forme approchée de LP de remargquables simplifications s'intro-

: 12
duisent et m@nent & une formule explicite d'une application trés

aisée ne dépendant gue du diamétre des molécules ¢ , de la profon-
deur du puits de potentiel - K T., de la température de Boyle T

071 B
et bien entendu de la température T et de la densité particulaire

~n, L'écart moyen entre la théorie et l'expérierice est dans le

domaine 200-500.K et 1-500 bars de 1,5% pour l'Argon et dans le
domaine 250~550" k et 1-350 bars de 2% pour l'azote.

Nous remercions Monsieur Laigle pour l'exécution des calculs

et d'utiles discussions.
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