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Résumé : On montre d'abord que la formule de
Brillouin pour l'information obtenue lors de la mesure
d'une observation X ne peut &tre acceptée que si X est
une quantité bien définie. St X est une variable aléa-
toire (v.a.), la formule de Brillouin n'est pas accep—
table et 1'on montre qu'une quantification adéquate de
L '"information obtenue par une mesure approximative peut
se faire dans ce cas en utilisant la théorie de Shannon
pour le taux de transmission de l'information dans un
canal bruité. On ne considére que des. mesures macrosco-
piques, de sorte qu'il n'y a pas lieu de prendre en
considération le principe d'incertitude de la mécani-
que quantique. On souligne, par la suite, l'analogze
existant entre un appareil de mesure conventionnel et
L'observateur humain faisant usage de ses sens, On
montre qu'une méme matrice de transition @ peut étre
utilisée dans les deux cas powr relier la distribution
originale p (x) de la v.a. X avec la distribution modi-—
fiée par 1'appareil de mesure, ce qui conduit d une
distribution P (y) de la v.a. Y. La connaissance de
1'une des distributions ci-haut et de la matrice de
transition @ permet dans tous les cas de procéder d une
quantification adéquate de l'information obtenue. Cepen-
dant, dans certains cas particuliers, cette quantifica-
tion peut se faire par l'intermédiaire des seules
distributions p (x) et P (y) sans connaissance de la
matrice Q. '
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I. Introduction

Cet article traite de 1l'information obtenue
lorsqu'une observable physique est connue de maniére
approximative. Cette connaissance approximative peut
venir soit de mesures effectuées au moyen d'un ins-
trument de mesure nécessairement imparfait, soit des
estimations d'un observateur humain dénué d'instru-
ments de mesure adéquats et faisant usage pour ses
estimations uniquement de ses sens.

Les instruments de mesure sont en général im-
parfaits parce qu'ils sont d'une précision et d'une
exactitude limitées. La signification donnée aux
mots '"précis" et "exact" est la suivante : un instru-
ment de mesure est dit précis si un grand nombre de
déterminations successives d'une méme observable con-
duisent 4 une distribution serrée autour de quelque
valeur moyenne ; 1'instrument est de plus exact si
ladite valeur moyenne coincide ou est trés proche de
la valeur réelle de 1l'observable.

On ne considére ici que des mesures macrosco—
piques, de sorte que les problémes qui font intervenir
le principe d'incertitude de la mécanique quantique
sortent du cadre de l'article. Par ailleurs, pour évi-
ter toute confusion, nous tenons 3 préciser que nous
ne serons pas concernés par l'estimation des diffé-
rentes moyennes du calcul statistique, a déterminer a
partir d'un ensemble de mesures de précision donnée.
Ce probléme, d'importance capitale en pratique, a &été
traité par le passé par certains grands mathématiciens
et c'est durant les anndes 20 que R.A. Fisher (!) a
donné 3 la théorie de l'estimation statistique, la
forme définitive sous laquelle nous la connaissons
aujourd'hui.
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Notre propos restreint est ici de traiter du
probléme spécifique de 1'information obtenue par
l'intermédiaire de mesures approximatives, que celles—
ci solent dues 3 des mesures appropriées ou 3 des
estimations humaines. '

Le mot "information" doit @tre compris dans son
sens mathématique précis, dii 4 Shannon (2-6), Souli-
gnons encore que le mot "estimation'" n'a jamais dans
ce qui suit le sens d'une moyenne statistique ; il
s'agira touijours d'une estimation au sens courant du
terme. Par exemple, un observateur pourra estimer,
faisant usage de ses sens, la hauteur d'un arbre, la
vitesse d'une voiture automobile sur la route, la hau-
teur d'un son musical et ainsi de suite. Soit donc une
certaine propriété x d'un objet physique s. Le plus
souvent d'ailleurs s fera partie d'un ensemble S
d'objets de méme nature. x sera alors, par exemple, la
hauteur d'un arbre particulier dans une for&t, ou bien
la vitesse d'une voiture particuliére sur une autoroute
et ainsi de suite. La propriété x &tendue 3 l'ensemble
de. la population S devient alors une variable aléatoire
(v.a.) X. Brillouin (7) pose que si L est le champ
d'observation de la v.a. X et AX la précision de 1'ins-
trument de mesure, 1l'information obtenue lors d'une
mesure particulidre est donnée par

L

I=klngxg , (D

oll k est une certaine constante, prise par Brillouin,

de maniére plausible mais sans démonstration rigoureuse,
8gale 3 la constante de Boltzmann. On ne peut accepter
la relation (1) comme &tant une définition adéquate de
1'information obtenue que dans le cas ol X est une quan-—
tité bien définie, telle la charge ou la masse d'un
€lectron et non pas une variable aléatoire. L'ensemble
précédent S ne contient alors qu'un seul &lément s et
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il n'existe pas une distribution de probabilités
objectives p (x) pour la distribution de X, de
sorte que 1l'on est en droit de poser que toutes

les valeurs & priori possibles de X sont équipro-
bables, ce qui conduit & la relation de Brillouin.
L'absence d'une distribution de probabilités p (x)
pour X fait cependant que la formule (1) contient
nécessairement un &lément arbitraire, & savoir
1'étendue du champ d'observation. Aussi, nombre

de physiciens pourraient-ils &tre tentés de la
rejeter méme dans ce cas. Si par ailleurs X est

une v.a., la relation (1) ne peut &tre admise comme
étant une mesure adéquate de 1'information pour 1la
raison suivante : admettons que AX soit suffisam-
ment petit pour qu'en pratique on puisse admettre
que 1l'instrument de mesure permet de déterminer la
distribution des valeurs prises par X de maniére
quasi-parfaite. La relation (1) nous dit alors que
1'information obtenue lorsque 1'on effectue une
mesure particulidre dépend de la précision AX et

du champ d'observation L mais nullement de la dis-
tribution de la v.a. X dans la population S, Or,
1'essence méme de la théorie de Shannon (Z,9)

tient 3 ce que l'information est justement fonction
de la distribution de X. On sait que c'est cette
théorie de Shannon qui a ouvert 1'8re mathé@matique
de la théorie de l'information. Comme on peut le
constater sur la figure 1, la formule de Brillouin
n'est adéquate que dans le cas oli les valeurs de X
dans le champ d'observation L sont &quiprobables.
On examine plus en détail ce point dans la discus-
sion (paragraphe VI). Dans ce qui suit, nous vou-
drions montrer qu'une quantification convenable
peut &tre obtenue trés simplement par une extension
directe de la théorie de Shannon pour le taux de
transmission de 1'information au travers d'un canal
bruité, théorie qui fait usage du concept "d'équi-
voeation" (8). Nous montrons schématiquement, ci-
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bas, 1l'analogie, au moyen des cas A, B et C. Le cas

A concerne le taux de transmission de 1'information
dans un canal bruité, d'une source 3 un observateur.
Le cas B concerne la mesure d'une observable physique
au moyen d'un instrument de mesure imparfait. Enfin,
dans le cas C, c'est 1'observateur lui-méme qui fait
fonction d'instrument de mesure.

A. Source —ysignal canal ' %zgﬁalr
ruitte’ équivoque
mesure en convulation
tilt : ' -
B. observable u sant de l'observa—-, mesure

un appareil Dle et de [ 'ap- approximative

imparfait pareil de mesure
cstimation convulation
de l'obse -
C. observable —d'un obser- ble et demz'c’Z > Zggzgzimative
. vateur
observateur

Les observateurs humains sont donc assimilés
gans de qui suit 3 des instruments de mesure, lorsqu’
1ls effectuent des estimations. De fait, la différence
entr? les deux est plus quantitative que qualitative
La différence qualitative essentielle est la suivanté :
nous nous attendons 3 ce qu'un. instrument de mesure
a?Propylé réponde, compte tenu de sa précision, de ma-
niére ldentique 3 des stimulations identiques. Par
contre, l'on ne s'attend pas 3 ce qu'il en soit en
général aiysi pour un observateur humain. La réponse
d? ce dernier peut, en effet, &tre influencée par dif-
férents facteurs externes ou internes 3 1'observateur

9
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objectifs ou subjectifs. A titre d'exemple, on peut
citer 1'heure du jour, 1'éclairement, la condition
psychologique de 1'observateur au moment de 1'esti-
mation. Toutefois, pour le propos de l'article, nous
supposerons que les estimations humaines satisfont

3 certaines conditions de stationnarité, ce qui doit
permettre d'assurer un minimum de reproductibilité
des estimations de l'observateur. Ce point est exa-
miné un peu plus.en détail au paragraphe VI.

Le probléme de l'information obtenue lorsque
1'on effectue des mesures physiques a &té examiné
par le passé par de nombreux chercheurs, surtout des
mathématiciens (°,13). Le résultat essentiel, 3
savoir nos relations (23) et (23') tenant compte de
1'8quivocation de l'appareil de mesure remonte au
moins & Lindley (13). Cependant, ce résultat semble
moins connu des physiciens et surtout des expérimen-—
tateurs, qui pourtant sont en contact quotidien
avec des instruments de mesure. La valeur de 1'in-
formation obtenue par une mesure physique, telle
qu'elle est donnée dans le livre populaire de
Brillouin, est i notre sens inexacte ou, a tout le
moins incompléte. Ailleurs, le probléme n'est méme
pas abordé. Aussi, 1'utilité du présent article
pourrait surtout &tre de diffuser des choses connues,
mais cependant insuffisamment connues des principaux
intéressés, en utilisant une approche &lémentaire et
intuitive, qui s'appuie sur la théorie de Shannon
pour le taux de transmission de 1'information dans
un canal bruité. Ceux qui voudraient compléter la
présente approche par des approches plus générales
et plus rigoureuses, devraient se reporter aux tra-
vaux des mathématiciens (5, !3).
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II. Equivocation et taux de transmission de 1'infor-
mation

Afin de rappeler la théorie de Shannon sur le
taux de transmission de 1'information dans un canal
bruité, il convient d'abord d'introduire les diffé-
rentes "entropies'" concernées. Nous donnons d'abord
la définition dans le cas discret, suivie, aprés le
symbole d'identité = par la définition dans le cas
continu. Pour ne pas étre redondant, l'explication
des symboles est donnée seulement dans le cas discret
ceux du cas continu devenant de la sorte &vidents.

Soit deux variables al&atoires X et Y ol X peut
prendre les valeurs discré&tes 1, 2,...i,... et Y,
les valeurs discrétes 1, 2,...3,... 3 si p..: est la
probabilité pour que X prenne la valeur i &t Y la
valeur j, alors 1l'entropie de la distribution des
deux v.a. X et Y est donnée, d'aprés Shannon (2)
par :

H[X,Y] = - Zpijlnpij E‘—'({p(x,y)lnp(x,y)dxdy (2)
ij J

Dans le premier membre de 1'équation 2, des
crochets sont mis & la place des parenthé&ses habi-
tuelles, pour souligner que H n'est pas une fonction
de X et Y dans le sens usuel mais une quantité bien
définie par les distributions de probabilité de ces
variables aléatoires. L'entropie de 1l'une de ses
distributions indépendemment de 1'autre est donnée
par :

H[X] = - Zp.lnp. = - {p(x)lnp(x)dx (3)

- Jp(y)lnp(y)dy (4)
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p; =) P, ; p (x) = fp(x,y)dy (5a)
hi
Pj = g Pij p (y) = fp(x,y)dx (5b)

Si, comme cela _est souvent le cas, X et Y sont
interdépendants. Nous .écrirons :

P.: = P.49.. = P.Q.. p(x,y)

i

p(y)qy(x) ~ (6b)

~ce qui revient 3 dire que la probabilité pour que X
et Y prennent respectivement les valeurs i et j est
égale 3 la probabilité pour que X prenne la valeur i
multipliée par la probabilité conditionmelle q. . pour
que Y prenne la valeur j lorsque 1'on sait quelia
valeur prise par X est i(et raisonnement analogue si
on utilise la probabilité conditionnelle Q..). En
portant (6) dans (2), on trouve facilementjque :

H [X,Y] H{X] +H [v] =H[Y] +H [x] (7

==
=
n

-ig Pylng; s [ p(x,y)1lng (y)dxdy (8a)

{ p(x,y)lnqy(X)dxdy (8b)

H, [x]

—~2 p..1nQ..
S ij 1] Ji

. L'entropie conditionnelle Hy [ Y] mesure 1'in-
ce?tltude moyenne sur la valeur de Y quand la valeur
prise par X est connue ; de méme, 1'entropie condi-
tionnelle [X] mesure 1l'incertitude moyenne sur la
valeur de X' quand la valeur prise par Y est connue.
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p(X)qX(y) (6a)

La théorie de Shannom sur le taux de transmission de
1'information dans un canal bruité stipule que si une
source produit de la néguentropie (10) au taux de

H [X] par seconde et que cette néguentropie est trans-
mise par un canal bruité, la néguentropie effective-
ment transmise par seconde est moindre que la
néguentropie produite a la source et est donnée par :

R=H0[x] -8 [X] =8[Y] -H [V  (%9,9%)

L'entropie conditionnelle [X] est appelée
par Shannon "1'dquivocation' et mesure notre incerti-
tude sur la valeur de X a 'la source lorsque l'on spé-

-~

cifie la valeur de Y a l1l'arrivée.

Considérons maintenant, qu'au lieu de vouloir
transmettre un signal par 1'intermédiaire d'un canal
bruité, nous désirons déterminer la distribution
d'une certaine propriété X dans une population S. Il
n'est pas nécessaire de préciser la nature de la po-
pulation. Cela pourrait &tre, par exemple, notre pré-
cédente population d'arbres dans une forét dont nous
désirons connaitre la distribution des hauteurs, ou
encore la population d'automobiles 3 un moment donné
sur une autoroute dont nous désirons connaitre la
distribution des vitesses. S'il &tait possible de
déterminer trdés exactement la distribution vraie pour
la hauteur des arbres dans la foré@t (que nous suppo-
serons continue) alors 1'information obtenue lorsque
1'on détermine la hauteur d'un arbre particulier
serait donnée par la mesure de Shannon :

I[X] =- f p(x)1np (x)dx 3"
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Toutefois, en raison de l'imperfection des
appareils de mesure et des erreurs d'observation, la
distribution exacte normée p(x) est remplacé&e par
une distribution approché&e normée P(y) (voir fig. 2).
On appellera cette distribution modifiée la distribu-
tion convoluée. En d'autres termes, dans un cas spéci-
fique donné, la valeur mesurée pour X n'est pas trouvée
8tre x (valeur exacte) mais (y) (valeur approchée). x
et y peuvent différer. de maniére plus ou moins impor-
tante, d'aprés les caractéristiques de l'appareil de
mesure. Une seconde mesure de X conduira 3 la valeur
y' en général différente de y et ainsi de suite. La
distribution normée globale P(v) pourra différer de.
manidre plus ou moins importante de la distribution
réelle p(x). L'information obtenue, 3 partir de la
distribution P(y) ne peut @tre donnée par la relation
(3'") ot 1'on a simplement remplacé p(x) par P(y). Il
est facile de montrer que telle procé&dure conduirait
i des absurdités. De fait, le bruit dans un canal est
remplacé ici par la nature approximative de toute
mesure physique. Le message recu comportant de 1'équi-
vocation est l'analogue de la distribution convoluée
P(y). Comme conséquence de cette &8quivalence, 1'infor-
mation obtenue par des mesures approximatives peut
8tre traitée de manidre analogue 3 l'information obte-
nue en utilisant un canal bruité.

III. Distributions exactes et convoluées d'observables
physiques - La matriceé de transition

Considérons d'abord un systéme physique unique
S dont nous désirons déterminer certaine propriété X.
Soit X dans ce cas particulier la valeur de X. Si la
propriété est mesurée un trés grand nombre de fois en
utilisant un méme instrument de mesure de caractéris-

tiques données, la valeur X, conduira 3 une distribu-
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tion qXO(y) comme conséquence des fluctuations de 1°'

appareil de mesure et des erreurs d'observation.
4y (y) est la fonction convoluée de la fonction de

Dirac 6(x-xo) et de 1l'appareil de mesure (11), Suppo-
sons maintenant qu'au lieu d'avoir un syst&me unique s,
nous ayons une population s; de systémes formant un
ensemble S, de sorte qu'a chaque s. corresponde une va-

leur x, de 1l'observable X. Si la distribution des x.
est cofnitinue ou peut &tre approchée par une distri-
bution continue, nous pouvons la représenter par une
distribution normée p(x). Pour chaque valeur de x la
convolution avec l'instrument de mesure conduira &
une distribution convoluée q (y). Dans le cas parti-
culier oli 1'on peut postulerxl'invariance par trans-
lation de l'observable des caractéristiques de 1'
appareil de mesure, c'est-d-dire dans le cas oill

q. (¥) =q (v +x - x.) (10)
xj Xy k ]

la distribution globale P(y) est donnée par 1l'inté-
grale usuelle de convolution.

P(y) = p(x) £ q(x) = J p(x)q(y - x)dx (11)

oll dans q(x) 1'indice x a été €liminé en tant que
superflu.

Dans ce cas, en faisant usage d'un th&oréme
classique, si T, et T, sont les transformées de Fourier
de p(x) et de q(x), la transformée de Fourier de P(y)
est donnée par :

T =T . T (12)

Cependant, dans le cas général, 1'hypothése (11
ne sera pas acceptable et nous nous attendons en parti-
culier 3 ce qu'il en soit ainsi lorsque des observateurs
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humains se comportent en tant qu "instruments de mesure
(voir paragraphe IV). Dans ce cas, la distribution

q_(y) dépendra en général de la valeur partlcullere X
considérée, de sorte que l'on peut poser qx(y) = q(x,y)
et la convolution de p(x) avec l'appareil de mesure sera
donnée par :

P(y) = J p(x)q(x,y)dx ~ (13)

La relation (13)§est une sorte d'intégrale de con-
volution généralisée, pour laquelle la relation (12)
n'est plus en général vérifide.

Une autre définition, qui sera utile, de la dis-
tribution convolude P(y) peut dtre donnée en utilisant
une matrice de transition. Soit L le champ d'observation
(que mous supposons fini) et divisons-le en N parties
égales au moyen de N + 1 points (fig. 2). Soit alors q;
la probablllte conditionnelle pour que Y prenne une va-
leur comprise entre J, j o+ 1 lorsque 1'on salt que x a
pris une valeur comprise entre i, i + 1. Les ql- définis-
sent une matrice carrée d'ordre N que nous supposerons
régulidre et qui est stochastique, c'est-a-dire que nous

ij

avons Z qy i = ] avec q.j > 0 quels que soient i et j.

Deflnlssons maintenant deux vecteurs N-dimensionnels
p et P tels que les composantes Pl""PN P ,...PN soient
proportlonnelles aux aires délimitées respectivement par
i, i+ 1 et px) et j, j+1etP(y) respectivement
(fig. 2). Appelons ces vecteurs, pour lesquels nous avons

z pi = 2 P = 1, avec p;, Pj > 0, vecteurs stochasti-

ques. Nousjavons, de maniére évidente :

P-"Qp (14)
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-valeur en M points équidistants, ol M est ‘donné ‘par-

Q est 1a matrlce transposee de Q.. Comme -nous:
avons suppose Q regullere, mnous avons au331 i

b= (tQ)___lf PV R (15)

ol (tQ) ! est la matrlce inverse de O I1 est facile
de montrer que si p est un_ vecteur stochastique et Q °
une matrice ‘stochastique,: P est necessalrement un
vecteur stochastique. En effet, puisque P, 2 P q
nous avons : A

J;; Jl,' B T I T

' On ‘peut appeler P le vecteur convdlué'de'g par
Q. On admsttra que ‘lorsque N tend ‘vers 1" 1nf1n1, Tes
vécteurs p et P tendront & representer exactement les
distributions p(x) et P(y). Cependant, il ne sera pas
toujours nécessaire de faire tendre N vers 1'finfini
pour obtenir de mani&re exacte les distributions p(x)
et P(y). En effet, selon le theoreme de 1" echantlllon—
nage ‘de ‘Shannon: (12) pour’ pouv01r reconstruire tres
exactement une fonction, il ‘suffit de’ connaitre sa

'M.=i2$vmax ' :E_}xya (16)

et vméi; a'frequence max1male de saidecomp031t10n en.
sérieide-Fourler si€lle ne 1'est pas R sera. son%,’
support etrv’ 1a fréquence maximale ‘de’ son” spectre’”

de Fourier.. Le corollaire de ce01;gst évidemment que
31 la frequence max1male est in: nle, la fonctlon
n'est pas rec structlble de m

d'un nombre £ n1 de ses, p01nts. Prenons donCJpour Voak
2 Vg
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la plus grande des deux valeurs définies par p(x) et
P(y), il suffit alors de diviser le champ L en :

N = '—T- . M = ZL\)maX (17)

points é&quidistants. N sera aussi la dimension de la
matrlce de transition Q et des vecteurs stochastiques
p et P associés.

Si v max St infini, on peut toujours travailler

avec N p01nts equldlstants, qui vont définir des vec-
teurs p et B représentant les fonctions p(x) et P(y)
de manidre approchée. On peut ensuite chercher a défi-
nir de manidre précise p(x) et P(y) en faisant tendre
N vers 1'infini. L'alternative & cette situation est
d'utiliser 1'intégrale de convolution, les relations
(11) et (13). L'approfondissement de ce point sort du
cadre de l'article.

Voicl quelques propriétés de la matrice Q. Dans
le cas le plus général, il n'y a pas de relations entre
les N2 &léments matriciels, sauf pour les N conditions
stochastiques.

>

Si 1'on suppose qu'il n'y a pas d'éléments
matriciels 8gaux entre eux (et qu'en particulier il
n'y ait pas plus d'un &l&ment nul), nous aurons au
total N2 - N = N(N - 1) termes indépendants.

si 1 on se donne deux vecteurs stochasthues
arbitraires p et P, 1'équation (15) ne peut étre réso-
lue pour déterminer les q.., ou plus exactement, les
q.: sont indéterminés. Ce tas le plus général corres-
pond a 1'équation (13) du cas continu, oli la fonction
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q(x,y) ne peut &tre détermine 3 partir des distri-
butions p(x) et P(y). Physiquement, cela signifie
que la réponse de 1l'appareil de mesure a un trés
grand nombre de mesures portant sur une méme valeur
xn de la v.a. X ne peut &tre déterminée & partir des
distributions globales p(x) et P(y). En théorie de
la communication, si le signal envoyé par la source,
parmi N possibles, est i, ce signal peut &tre regu
par 1l'observateur en tant que i, j, k... en raison
de 1'équivocation. La statistique globale des si-
gnaux &émis & la source et regus par 1'observateur

ne permet pas alors & ce dernier de définir, 3
priori,la distribution des signaux regus & l'arrivée
si un méme signal i est envoyé un trés grand nombre
de fois par la source. Pour illustrer ce qui préceéde,
prenons N juste &gal 3 trois. La matrice de transi-
tion est :

91 42 93
924 42 . 993
L 931 432 933 §

oll nous avons les trois conditions stochastiques.

baps =1 Lap =1 Jagp=l (18")
E 13 E 2] 3 33

qui donnent trois relations entre les q.:. Il reste

six termes indéterminés. Si 1'on se doniic deux vecteurs
stochastiques 3 et ?, on a trois relations supplémen-
taires, venant de 1l'&quation (l4) et reliant les q.
Restent trois q.: dont les valeurs peuvent &étre Ch%l-
sies arbltralremént compte tenu des conditions stochas-
tiques et le probléme est indéterminé. Si maintenant

on considére 1'équation (11), 1'dquation de convolution



usuelle, nous aurons les conditions suppl&mentaires que
tous les q.. sont &gaux pour lesquels i ~ j est cons-
tant : tous-les termes paralléles 3 la diagonale prin-
cipale sont &gaux. Nous avons :

N-1+2[(N=2)+(N=3)+...+1]= (N - 1)2

conditions additionnelles, lesquelles ajoutées aux N
conditions stochastiques font un total de N2 - N + 1
relations. S§'il n'y a pas d'autres contraintes, le
choix de deux vecteurs stochastiques relié&s par une
r?lation résoudra exactement le probléme de la déter-
mination des 9 s Si 1'on introduit des contraintes
suPplémentairesJ(sous la forme par exemple d'un cer-
tain nombre de termes nuls) alors les vecteurs 3 et B
devront étre reliés par un nombre de relations &gal a
n, si n est le nombre de contraintes en excés de NZ.
éutrement, le probléme sera surdéterminé et en général
1mpo§sible. Considérons par exemple, la matrice tridi-
me?51onnelle précédente avec la condition supplémen-
taire que les g.. pour lesquels i - j est constant
sont égaux entre-eux. Nous avons alors la matrice :

911 412 93]
921 1 952
431 921 11

qui aprés utilisation des conditions stochastiques
(18') se réduit 3a :

a9 , 992 =gy *oggy)
I=(q); *q;9) 4y 19
4, I=(q)) + dqy,)  dqp

oli i1 n'y a plus que deux inconnues g et q,,. La solu~-
tion du probléme si deux vecteurs stoé%astiq&%s ; et B
sont donnés ne sera possible que si une relation existe
entre ces derniers qui est donnée en annulant le déter-
minant.

Pl - Pz Pl - pz p3 - P2
D= ||Py = Py Py ~ P3 py ~ Py || =0

Nous avons considéré jusqu'ici la possibilité
de résoudre algébriquement 1'Equation (14) pour les
&léments q.. de la matrice Q soumis aux conditions
stochastiqugs, si 1'on se donmne deux vecteurs sto-
chastiques p et P. Toutefois, méme si 1'on se place
dans le cas ol le probléme est algébriquement soluble
(égalité du nombre des contraintes et des inconnues),
certaines de cgs solutions, dépendant du choix des
vecteurs p et P ne seront pas physiquement accepta-
bles, pouvant conduire & des valeurs négatives pour
certains des q.;. Par conséquent, si 1'on se choisit
un vecteur stochastique P, le choix d'un deuxi&me
vecteur stocgastique p ne peut gtre complétement
arbitraire. P devra étre choisi dans un sous-espace,
s'il y en a, des P;, de fagon que tous les qy 5 soient
positifs ou nuls. 11 sort du cadre de ce travail d'
essayer de définir le découpage de 1'espace des P.
résultant du choix d'un vecteur agbitraire p. Disous
simplement que puisqu'aussi bien p que P sont des
quantités qui dérivent de 1'expérience, nous nous
attendons 3 ce que ceci soit une condition suffisante

pour assurer la non-négativité des qij'
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IV. La courbe d'estimation de 1l'observateur

Nous avons d&ja souligné dans 1'introduction que
les estimations humaines d'observables physiques peu-
vent &tre assimilées 3 des mesures physiques obtenues
grice 3 des instruments de mesure si certaines condi-
tions de stationnarité sont satisfaites. Un exemple
peut illustrer comment. les fonctions supposées station-
naires q_(y) et P(y) d'un observateur humain peuvent
8tre construites. Soit 1l'exemple précédent d'automo-
biles sur une autoroute. Nous pouvons préciser le temps
qu'il fait, la saison, le jour de la semaine et l'heure.
Avec ces restrictions, il est naturel d'admettre qu'il
existe une distribution objective des vitesses p(v)
sensiblement stationnaire pour la durée de 1l'expérience.
Soit maintenant, un observateur, posté aux abords de
1'autoroute, auquel on demande d'estimer la vitesse des
voitures qui passent devant lui. On peut lui demander,
par exemple, de faire ses estimations par intervalles
de 2 ou 5 kilom&tres, (ceci définit le découpage du
champ d'observation). Au méme moment, la vitesse précise
de chaque automobile est mesurée par d'autres observa-
teurs, disposant d'instruments de mesure adéquats.
Lorsqu'un nombre statistiquement significatif d'estima-
tions et de mesures aura ét& obtenu, 1l'ensemble des
estimations est divisé en sous—ensembles, chaque sous—
ensemble groupant toutes les estimations correspondant
34 une vitesse mesurée donnée,(a 1'intervalle de tolé-
rance précédemment défini pré&s). Ceci va donner la
fonction de probabilité conditionnelle q_(y) de 1'ob-
servateur, ou encore les &léments q;: de la matrice de
transition Q. La distribution estimée globale des vi-
tesses P(v) sera appelée la '"courbe d'estimation" de
1'observateur et sera le produit de convolution de la
distribution réelle p(v) par 1'instrument de mesure
qu'est en l'occurence l'observateur. L'introduction
des distributions gq_(y) et P(v) est utile, car ceci
permet de quantifier 1'information d'excé&s obtenue par
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un observateur avec un appareil adéquat, qui a procédé
4 une estimation préalable (voir section V).

Supposons par exemple, que la distribution réelle
des vitesses est une gaussienne centrée sur la valeur
v, et d'écart-type g, et que la réponse de 1l'observateur
qv(y) est une gaussienne d'écart-type o, indépendant de
1a valeur de v considérée. Avec ces hypothdses, nous
sommes dans le cas correspondant 3 1'équation (11),
1'équation de convolution usuelle, qu'il est dans ce

cas approprié d'utiliser directement. Nous avons en
effet :

1/2

p(x) = (ZNOS)— exp(~x2/20§) (192a)

q. (y) = (2no%)"1/2 exv{—(x—y)z/Zo%} (19b)

ol 1'on a posé x =v - Ve T signifiant la transformée de
Fourier, nous avons :

-1/2

T {(ZNGg) exp(-xz/Zcé)} = exp(—2ﬁoéK2) (20)

et en utilisant (12) :

TP(y) = exp{—ZﬂKZ(cé + 0%)}

de sorte que :

P(y) = (2n(op + oDV Texpi=y?/2(2 + oD D)

La courbe d'estimation de'l'observateur, qui est un cas
particulier de distribution convoluée est une gaussienne
centrée sur la valeuE vy gomme la distribution réelle
mais d'écart-type (oo + 01)1/2 au lieu de 9y- Observons
que dans ce cas particulier si p(x) et P(y) sont donnés,
1'équation (11) peut &tre déconvoluée de fagon a obtenir




. o L Rappelons que qx(y) est la distribution condi-
q_(y). Le cas discret équivalent est celul ol tous tionnelle des y lorsque x est fix&, Qy(x) la distribu-

les &léments q; de Q peuvent étre determlnes sans tion conditionnelle des x lorsque y est fixé.
ambiguité par 1a donnée des deux vecteurs p et

L'information obtenue est au plus &gale 3 1l'en-
tropie de la distribution p(x) de la v.a. X. L'égalité

V. La quantification de 1'information est acquise lorsque a 5 Q ]1’ ol §. i est le sym-
On obtient la quantification désirée par 1' bole.de Kronecker egal.a.l 31 i =3 et zéro si i *.j.
intermédiaire des &quations (9a) et+(9b) En intro- Physiquement ceci signifie que.les mesures reprodul~
duisant les vecteurs stochastiques p et P a1n31 que sent exactement les valeurs prises par l'observable,
la matrice Q, les entropies correspondantes s'écri- de sorte que les d£3tr1bUt1°nS p(x) et P(y) (ou encore
vent les vecteurs p et P) se confondent. L'autre limite est
: celle oli 1'information obtenue est nulle et elle se
H(X) = - 2p.1np. (22a) - produit lorsque deux v.a. X et Y ne sont pas corrélées,
i de sorte que les probabilités conditionnelles q;5 et
Qj. sont respectivement &gales .aux probabilité&s globales
H(Y) = - ZP.lnP. (22b) P. et p, respectivement. Dans ce cas, nous avons par
i exemple™: '
= = > . .=+ 9P, .
B0 = - ] ey slaa g (22¢) EERULTERE LoylPjlnPs =+ LP;lnks
HY(X) ==Y P.Q.. (22d) de sorte que I calculée a partir de (23) est nulle.
i3 3 317051
Observons que dans certains cas particuliers, .
ot les Q.. sont les &léments de la matrice Q’l. Nous 1'information I peut étre calculée & partir des deux
obtenonsl4insi, & partir de (9a) et (9b) : distributions marginales p(x) et P(y), lorsque 1'équa-
: tion (13) peut &tre déconvoluée pour donner la distri-
= - XP lnp ¥ Z P. Q an = - JP,1nP. bution de probabilité condltlonnelle qx(y) (ou, de
1] i maniére alternative, si 3 partir des vécteurs p et P,
(23) on peut obtenir sans ambiguité les &léments de la ma-
+ z P4, 1nq trice de transition Q). Si cela n'est pas possible,
i ij ij ‘ la quantification 3 partir des seules distributions
p(x) et P(y) né sera pas non plus possible.

Dans le cas continu, nous écrirons de mani&re analogue : )
Supposons maintenant que nous effectuons deux

I=- JP(X)lnp(X)dx + JJP(X’Y)an (x)dxdy = mesures successives de la méme valeur d'une observable
y (23" en utilisant deux instruments de mesure de précision

g
- JP(y)lnP(y)dy + pr(x,y)lan(y)dxdy
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et d'exactitude différentes. Soit I, et I,, les infor-

mations respectives obtenues, consiéérées indépendem-

ment 1l'une de 1'autre. Nous avons :
(1

Il (24a)

1]

et

| g @ ”
I, = (DY = B Y] (24b)

Si 1'instrument 2 est plus précis et exact que
1'instrument 1, 1'information d'excé&s obtenue lorsque
1'on effectue une mesure avec 1l'instrument 2 aprés.en
avoir effectué une avec 1'instrument 1 est donnée, en

tenant compte de ce que H X}, par

AL = I, - I, = H(z)[Y] - H(I)[Y] - {HX(Z)[Y] -

2 1 (25)

Mgy og D )
IS I P Rt

En particulier, 1'instrument de mesure 1 peut
étre simplement un observateur humain faisant usage
de ses sens ou de sa connaissance antérieure de la
situation pour procéder 2 une estimation approximative.
L'équation (25) donne alors 1'information d'excés obte-
nue lorsque 1l'observable est par la suite mesurée avec
plus de précision grdce 3 un instrument de mesure adé-
quat,
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VI. Discussion

Le but du présent article est de mettre 1'accent
sur deux analogies :

- la premidre, c'est l'analogie entre la théorie de
Shannon pour le taux de transmission de 1'information
dans un canal bruité et 1l'information obtenue par des
mesures effectudes avec des instruments de mesure
d'exactitude et de précision nécessairement limitées.
Le cas idéal de mesures effectuées avec des instru-.
ments parfaits est analogue au cas de la transmission
de 1'information dans un canal sans brult ;

- la seconde analogie est celle qui existe entre un
instrument de mesure proprement dit et un observateur
humain procédant & des estimations, utilisant pour
cela ses sens et éventuellement la connaissance préa-
lable qu'il peut avoir d'une certaine situation.

Ces deux analogies conduisent d un traitement unifié des
cas A, B et C considérés dans 1'introduction.

Examinons maintenant certaines différences pro-
pres A ces analogies. En ce qui concerne la premiére
analogie, la quantité R donnée par 1'équation (9) est
une quantit& purement formelle, alors que la quantité
I de 1'équation (23) a toujours une signification séman-
tique. On peut en effet, 3 partir d'une source envoyer
une sé8rie de signaux n'ayant aucune signification dans
aucun langage connu. Malgré cela, l'information "de 1’
ingénieur', selon Shannon, sera toujours donnée par (9).
Par ailleurs, toute série de mesures d'une observable X
a toujours un contenu sémantique. La méme remarque est
valable lorsqu'un observateur humain se comporte en
tant qu'instrument de mesure.

S'agissant de la deuxiéme analogie, on a dé&ja

observé que lorsque l'on considére des observateurs
humains, il convient d'introduire de manidre explicite
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une hypothése de stationnarité des distributions de
probabilités, hypothé&se que 1'on fait de manié&re impli-
cite pour les appareils de mesure usuels. En d'autres
termes, il est nécessaire de faire 1'hynoth&se que les
éléments de la matrice de transition Q d'un observa-
teur humain sont constants, ce que 1'on admet de ma-
niére quasi - automatique pour les appareils usuels.

On peut cependant faire un pas de plus et intro-
duire dans le cas des observateurs humains, une matrice
Q dont les éléments dépendraient d'un certain nombre de

aramdtres a. de sorte que 1'on aurait q.. = q..(a.).
P i 4 ‘ ql] qu( 1)

-~

Parmi ces paramétres, le temps t & partir d'une origine
3 préciser dans chaque cas spécifique ainsi que 1'in-
tervalle de temps At entre une mesure et la suivante
jouent 3 coup sir un rdle important. Il est possible que
1'introduction de tels paramétres, que nous ne faisons
que suggérer ici, puisse éliminer toute différence entre
instruments de mesure conventionnels et observateurs
humains, d'autant plus qu'au niveau des paramétres g la
différence semble de nouveau de nature plus quantita-
tive que qualitative.

Ce point ne peut &videmment &tre tranché qu'a
partir d'une expérimentation adéquate, toutefois, a la
connaissance de 1'auteur la matrice ) {ainsi du reste
que les vecteurs stochastiques p et P) n'ont jamais été
utilisés dans pareille perspective.

Revenons maintenant 4 1'équation (1) de Brillouin
et montrons que cette équation est un cas particulier de
la relation générale (23). Divisons en effet, le champ
d'observation L en N parties &gales, de sorte que le AX
de la figure 1 couvre N' divisions. Supposons que la pro-
babilité & priori pour la valeur que peut prendre X dans
le champ d'observation est constante dans tout le champ
et égale 3 1/N (en d'autres termes p(x) se réduit 3 une
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constante) ; supposons de surcroit que si AX couvre le
domaine D, D + N', alors les probabilités conditionnelles
Q;; sont toutes égales & 1/N' si i et j sont & 1'inté-
rieur du domaine AX et nulles autrement. A partir de la
premi&re des équations (23), prenant en considération
que 01n0 = O et que sz = 1, on trouve que :

1
f\fl

J N
InN' = 1oN - N'=, InN' = In i

2| —

I = loN + )P,
i
Ceci n'est autre chose que la relation de Brillouin
oli la constante arbitraire k a été &liminde. Elle peut &tre
utilisée comme suite 3 ce qui a été dit dans l'introduction,
que X soit une v.a. ou non. Resserrons maintenant la discus-
sion au cas ol X est une v.a. Une ligne de pensée est de
dire que si au départ nous ne savons rien de la distributior
de X, alors il est permis de poser que toutes les valeurs de
X sont équiprobables. Par exemple, 1l'observateur qui ne sau-
rait rien de la distribution de la vitesse des véhicules
sur 1'autoroute aurait le droit de poser que l'information
qu'il obtient lorsqu'il évalue la vitesse d'um véhicule

P v ~ :
donné est I = - k In =— oli 1'on admet seulement que 1'ob-
V max :

servateur connalt la vitesse maximale possible (ce qui déli-
mite le champ d'observation) ainsi que la précision de ses
estimations. Par la suite, s'il acquiére quelque meilleure
connaissance de la distribution des vitesses, 1'information
obtenue devrait &tre modifiée en conséquence pour tenir
compte de cette connaissance supplémentaire. Nous voudrions
critiquer cette approche, d'abord parce qu'elle nous semble
ambigué, ensuite parce qu'ad notre sens 1'ignorance ol 1'on
peut se trouver sur la distribution p(x) n'autorise pas de
poser que p(x) est une constante. Pour se tirer d'affaire,
on peut proposer la démarche suivante : 1l'ensemble des obser:
vateurs est divisé en deux classes distinctes 1 et 2. Les
observateurs de la classe | sont supposés ignorer la distri-
bution p(x) et sont soumis par les observateurs de la classe
2? qgi eux sont supposé&s connaitre p(x), a des tests préli-
minalres ayant pour objet de déterminer la matrice de tran-—
sition Q de chaque observateur de la classe 1. Lorsque les
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tests préliminaires seront compl&tés, on pourra deman-
der aux observateurs de la classe 1 de procé&der a leurs
estimations proprement dites. Les observateurs de la
classe 2 sont alors en mesure de calculer, pour tout ob-
servateur de la classe 1, la quantité d'information que
chacun de ces derniers acquiert lorsqu’'il procéde a une
estimation (ce que ne peuvent faire les observateurs de
la classe 1 eux-mémes). Evidemment, cette information
dépend pour chaque observateur de son "équation person—
nelle" (sa matrice Q) et est donc une quantité variable
selon 1'observateur, ce qui est conforme 3 la philosophie
poursuivie dans cet article.

Cette démarche a pour avantage de rendre cons—
tante 1'information qu'obtient un observateur donné qui
effectue une estimation, sauf que le calcul réel ne
peut &tre effectué que par un observateur de la classe
2, aprés que les tests préliminaires auront &té effec-
tués. Par ailleurs, les observateurs de la classe 1
peuvent étre transformés en observateurs de la classe
2 ( et 8tre ainsi en mesure de calculer eux-mémes 1'
information qu'ils obtiennent lors d'une estimation)
si les observateurs de la classe 2 lgur communiquent
le résultat des tests et le vecteur p. Le recours i la
relation (1) de Brillouin est ainsi &vité&, ainsi que
la modification graduelle de cette dernidre & mesure
que les connaissances s'accumulent sur le vecteur p et
les matrices Q. L'approche est cohérente avec le fait
que si les observateurs de la classe 1 sont tout simple-
ment des instruments de mesure usuels (lesquels évidem-
ment ne peuvent &tre transformés en observateurs de la
classe 2) alors une fois leurs matrices caractéristiques
Q détermindes, l'information obtenue par les observa-
teurs de la classe 2 (qui sont maintenant des observa-
teurs usuels) est celle donnée par les relations (23) et
(23'), c'est-i-dire la théorie de 1'équivocation de
Shannon.
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Fig. 1

L EGENDE DES FIGURES

Représentation schématique de deux distribu-
tions de probabilités py(x) et p (x) de la
variable alédatoire X. Si L est 1lé champ da'
observation et AX la précision de.l'instru—

ment de mesure, la relation I = kln X

stipule que 1'information obtenue quand on
effectue une mesure particuligre d&pend de L
et AX mais non pas de la forme des distribu-
tions pl(x) et Po(x). Ceci est contraire &
1a mesure de l'information de Shannon, notion
essentiellement statistique, pour laquelle 1!
information est plus grande pour py(x), la
plus large des deux distributions. Par ail-
leurs, si p(x) se réduit & une constante, 1
sinformation selon Shannon se réduit a la for-
mule ci=haut de Brillouin.

Obtention de la distribution de probabilités
convolude P(y) & partir de la distribution
"péelle"” p(x). Si kX prend une valeur comprise
entre 1 et i + 1, il existe une probabilité
conditionnelle qij pour que Y prenne une va-
leur comprise entre j et j + 1. Si le champ
d'observation est divisé en N parties &gales,
les N2 &léments q.. définissent une matrice
carrée N-dimensiofnelle, qui permet la déter-
mination d'un vecteur "convolué" i partir
d'un vecteur'g oll et p sont étroitement re-
liés respectivement 3 P(y) et p(x).
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P(X)

Py (X)

‘Figure 1
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