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Résumé : En se matntenant strictement dans le
cadre positiviste, probabiliste et nilbertien de la
Mécanique quantique, 1'auteur se livre d un examen eri-
tique de la théorie usuelle de la mesure indirecte et
de la mesure double. Il montre que cette théorie ne peut
pas découler logiquement de L'axiomatique classique,

 *Travail exposé devant le séminaire de la Fondation Louis
- de Broglie le 19 Mars 1979
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lfaxiome de la réduction d'Stat. TL propose

et

‘done une version modifie (déjd usitée par aillewrs dans

la littérature) de cet axiome. qui permet une théorie
correcte des mesures indirecte et double. Il en résulie
en particulier : a) qu'une mesure portant sur wn Sous—
systéme nlaltére ni la représentation mathématique du
systéme complémentaire ni ses distributions de probabi—
lité originelles ; b) que la mesure n'apporte pas autre
chose qu'une information permetiant de rectifier les
probabtlités de mesures ultérieures d'apres les régles

cZassiqués”du*queuZ des probabilités.
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§1 .
1.~ ENONCE DU PROBLEME .

Considérons un systéme phV51que C dans lequel on
sait distinguer deux composants Cj; et C, dont C est la
‘réunion (Jusqu d nouvel ordre il n'est pas besoin de
préciser si C; et C, sont ou non en interaction). Nous
de51gnerons par un symbole tel que a; une grandeur
physique "attachée" au .sous-systdme C;, c'est-i-dire

' sans rapport.aucun avec Cy, et de méme par un symbole
tel que a; une grandeur physique attachée i C,, c'est-
d-dire sans rapport avec Cj. Naturellement les grandeurs
ay et aj peuvent &tre également considérées comme atta-—
chées au systéme global C.

Nous reprendrons le terme de mesure indirecte (dite
parfols aussi "de deuxidme esp&ce) pour qualifier le
type de mesure suivant : voulant conmnaitre une grandeur
ap attachée a Cy, on effectue sur C; la mesure d'une
grandeur aj convenablement choisie (si elle existe) et
on déduit par inférence logique -donc en vertu d'un
certain formalisme th8orique~ la valeur cherchée de ay
de celle observée de aj. La justification de ce type
de mesure ne peut &videmment reposer que sur la théorie
de la mesure que j'appellerai double, c'est-a-dire de
la mesure effective, soit simultande, soit consécutive

(ces deux termes restant 3 préciser), des deux gran-
deurs a; et aj.

Si en Mécanique classique la mesure indirecte
(et meme la mesure en général) ne pose pas de probléme,
1l n'en va pas de méme en Mecanlque quantique. Celle-ci
Vit en effet, depuis prés d'un demi-sigcle, sur une
théorie de la mesure indirecte issue d'un théoréme de
Von Neumann (le théorZme de la décomposition dlagonale
d'une fonction d onde) et sur les conclusions qu'il en
a tirées -ou qu'on en a tirées : la recherche de pa-
ternité est trés difficile en cette affaire, et au fond
elle importe peu aujourd'hui. Ce qui importe, c'est que
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iés conclusions, mettons de Von Neumann sont totalement .
zZZeguttmes par rapport d son axtomatique de départ, qui
n'est autre que 1! ax1omat1que usuelle de la Mécanique
quantique ; c'est un premier point que je demon?re§a1
plus loin (§4 B). D'autre part elles sont en f§1t inap-
plicables a Za mesure indirecte ; l'objectif visé par
Von Neumann n etalt pas celle-ci, mais la démomstration
qu'on peut "riper" & volonté la frontlere'entre systéme
observé et appareil de mesure, et les opérateurs -—assez
artificiels au demeurant- qu'il a forgés.a cet effet sont
sans rapport aucun avec ceux qui se présentent dans une
mesure réelle, comme on le verra (§4 B).

Le probléme reste donc posé d'une théorie correcte
de la mesure indirecte et, corrélativement, de la mesure
double.

Commengons par préciser avec soin les termes de la
question .3 traiter. :

A un instant tg on attribue au systéme global C,

"sur la base d'informations antérieures, une. certaine

représentation mathématique, censée renfermer'toutes

les prévisions probabilistes possibles 3 cet instant.
Toujours au méme instant on effectue sur le sous-

systéme C; la mesure d'une grandeur aj qui lui est atta-

chée. En vertu des axiomes de la Mecanlque quantique,

cette mesure 'modifie quelque chose' aux propriétés de

C (et par suite de C; et de Cy), mais quoi exactement ?

La formulation précise que j'adopte est celle-ci :
en quoz la mesure faite sur C, modifie-t—elle les pré-
1810n8 probabaltstes que nous pouvons porter, posté-
rieurement 4 tg, sur C, et sur C ? (nous pourrions natu-
rellement nous poser la méme question pour C; seul,
mais ici la réponse est quasi-immédiate, alors que celle
qui est relative & Cy et & C ne 1'est pas).
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C'est ce que j'appellerai la question primordiale.
Mais 1l est clair qu'on ne peut y répondre que si on
sait résoudre ce probléme d&rivé : em quoi la mesure
Farte sur Cy modifie-t-elle la représentation mathéma-
tique du sous-systéme Cp et celle de C ?- o

C'est de propos délibéré que j'ai placé les deux
questions dans cet ordre. La premi2re est en effet la
seule que nous ayons 2 nous poser du point de vue de
la physique positiviste. Une question du genre @ en
~quoi la mesure faite sur C; modifie-t-elle "le systéme
Co lui-méme" ? n'a pour la Mécanique quantique aucun
sens, et 1l convient d'ajouter tout de suite qu'elle
n'en aurait pas davantage en physique macroscopique.
Dans quelque domaine que ce soit, la thdorie physique
ne peut &tre qu'une chatne mathématique permettant, 4
partir de mesures faites, de prédire le résultat de me-
Sures ultérieures. Cette prise de position nme date pas
de la Mécanique quantique : on en trouvera par exemple
une expression parfaitement affirmée dans Duhem (1),
1906. Il lui est certes fréquemment arrivé de se mettre
en infraction avec son pragmatisme de principe en pré-
tendant limiter les concepts physiques de demain 3 ceux
qul sont strictement nécessaires pour formaliser les
mesures d'aujourd'hui. Mais on n'est pas obligé de la
sulvre dans cette voie et, 3 partir du moment ol elle
ne vise qu'a domner aux mots un contenu opérationnel et
a contrdler la validité logique des résultats obtenus,
glle est de saine mé&thode scientifique et c'est pourquoi
je mfyvtiendrai. C'est assez pour dire que je ne m'occu-
. peral en aucune fagon d'ébranler ou de renforcer les
paradoxes qui sont en rapport manifeste avec le proble~
me posé : ils sont hors de mon sujet.

Quant & la deuxiéme question elle n'est, je l'ai
dit, que le moyen obligé de la premidre. Il faut sim-

plement ajouter qu'on ne doit admettre, pour les repré-
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sentations math&matiques cherchées, que celles qui ont un
objectif probabiliste : c'est bilen dans ce cadre qu'affir-
me vouloir se cantonner la Mécanique quantique.

Il en résulte, comme conséquence ''technique’, que
le formalisme ne doit manipuler que des fonctions de
carré sommable ~les seules qul permettent de d&finir .une
probabilité- en leur adjoignant, le cas &chéant, les va-
riables ‘de spin qui n'alt&rent pas cette propriété. Nous
resterons donc constamment dans des espaces de Hilbert
séparables ; en particulier, et c'est trés important,
les nottons de valeurs propres et de vecteurs propres ne
devront &tre comprises que dans l'acception que leur donne
la théorre des dits espaces. '

2.- LES AXIOMES CLASSIQUES DE LA MESURE ET LEURS CONSE-
QUENCES

Je dois rappeler brigvement ces axiomes, d'une
part pour pouvoir me référer 3 leurs écritures, mais d'au-
tre part et surtout parce que je veux en souligner cer-
taines conséquences qui sont (presque ?) toujours passées
sous silence, mais qui sont néanmoins d'une importance
primordiale quand on se préoccupe d'appliquer le forma-
lisme 3 une mesure réelle et non 3 une mesure 'mentale'.
Je reprends les énoncés originels de Von Neumann (2)X ;

*Le Von Neumann restant encore la base mathématique de la
Mécanique quantique,en particulier dans le domaine qui
nous occupe ici, j'aurai fréquemment 3 m'y référer, et
avec la précision de la page ; j'emploierai pour cela
1'abréviation V.N. suivie des lettres D (pour 1'&dition
allemande de 1932) et A (pour 1'8dition américaine de

1955) et-des numéros de page.
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ce sont.ceux qui sont encore en général enseignés aujour-

d'hui, bien qu'il faille noter dans la littérature, une
tendance 3 modifier le second ‘axiome, point fondamental
sur lequel j'aurai 3 revenir.

A.- Enoncé des axiomes -

Nous considéroms un systéme physique C (sans nous
préoccuper pour l'instant de sa décomposition é&ventuelle
en sous—syst&mes) descriptible dans un espace de Hilbert
¥ Soient a et b deux grandeurs physiques attachées & C,
A et B les opérateurs correspondants (bornés ou non) et

(N A = J X dE s B = I udbF
, » - A u

leurs décompositions spectrales (les résolutions de 1'i-
dentité& E(X) et F(u) sont supposées continues & droite).
Nous abr&gerons comme d'habitude E(A") - E(Q"Y) (Y < A"

"

envEA, et, en un point de dlscontlnulte, le saut

EQ) =E(x - 0) par IE(X)} Ces notations posees, Enon-
gons les deux ax1omes de la mesure.

Axiome P (P pour probabilité ; V.N., D.104, A.200)

. Nous supposons que, juste avant la mesure, C est
représentée par un vecteur d'état ¥, normé bien entendu.

o.- Si on ne mesure qu'une seule grandeur, a par exemple,
~la probabilité pour que cette mesure fournisse un résul-
tat appartenant é 1'intervalle fermé (X', k") est
1
(E i, VoY) = ”EA' Yll?. En particulier si A admet une
valeur propre A, la probabilité pour que la mesure de A
fournisse cette valeur exacte est ({Ey 3, v ¥) = H{Ex}wuz
Si on veut la probablllte de 1l'intervalle sem1 ouvert

- 9 -

524 R .
(A", A"™), il faut former lim (E
A2 |
B.—.Sous la condition expresse que A et B sont commuta-
tifs, la probabilité@ pour qu'une mesure simultanée® de a

et de b donne des résultats appartenant respectivement

aux intervalles (A', A"] et (u', u"] est (EA" Fu? v, )

Ny - A0
)\9 w; KP)- (EA' wa \b)'

" . .
“EA' Fﬁ, W12 (je rappelle que, A et B etgnt commutatifs,

il en est de méme des projecteurs). On particularise
comme ci-dessus au cas d' 1ntervalles semi—~ouverts et de
valeurs propres. :

Axiome R (R pour réduction d'état ; V.N., D.112, 117, 177,

A. 215, 224,-335)

a.~ Si la mesure de l'opérateur A seul donne un résul-
tat appartenant 4 l'intervalle (X','A"),,le vecteur
d'état aprés la mesure, que nous désignerons par y',

-

est astreint a vérifier la relation

. )\n . .
(2) CEL V=

c'est-a-dire 3 appartenir & la variété fermée dans 1a-
1

)\l’
Ei, . En particulier si la mesure a fourni une valeur
propre A de A, ' est astreint 3 vérifier

quelle prOJette E que,nous notons ‘comme qar habitude

(2 bis) {E() Jy! %-w'

*ce qui ne peut signifier que : rigoureusement simultanée.
La notion de simultané&ité paraissdit sans doute &vidente
g Von Neumann, car il ne la définit méme pas, Il faut
cependant s'interroger sur le sens opératlonmnel de la
notion de simultanéité rigoureuse, ce que je ferai plus
loin (§4C).
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clest- a—dlre 3 se trouver dans la variété propre {E }K
de A.

Les ecrltures (2) et (2bls) autorlsent 3 normali-
ser ¥', cé qu'on fait.

B.- Si, les opérateurs A et B &tant toujours supposés
commutatife, on mesure Simultanément les grandeurs a et
b, et que ces mesures donnent des résultats -appartenant

AR

respectivement 23 (A', A"} et (u'? n ], le vecteur d'état

-

“aprés la mesure Y' est astreint & vérifier

}\" uH
EA' Fﬂ' ¢ o= P!

3 quoi s'ajoute la condition de normalisation. On a une
particularisation analogue 2 (2bis) dans le cas de va-

leurs propres, et on traite comme en o le cas d inter~
valles semi-ouverts. - :

Je rappelle enfin que, si on tient compte de 1'a-
xiome P, l'axiome R est &quivalent (cf Von Neumann,
référence précédente) a l'assertion suivante : si on a
mesure une grandeur, trouvé un certain résultat, et
qu'on recommence tmmédiatement aprés la méme mesure,
on doit retrouver le méme résultat en toute certitude.

B.- Les modalités de description effectlve d'un systéme
quanthue

La Mécanique quantique dispose dans ses pr1nc1pes

‘qu'un systéme physique est, selon les cas (qu'il n'est

pas nécessaire de detalller ici) susceptible de deux re-
présentations mathemathues distinctes :

~ soit par un vecteur d' Etat ¢, Elément d'un espace de
Hilbert convenable ;
- soit par un mélange, c'est-i-dire par un ensemble au

96 -
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.pluskdénombfable de vecteurs'd'état_wn éffectés‘de poids
. ; :

13}

En cela la Mécanique quantique ne fait que repren-
dre une régle universelle de la physique théorique, qui -
consiste 3 faire correspondre, & un &tre physique qu'on
suppose bien défini comme tel, un &tre math&matigque lui-
méme parfaitement défini. Cet axiome n'est pas autre
chose qu'une affirmation d'existence, sans laquelle il
serait impossible de. raisonner.

Mais i1l ne suffit pas de savoir qu'une telle re-
présentatlon existe : 11 est indispensable, en vue des

prévisions ultérieures, d'accéder 3 sa détermination.
C'est le second axiome de la mesure qui, comme on sait,

"joue ce rdle, en prenant appui sur 1l'observation du

résultat d'une mesure dite préparatoire.

I1 est tacitement et universellement admis que
cette &tape ne souldve pas de difficulté. Le raisonne-
ment traditionnel, qui semble bien remonter 3 Von Neu-
mann, consiste 3@ "se donner", pour l'appareil de mesure
préparatoire, un opérateur 3 spectre ponctuel simple
(pouvant & la rigueur présenter des dégénérescences
finies, ce qui ne pose pas de gros problémes), Consta-
tant alors la survenue d'une valeur propre de cet opé-
rateur, on en déduit, en vertu de 1’ ax1ome R, a,
"1'état propre dans lequel se trouve'" le systéme, c'est-
d-dire le vecteur d'état qu'on doit lui attribuer.

Malheureusement cette conclusion éminemment simple
a 1l'inconvénient de rester confinde dans .les limbes du
formalisme, et de ne pouvoir sur aucun p01nt se raccorder
3 l'expérimentation. Il y a & cela deux raisons, qui peu-
vent d'ailleurs se cumuler, et dont la seconde est direc-

tement reli&e au sujet qui nous occupe.
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a,~ La premigre est que les seules mesures qu'on sache
effectlvement réaliser sont, soit des mesures de position
(cf ( )), soit des mesures d'impulsion (plus exactement
de directions d'impulsion : cas d'un collimateur dans une
mesure préparatoire, trace dans une chambre 3 bulles ; on
peut d'ailleurs discuter sur l'espéce & laquelle ces me-
sures appartiennent). De toutes fagons les deux opéra-
teurs correspondants ont un spectre purement continu,
c'est-a-dire ne possédant aucune valeur propre au sens
hllbertlen du terme (V.N., D. 64, A, 123). Les résultats
de telles mesures ne peuvent donc pas fournir de valeur
exacte, mais seulement se situer dans un intervalle de
la forme LA' X") ;- la longueur de cet intervalle dépend
“de la précision de 1'instrument utilisé, mais est toujours
i3]
)\'
alors forcément de dimension 1nf1n1e (c'est une propriété
bien connue des spectres continus) ;. par conséquent,
lorsqu'on applique 1'axiome R,z pour déterminér le vec-

teur d'état aprés la mesure, tout ce qu'on en sait est
"

qu'il appartient 3 une variété fermée EA'
infinie, '

différente de zéro. Le projecteur correspondant E_, est

#H-de dimension

Il ne sert absolument 3 rien, pour obvier 3 ce falt,
de chercher 3 recourir 3 1l'axiome R,B et d'invoquer i
cette fin des 'ensembles d'observables compatibles". En
admettant que la mesure de tels ensembles puisse étre
expérimentalement mise en oeuvre (en dehors de cas tri-
viaux comme la mesure simultanéde de x, v, z, ce qui est
évidemment faisable mais ne change rien au raisonnement
qui suit) un argument théorique leur 8te toute utilité :
si en effet des observables a, b, ¢, etc. sont compati-
bles, c'est que leurs opérateurs A, -B, C, etc. commutent
on sait alors (V.N., D. 90, A. 173 ; voir aussi (%),
chap. IX) qu'ils sont des fonctions d'un méme opérateur X,
donc qu'ils sont construits sur la méme résolution de 1'i-
dentité ; si par suite A, B, C, etc. ont des spectres

we
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contlnus, il est exclu que celui de X soit ponctuel (par-
ce que les points de discontinuité de sa résolution de
1'identité se retrouveralent dans celles de A, B, C,
etc.). Il est donc inutile d'espérer, par une "intersec-

- tion", en quelque sorte, de mesures et d'opérateurs,

déterminer le vecteur d'état par un opérateur 3 spectre
ponctuel simple : il a toujours pour lieu apré&s la ou

‘les mesures une variété infinie.

~ On objectera peut-&tre & ces considérations le cas
de 1'opérateur hamiltonien, qui est susceptible dans de
nombreuses circonstances d'avolir un spectre ponctuel
simple ou i dégénérescences finies, et celui de 1'opéra-
teur de spin, pour lequel il en est toujours ainsi. Mais
1'hamiltonien n'est pas un opérateur de mesure : une
énergie ne se mesure pas, elle se calcule, et 1l est
clair que la réduction d'état ne peut pas attendre le -
résultat d'un calcul. Quant & 1' operateur de spin, il
ne se mesure pas a 1'état pur, mais toujours en coupla-
ge (de fagon plus précise en produit tensoriel) avec un
opérateur de position, de sorte que celu1—c1 imprime la
marque de son spectre continu.
B.~ Je reprends ici une analyse déja faite par D. Fargue
(®) 3 mais il n'est pas inutile d'y insister.

Une seconde raison d'indétermination pour le vec-
teur d'état aprés la mesure se présente quand la gran-
deur mesurde n'est attach&e qu'a un sous-systéme C;
du systdme "of interest" C -ce qui est précisément le
cas des mesures double et Indirecte. L'opérateur de me-
sure, appelons-le Ay, est alors incomplet, et il en ré-
sulte que, méme s'il est & spectre ponctuel simple dans
son propre espace de Hilbert, le vecteur d'état du sys~-
téme global C aprdés la mesure est laissée lndetermlne
dans une variété infinie. Il est imm&diat de s'en con-
vaincre quand on a affaire & des espaces 1L2. Symbolisons
en effet par q; et qp les deux groupes de coordonnées

~ 99
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té {ce qui a une appllcatlon directe en Mécanique statis-
tique, pour un syst@me d'énergie fixée). Mais cette opé-
ratlon, qui introduit évidemment un axiome supplémentaire,
n'est en outre possible que pour une variété de dimension
finie ; elle reste donc une vue de 1'esprit dans tous
les cas ol il s'agit de mesures réelles. Quant & proba-
biliser une variété de dimension infinie, ‘il n'y faut
pas songer : c'est impossible, on le sait, Il faut donc
bon gre mal gré se re51gner 3 1'indétermination.’

§2B ,
décrivant reSpectiyement»Cl ef"Cz ; 1'opérateur A} n'a-
git que par 1l'intermédiaire du groupe q;. Soit XA; une
de ses valeurs propres et $1¢qy) la fonction propre
correspondante dans 1'espace LZ(q;). Dans 1'espace
12 (q1,q2) descriptif de C, toute fonction de la forme
¢1(q1)£2(q2), ol £2(q2) est une fonction queleconque de
Lz(qz), est fonction propre de A} pour la valeur propre
A1, c'est-3-dire est une fonction d'onde admissible pour
l? systéme global C aprés la mesure. Ici encore, parAcon—
s?qgenF,.cette fonction est indéterminée dans une varié- : -y
tg infinie. Et il est &videmment impossible de se désin-
téresser de C : il n'y aurait plus lieu de parler de
mesure double ni indirecte.

Cet état de choses ne remet nullement en question
1'axiome premier de la Mécanique quantique, & savoir
la représentation mathématique d'un systéme par un vecr~:
teur d'état (ou, mutatis mutandis, par un mélange)
il n'y a aucune 1ncompat1b111te entre d'une part la
manipulation th8orique d'étres mathématiques bien dé-
finis et d'autre part 1'impossibilité d'accéder expé-
rimentalement & la connaissance de leur valeur exacte.
La M&canique quanthue en est ici strictement au méme
point, et pour le méme motif, que la MEcanique classi-
que, qui raisonne bien sur les coordonnées d'un point
matériel tout en sachant pertinemment que leur mesure
exacte est impossible ; dans les deux cas ¢ 'est 1'erreur
iphérente i la mesure qui est la cause de 1’ 1mprec1510n
de notre information. Mails le flou de celle- ci ne doit
pas nous empecher de raisonner sur une représentation
mathématique univoque : sinon aucune science ne serait

Le résultat est a fortiori valable si A; est &
spectre continu. »

Cette propriété d'indétermination s'étend & des
espaces de Hilbert plus generaux notamment I ceux qui
décrivent des systemes 3 spin. On le verra en détail au
paragraphe 3A ci-aprés.

Pour résumer toute cette discussion, on voit doné |
que, compte tenu des posstbilités expérimentales et de |
l'espéce extrémement restreinte des mesures qu'elles
agtorpsent A applzcatton de l'axiome R de la réduction
d'état ne nous apporte jamais que cette tnfbrmatzon
limitée : le vecteur d'état est indéterminé —inconnu possible.
81 on prefére— dans une variété fermée de dimension

‘1n4inte qut, elle, est parfaitement déterminde. I1 reste qu'il faut se preoccuper, tout comme en

Mecanlque classique, de la répercussion qu 'entraline

Von Neumann a trds bien vu le probléme (D. 114 i'indétermination du vecteur d'état Yo aprés la prépa-

.21_1 Zégi; :i;ieli igaitziuie les consequences. Tl s'est ration du systéme, c'est~a~dire son incertltude ini-
e cas d'un opérateur 3 )

spectre ponctuel multiple, mais 3 dégénérescences finies

(V.N., D. 174, A. 330). Il est alors possible de lever o

l 1ndeterm1natlon, 3 condition de probablllser la varié-~ |

x ‘ s
ce mot au sens de la théorie des erreurs et non pas,
bien entendu, au sens de Heisenmberg.
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tiale, s ! i 2 4
» sur l'erreur qui affecte une mesure déterminative

ulteFlegre. En Mécanique quantique le probléme s'&nonce-
ra aln?% : sachant que le vecteur d'état ‘initial Yy peut
etr? n'importe ol dans une variété connue, que song ’
aprés évolution du systéme, puis interposition d'un, -
pareil de mesure, les probabilités d'observer telle 35
te%le v?leur de la grandeur mesurée ? Il est clair

qu’en général ces probabilités différeront suivant la
place ?e b0 dans sa variété d'origine, et il serait

donc nécessaire d'en savoir un peu plus.

‘ On beut se poser ce probléme sur un plan général
je veux\dlre pour une mesure quelconque pratiquée sur ’
un system? considéré globalement. Je n'entreral pas
dans son &tude, pour ne pas sortir de mon sujet. J'a-
vance toutefois -prudemment, sur la base d'un examen som-
mzlre~ que'l‘effet de 1'incertitude initiale ne diffare
zi:uz?sentlellement de ce qu'il est en Mécanique clas-

X Par contre, sur le plan plus particulier des
fystemés composites que nous allons traiter, nous aurons
d prendre garde 3 cet effet sur les proprié;és des me~
sures double et indirecte. On verra (§6B) qu'il n'en-

tral iné
ralne, sur le§ e§emp1es examinés, aucune altération des
conclusions principales.

3.~ NOTATIONS ET DEFINITIONS

.. Rsvenons'maintenant a4 notre syst@me composite
1':n§;ép §2i J éffecterai constamment par la suite de
rndice. gs etyes se rapportant au sous—systéme C
de ? indice 2 ceux qui se rapportent i Co, les étresl’
latifs 4 C &tant dépourvus d'indice ; en ;articul' e
gymbo}iserai comme ci-dessus par q ies coordonnézir '
Sconflguration et spin) qui définissent Cy, par 1-
les qui définissent C,. ’ e e
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A.- Rappel de formules. tensorielles

I1 est pratiquement impossible, 3 moins de se per—
dre dans des Bcritures extrinséques trés compliquées,
de traiter mathématiquement les systBmes composites avec
le degré de généralité qui s'impose, sans recourir au
formalisme tenmsoriel. Comme celui-ci n'est pas d'un
usage universel en Mécanique quantique, j'en rappelle
bridvement les &léments et surtout je mote les formules

- dont j'aurai besoin ultérieurement.

Placons-nous d'abord danms le cas ol C, C, C, se
composent de particules sans spin et sont par conséquent
descriptibles par de simples fonctions d'onde de carré
sommable. C; est descriptible par 1'ensemble des fonc-
tions de la forme fi(q1) € L2(q;), dont nous désignerons
par ¥; 1'espace de Hilbert ; de méme Cp est descriptible
par 1'ensemble des fonctioms f2(qp) € L2(qp), d'espace
de Hilbert #,. Le systéme §1oba1 C est descriptible par
les fonctions f(q1,q2) € L“(q1,q2) formant un espace de
Hilbert #.

On sait (voir par exemple (ej)kque, si on se donne
une base quelconque ¢1j(q1) (j = 1 3 +=) de #; et une
base quelconque ¢2k(q2) de ¥,, 1'ensemble des fonctions
3 deux indices indépendants ¢1j(ql) ¢2k(q2) constitue

une base de ¥ ; une fonction-quelconque de H est donc

. X * k
de la forme f(q1,92) = z c’ ¢1j(ql) ¢2k(QZ)a avec
. ik :
I 1I¥|2 < 4,
jk
Si on devait rester constamment dans des espaces
12 cette notation suffirait. Pour pouvoir composer des

espaces de Hilbert plus généraux (particules 3 spin),
il faut remplacer la multiplication ordinaire des fonc-
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~tions représentatives des basés par la multiplication

tensorielle des vecteurs de base -en motation abstraite

¢,.. ® . alé
IJ @Zk Un &lément f de H = JCl ®3“523est alors par

définition de la forme £ = ) jk
= C %) :
- §k~ ¢1J ¢2k (avec une
o1 de covariance bien définie dans les changements de
b si ik i .k : ‘
ase). Si on prend C. L= C{ C, on obtient les &léments

de X de 1a forme ) C3 © k . :
§ 1 ¢2jA E Cz ¢y = f1 © f5, qui ne

fo ! : . .

pliiezzmq§ zn sous-espace strict de ¥, Pour un exposé
plet et une formulati i thas

consulter (7). ion 1ntrinséque, on pourra

oy ethlent malntepant deux opérateurs A] et Ap, d&fi-
o a valegr? respectivement damns ¥} et ¥, ; éous
s supposons d'abord bornés. Le produit tenso;iel

~

@ - .
A Az, défini et 3 valeurs dans ¥, s'obtient par
définition comme suit i ik |
| v ‘ 1 sif=) ¢C . ®
N gk ¢1 ¢2k est un
€lément de ¥ on prend

(4) Al @A o= jk'
: 2 £ = ? c°t A 4., ©
b 1 ¢13. A2 9,

le deuxid 2 -
me membre &tant, o .
, on le mont g
.des bases choisies. re, indépendant

Dési .
dane J{es{_}.(gnor1sg{par I, ;2, I les opérateurs identité
dens_ 1é)12 eg \ respectivement ; on g évidemment
= I, 2. On appellera extension ' -
R x s
Ay 3 # les opérateurs bt & de Ay e

s
Y
(5) Al = Al @12, AZ = Il ®A2.'.

On vérifie aisé I¥ X
O €rifie ais@ment que A; et A; commutent quels que
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Y
Dans des espaces 12 1'extension A; de
liquer la régle habitu-
ste a faire agir A) sur les coordonnées
les coordonnées qp étant alors traitées

. n n
solent Ay et As.

elle qui consi
du groupe 43,
comme des paramétres.

s'appliquent en particulier aux opéra-
teurs de projection. On notera les deux formules sui-
vantes. Si P; et Q; sont deux projecteurs quelconques de
Wy, Py et Q deux projecteurS‘quelconques de Hy, on a

Ces régles

(6) (® ©P2).(Q1 ©0Q) =P1 Q1 OF2 ©

on déduit immédiatement de cette égalité et de (5)

N Y]
(7 Py o P = Py © Py

Le produit temsoriel Pj © P, a une interprétation géomé-
trique immédiate : Si on prend une base de la variété

Py ¥y de ¥#;, une base de la variété PoX de ¥, et qu'on
compose ces deux bases par produit tensoriel (comme on &
composé une base de ¥ a partir de celles de ¥ et ),
on obtient un systéme orthonormé de vecteurs de ¥ qui
est une base de la variété () ® P,

Venons—en 2 la décomposition;spectrale..Onfdémon—
tre d'abord que, si Ej(}) et Eo (pu) sont deux résolutions
de 1'identité quelconques de Wy, et Hp,les familles de
projecteurs de ¥

~n ~
(8) E;(3) = Ex (W) ©1,, Eo() =11 @Ex(w)

‘ [AY;
solutions de 1'identité dans ¥. E;(A) et

ont deux TE
uels que soient A et u.

Eo (p) commutent q

, Soient alors deux opérateurs auto-adjoints et bor-
nés de ¥y et Hy, de décompositions spectrales
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(9) Ay =_j}x €, 'A2.=

'O? montre que les extensions A) et Ay ont pour décomposi-
tions spectrales

. - ’\/
(9bis) A = Ay =

J A dgik ,

(
d

Ju_Ezu
e ac @o?sgue les opérateurs Aj ou Az nem§0ﬁt pas bornés,
a définition de leurs extensions A} ou A, par les équa-
tions (4) gt (5) n'est plus valable ; on définit alors
ces extensions précisément par leurs décompositions
spectrales (9bis). '

) gous allons maintenant retrouver, dans ce formalis=~
me gene;al, le caractére infini des yariétgs propres
(quand il en existe) des exténsions A; et A; que nous
avons démontré plus haut (§2B,B) sur les espaces L2. Re-
portons-nous en effet i (8). On y voit tout d'abord que
Zo?sque X est wne valeur propre de Ay, c'est-a-dire un ,
point d? d%sconti uité de E;j (X)), c'est aussi un point de
41scont1nu;té de E;(A), donc une valeur propre de §1 et
inversement. Mais on y voit &galement que la variété,
propre correspondante de A; est sous-tendue par l'eﬁ—
semble des vecteurs ula(ql)(g ¢2k(q2) (¢=1 3 n ou +w,k=] 3

ol les u;, sont ume base de {E;(X)}¥H; et les ¢2k une

- s re ,\l
b ' ' %a.varzete {E1 (W) Y€ est done toujours de
przgzztgﬂ z?fhgze, quand bien méme ) serait une valeur
imple de Ay ; a fortiori si la dégéné
; mple ¢ a dégéné
de ) est infinie. ' ® reseeneE

base de ¥, :

gette circonstance se présente en particulier pour
les opérateurs §e spin. On a 1'habitude, pour expliquer
%a mesure de spin, de raisonner sur l'opérateur de spin
“pur” o (o»pour'zx, iY ou qz), c'est-d~dire défini dans
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1e seul espace des variables de spin. Mais, dans les con-
ditions expérimentales réelles, la mesure du spin passe
par une mesure de position (ou d'impulsion si on se ré-
fare seulement aux angles solides des faisceaux &mergents),
de sorte que, si on veut appliquer correctement 1'axiome
P de prévision des probabilités, on doit faire interve-
nir les opérateurs 0 ® q (q : opérateur de position) ou
o ®p (p : opérateur d'impulsion). D'aprés la discussion
du paragraphe 2B,a, ces opérateurs q et p introduisent
des projecteurs de dimension infinie, de sorte que les.
variétés propres de l'opérateur de spin "réel", 0 © g

ou 0 © p, sont également de dimension infinie bien que
celles de o seul soient de multiplicité finie.

B.- "Discrétisation" des opérateurs 3 spectre continu

D'aprés ce paragraphe 2B,o que je viens de rappeler,
les opérateurs de mesures réelles sont 3 spectre continu.
Mais, pour des raisons que j'indiquerai au paragraphe 8,
il est impossible de les utiliser tels quels dans la
théorie de la mesure que je vais appeler "asservie"

(§ C ci-dessous) ; par ailleurs leur mesure expérimenta=-

le est toujours entachée d'une erreur qu'il est impossi-

ble d'éliminer du formalisme. . Il est donc & la fois
nécessaire et licite de passer par le procédé suivant,
dd 3 Von Neumann (D.115, A.220).

®ce serait au contraire possible pour des opérateurs a
spectre ponctuel, pour lesquels on connait & 1'avance les
résultats de mesure possibles. : ce sont les valeurs pro-
pres, théoriguement connues, de ces opérateurs ; il suf-
firait alors de prendre pour résultat de la mesure la
valeur propre la plus proche de la valeur expérimentale-
ment obtenue (V.N., D.116,°A,222), ce qui débarrasse la
théorie des erreurs de mesure.
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Soit de manidre générale

A= A

un opérateur (I & 3
P eur (borné ou mnon) i spectre continu. Partageons

son spectre en inter ]
ervalle (Aj’ Aj+1' (j ==-20oumin ou

4 n r et

de)mgont_la longueur est de 1'ordre du double de 1'erreur
y V(lzugil? dans chaque intervalle choisissons une valeur
i leu par exemple), et dé&finissons une fonction

en escalier e()) par

e()) = u. our X € ¢
j . Pou O A541)

Formons alors 1'opérateur

(10) B=e(A)=f (xc1E="~ |
e(A)dE, JZuj(E (Aj+1) -E(Aj)):

ayant ?e:sﬁ un opérateur 3 spectre purement ponctuel,
. pour je
J»p valeurs propres et pour projecteurs

correspondants F. = - isi
) s FJ E(kj+1) E(Aj). Il est visible,
pour reprendre l'expression de Von Neumann, que la mesure

.approchée de A est &qui a
4 quivalente & la mesure
(cf note précédente). fracte de B

cementlieezt 1mm§diat de se rendre compte que le rempla-

par B ne modifie en rien 1'év i

,de A ; aluation des

Ef;ba?}llt?S par l:aX}ome P, ni surtout le résultat de
pplication de l'axiome R de la réduction d'état :

que l'on adopte u. ou 1'i \ .
‘ 3 intervalle (kj, Aj+1}~pour ré-

Sultat de la mesure 1e vecte P
3 ur d ECat apres CElle C1l
u an l ] m V
est COU ours d s a Vatlete E(A- ) E(A.)) 9 arle

. T
e g L - ~
cette variété reste la méme qu'on la d8finisse sur un

lntervalle ferm 9
) u Ssemi OUUQIt pulsque le Spect e est
‘ e O r S
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té de dimension infinie, je le rappelle, puisque E()) est
continue. ~ ' )

C'est ce type d'opérateur, (10), dont je me servi-
rai jusqu'2 nouvel ordre.

C.- Mesure asservie, mesure indirecte, mesure couplée

'Soit une .grandeur physique a; attachée au sous—sys=
teéme Cj et représentée dans ¥, par un opérateur Aj. a3 7
peut aussi &tre regardée comme attachée au systéme global
C, et & ce titre il est universellement admis -c'est ce
que nous fergns- qu'il faut lui faire correspondre dans ¥
1'extension A} de A;. De méme pour une grandeur a; atta-
chée 3 Co.

En vertu de ce que je viens de dire nous suppose-
rons que A} et Ay sont @ spectre purement ponctuel. Dé-

signons par klj (3 =1 & mou +») et ka {(k=1an ou‘

+®) les valeurs propres de Ay et Az;

Effectuons sur C un couple de mesures de a; et ajz.
Ces mesures peuvent &tre, soit rigoureusement stmulta—
nées (cf note du paragraphe 24), soit consécutives (par
convention c'est alors a) qui sera la premiére). Dans
le deuxi&me cas nous ne considérons que des mesures
immédiatement'consécutives,,c'est—é-dire_séparées par
un laps de temps aussi petit que l'on veut (i1 faut donc
faire un passage 2 la limite).

Proposons-nous d'abord de classer les différentes
éventualités qui peuvent se présenter au cours de ces
mesures, en admettant pour un instant que nous avons
le moyen, si nous connaissons la représentation mathé-
matique du systéme juste avant les mesures, de prédire,
_pour la mesure consécutive comme pour la mesure simul-
tanée, la probabilité d'observer un couple donné de va-
leurs (le, AZk)’ probabilité que nous désignerons par
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'Pr().lj et A Deux cas sont.Z considérer :

Zk)'

a.— Mesure asservie

Il se trouve que Pr(kleet AZk) n'est différente de

zéro que pour des couplés de valeurs propres en bijection
bien définie ; nous noterons cette bijection en reprenant,
pour 1'indice de Xz, celui de A; accentué : & Alj corres=
pond ij" On a donc Pr(X1j et kzk) = 0 pour tout k ¢=j'
quel que soit j. Cela signifie qu'3 chaque valeur observée
de aj correspond une et une seule valeur certaine de a,.
J'introduirail le terme de mesures asservies 1l'une 3 1'au-
tre (terme plus strict que corrélées) pour qualifier ce
type de relation entre aj et ap. .

Quand la théorie prédit que les mesures de aj et as
sont asservies, on peut se contenter de faire une seule
des deux mesures, pour laquelle nous prendrons par con-
vention aj; ; on en d&duit alors la valeur de a, par ap~
plication de la théorie. Nous qualifions d'indirecte,
comme je 1l'al dit en commengant, cette mesure de ap. Il
est trivial de noter, mais c'est indispensable pour la
suite, que la mesure indirecte ne comporte qu'une seule
mesure réellement effectude au lieu des deux que nous
avions ci-dessus. Néanmoins, pour des raisons &videntes
de vérification exp&rimentale, il est clair qu'elle va
prendre appui sur la théorie de la mesure asservie ; le
tout est de savoir exactement comment. v

b.- Mesure couplée

Le second cas & envisager est celui oii, pour cer-
‘taines valeurs de 1'indice j sinon toutes, la probabilité
QPr(A 3 et XZk) est différente de z&ro pour plus d'une va-

1eur de k. En admettant qu on connaisse les valeurs de
Pr(k 13 et XZk) pour tout J et k, 1a connaissance du résul-
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tat de la premidre mesure ne permet de prédire le résul-
tat de la seconde qu'en probabilité, et non plus de fa-
con certaine comme dans le cas de la mesure asservie. Je
dirai ici que nous avons affaire & des mesures couplées,
qualificatif qui laisse totalement ouverte la question
de la dépendance ou de 1' 1ndependance des probabilités
des deux mesures.

Ces définitions données, il faut tout de suite
souligner une différence, certes &lémentaire, mais essen=—
tielle, entre les cas a et b : Zls ont trait 4 des situ—
ations expérimentales totalement distinctes. :

Dans le cas de la mesure asservie l'observateur
peut, sur une expérience individuelle et constatant une

valeur klj de a;, porter un jugement certain sur le

résultat, A,.,, & attendre de la mesure de a; ; et il

2] _ ,
peut vérifier cette prédiction sur 1l'expérience indivi-
duelle -considérée —plus exactement, comme chaque fois
en physique qu'il s aglt de vérifier une loi, sur um
grand nombre d'expériences individuelles reproductibles.

Dans le cas de la mesure simplement couplée au
contraire, l'observateur me peut, sur une expérience
individuelle, tirer aucune conclusion de la connaissance

de Alj’ tout comme, dans le jeu de pile ou face, la

connaissance du résultat d'une &preuve ne permet pas de
porter aucune prédiction certaine sur le résultat de
1'épreuve suivante. La seule prédiction que peut faire
1'observateur est probabiliste, et sa vérification expé-
rimentale exige par conséquent un ensemble statistique
de mesures de a; et a,, dont celles qui font apparaitre

Klj pour a] ne forment qu'un -sous—ensemble strict. L'ex-

périence individuelle n'a plus, dans ce cas, aucun inté-
rét.
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4, - i APRI
LA THEORIE DE LA MESURE INDIRECTE D'APRES VON NEUMANN

o N9us avons maintenant en-main tous les éléments
nécessaires pour discuter la théorie traditionnelle
admlfelde la mesure indirecte, théorie qu'on fait rment
terka Vo?’Neumann, encore qu'on lui fasse dire -
plus qu'il n'en a dit én réalité. » S

A.- Les résultats de Von Neumann

] I KIS . :

o Tout d'abord un théoréme .N. ‘

Soit v(qi1,q2) € # une fonction éYogdéxDéiziéoﬁéiigié ré-

Zigi:ntdle siFtéme composite’C =C; ULy, Il existe ore

normé;s ans ¥, etyﬂé~respectivement, deux suites ortho-
_ ula(QI) et uZB(qz) (0,B =1 3 n ou +») détermi-

nées ] sz ; . , ’
imagigzzri: 20§neeb§e VY et uniques (2 des exponentielles
, rés, bien entendu), telles '
] » u
sous la forme diagonale ’ que y se met

(11) (g, y = T /5 q-
‘ (q1,q2) = Z Py Uy, (d1) u, (q2)

(pu > 0’ Zpa = 1).
o

Si j'ai ong e
c'est~qu'i1aleOU1lgne 1'unicité de cette décomposition
faire appel n'est pas rare, dans la littérature de voir

ppel & deux décompositions distinctes, 1'une tel-

Y
Je T ,'A »
it 2: ??rge d& reprendre le cas traité par Von Neumann
: imite aux espaces L? ; mais 1'équation (11) s'é—

-

tend aisér es i
d ais@ment 3 des espaces de Hilbert plus généraux
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les suites VIB et Voq dtant encore supposées orthonor—
mées. Or wne telle double décomposition est impossible

dans des espaces de Hilbert (elle devient au contraire
possible si on sort de ces espaces, témoin I'exemple don-

né par Einstein, Podolsky et Rosen (8), qui fait inter-
venir des fonctions 8), et s'appuyer sur son existence
supposée ne peut évidemment que conduire 3 des conclu-
sions errondes. Pour plus ample vérification, je renvole
au texte précité de Von Neumann. ‘

La deuxisme &tape du raisonnement est la suivante
(V.N., D.231, A.434). Complétons d'abord, si c'est né-

cessaire, les deux suites Uiy et uzg,dans leurs espaces

respectifs de manidre 3 former une base_¢1j(q1) de 0

et une base ¢2k(q2) de ¥, ; la suite ¢1j ¢2k forme une

base de #. Donnons—nous ensuite une suite de valeurs
réelles toutes distinctes le, une suite analogue ka,

ot formons les deux opérateurs: définis dans #; et #Hy

(12) Ay =) A P, A= Y Aoy P,
HER BRIY g2k 9

le symbole P¢ désignant,le‘projeétéur sur le vecteur

normé ¢. A} et Ap sont auto—-adjoints et par conséquent
représentent, d'aprés un autre axiome de Von Neumann
(3 vrai dire aujourd'hui controversé) deux grandeurs

physiques a; et ap attachees 3 C; et & Cp.

Les extensions Kl et Xz 3 1'espace ¥ Eétant des
opérateurs commutatifs, les grandeurs a; et az considé-
rées comme attachées a C sont simultanément mesurables
(V.N., D.117, A.223). Si alors on fait une mesure simul-
tanée de a; et as, la probabilité de leur trouver les
valeurs klm et xzn'est, en vertu de l'axiome P,B (§24),
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c i ;
certaine su:‘la valeur de l'autre.

§4A
I

P P2 = 2 it
¢1m ¢2nﬂb . l(w’«¢lm ¢2n)l,. On voit alo;s, en se
gep0ftant'é (11), que cette e%bression n'est différente
e z r .; N ) . ” * ’
€ro que fl ;e couple ¢1m’¢2n s'identifie &-un couple
Uy olag de'meme indice @ (la valeur de la probabilité
é t . . p . s g
ant alors P, Il en gesulte qu'une mesure simultanée

7 PV ! y
;i aldefla% ne peut donner comme résultats que des cou—
es de valeurs X 2 ndic ici
§ Ag2 Py, de méme indice. Nous sommes ici

dans un des cas de mesure asservie envisa

phe 3C. gés au paragra-

Jusqu'iFi rien que de fondé. Mais c'est alors que
¥gn2§Tumann tient 1:extraordinaire argumentation suivante
ori : ’1?.434) que je tﬁaduis littéralement de 1'&dition ’

riginelle a}lemande : "Par conséquent notre proposition™
31gn}f1? cecl : aj) et ap sont simultanément mesurables. .
ve? s1 l'une”“des deux est mesurée sur ¥, la valeur de ’
l'autre est de ce fait déterminde univoquement (on re-
trouve cette formulation en. termes presque identiques
qgelques pages plus loin - D.234, A.440- ce qui gr con-
sequent ne laisse aucun doute sur la pensée de l?auteuz)

1
pent C est’donc déns cette argumentation, universelle-
acceptée depuis 1932, que réside la légitimation

dont je reprends i

ure inc une fois de
piz;dlajdeflnlt;on ¢ en mesurant une seule des deux
grandeurs a) et ap, on a le droit de porter une prévision

A quoi la juri ' i j
q Jurisprudence, si je peux m'exprimer ain-

= A :
celle que Je viens de souligner 3 1'instant

%, . . '
~c'est moi qui souligne
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si, a ajouté un complément trds important : c'est que,
si on mesure aj sur le sous-systéme C) et qu'on trouve
la valeur propre kla de l'ppérateur Ay défini par (12),

la fonction d'onde du systéme global C est réduite au
seul terme mondme ula(ql)u2a(q2) de (11) et la fonction

d'onde de Cy au seul terme uza(qz). D'oli 1l'on tire &vi-

demment des conclusions surprenantes sur la "télépathie"

entre C; et Cp. Il reste que Von Neumann n'est pour
rien dans cette affaire : il s'est borné & 1'applica-
tion de 1l'axiome P des probabilités, alors que le pro-
longement qu'on a donné par la suite 3 son raisonnement
concerne 1'axiome R de la r&duction d'état.

Quoi qu'il en soit de l'origine des deux asser-
tions, je me propose de montrer qu'elles sont aussi
irrecevables 1'une que l'autre tant qu'on reste dans le
cadre, dénué de toute &quivoque, des axiomes de la me-
sure. reproduite au paragraphe 2A.

B.- Critique de l'argumentation de Von Neumann

La faille de cette argumentation saute aux yeux :
elle réside dans le fait qu'on applique 3 une expérience
comportant une mesure unique un résultat dtabli pour une
mesure double, et simultanée. Il y a 13 un pas qu'en
bonne logique on n'a pas le droit de franchir. Naturel-
lement il se pourrait que la-conclusion, quoique hitive,
£t juste : nous alloms voir qu'il n'en est rien.

En vertu du mode de raisonnement probabiliste clas-=
sique =qui est valable pour la Mécanique quantique comme
pour n'importe quelle théorie probabiliste- le probléme
de la mesure indirecte, pour &tre correctement posé, doit
s'dnoncer comme suit. A un instant donné, on mesure la

_grandeur a; attachée 3 C; ; connaissant le résultat de

cette mesure, soit A, , quelle est la probabilité pour
la
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: ¥ 2 A )

qu une mesure postarteure de la grandeur a, attachée 3
.Cy fournisse une valeur donnge~k28 ? en abrégé, quelle

est la probabilité conditionnelle Pr(k28 si Xl ) 2
3 — Tla
' J'attire 1'attention sur le terme "postérieure"
qul est impératif. 8i en effet on envisageait de fairé la
mesure de ap rigoureusement au méme instant que celle de
4y, on t?urnerait en rond dans le cercle de la mesure
?ou?le simultanée, et se poser la question d'une mesure
1nd1rgcte n'aurait pas de sens. Si donc on prend zéro
~pour instant de la mesure de-aj;, la mesure de a; doit
eFre envisagée 3 .un instant T > 0, et nous pouvons symbo=
liser la probabilité cherchée par Pr(A28 si XI ;T
— "la

Mais egtye 0 et T le systéme C, ou Cp, &volue et cette
'Probablllté varie ; si on veut une réponse bien définie
11 faut prendre 1la probabilitd limite, soit 1im Pr(A2 ’
§1 A $ 1). A priori ri ' ) ~T+O'" i
5L Ay s . priori rien n'assure que cette limite
soit &gale 3 la valeur qu'on obtient en faisant brutale-

genth =-O'dans 1'expression de 1la probabilité, soit
r(?\ZB si kla 3 T =0), d'autant plus que celle-ci est

la p;obébilité de la mesure double simultanée et stécrit
aussi bien Pr(Ala &t dyg 3 T = 0). La différence d'écri-

ture falF ress?rtir la différence des notions et précise
la question qul se pose.

‘ ’Avantid’y répondre un &claircissement important
est necessalrg.'Chez Von Neumann 1la succession des &ta-
,p?s est la suivante. On se donne d'abord une fonction
d'onde V(q1,92), et c'est Sur'sa décomposition diago-
nale (11) qu'on comstruit ensuite les opérateurs de
m?su?e (}2). J'ai d&ja dit plus haut (§1) quel &tait
1'objectif que poursuivait Von Neumann en adoptant
cette d?marche : justifier (D.224, A.421) un déplacement
arbitraire de la frontiére entre systéme observé et appa-
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reil de mesure.

L'objectif de la mesure indirecte, quoique connexe,
est différent. Sur le systéme qu'il &tudie, 1'expérimen-
tateur se fixe d'abord les grandeurs physiques a; et a,
3 mesurer, c'est-3-dire les opérateurs de mesure ; et ce
n'est qu'ensuite qu'il peut se demander comment doit -
étre préparé le systdme pour qu'il se préte 3 la mesure
indirecte de 1'une ou 1'autre grandeur, c'est-3-dire
quelle doit &tre la fonction d'onde du systéme pour que
les deux mesures soient asservies. Il nous faut donc in-
verser la démarche de Von Neumann et poser a priori nos
opérateurs de mesure. '

Soient

3)  Ar= Dy Ey s A=y By

3 k
les opérateurs, définis dans H; et ¥, respectivement,
correspondant 3 a; et a, ; ils sont, d'aprés la discus-
sion du-paragraphe 3B, supposés i spectre ponctuel, mais
d dégénérescences quelconques. '

 Faisons sur le systéme une mesure de la grandeur a;
seule. Si nous voulons connaitre 1'effet de cette mesure
sur la représentation mathématique du systdme global C
—connaissance indispensable pour porter des prévisions
sur la mesure de aj, nous devons considérer aj; comme
attachée aussi 3 C et %ui faire alors correspondre comme
opérateur l'extension A; de A;. Comme A; et A; ont méme
valeurs propres, le résultat de la mesure ne peut &tre.
qu'une des quantités Alj de (13). Supposons qu'on observe

Klm' Pour déterminer le vecteur d'état aprds la mesure et

comme celle-ci est solitaire, nous devons appliquer 1'a-
xiome R,a (§2A) et non 1l'axiome R,B qui ne peut pas jouer
ici. En vertu de R,a donc, et si nous désignons par '
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¥' € I le vecteur d'&tat de C aprés la mesure, ' est
astreint 3 vérifier la relation

(14) E b=y soit‘ (BB Iy =y

plus la relation de.normalisation, et ces deux relations
seulement. o

On remarque que (l4) est totalement indépendante de
la représentation de C avant la mesure (vecteur d'état,
mélange ou variété), et c'est pourquoi il &tait inutile
de spécifier celle-ci. ' ' '

Or, ainsi que nouys 1'avons noté 3 la fin du para-

graphe 3A, la variété Elm ¥ est de dimension infinte

quand bien méme la valeur propre le serait simple pour

Ay, et 1'équation (14) nous apprend seulement que y'
peut étre n'importe quel vecteur de cette variété.

Cette assertion surprendra sans‘doute, tant on a
1'habitude d'admettre, en s'appuyant sur la décomposition
diagonale (11), que la mesure de a; réduit la représen-
tation de C 2 un mondme bien déterminé de la forme
ula(ql)uza(qz) (c'est méme un des points clefs d'une

argumentation bien connue d'Einstein (8,9)). Mais 11
faut remarquer, pour commencer, qu'il y a manifestement
contradiction entre cette conclusion communément accep-
tée et la propriété, non moins couramment admise, de
l'axiome R d'effacer toute trace de la représentation
du syst&me ; la contradiction provient de ce qu'on ap-
plique au systime global une réduction d'état basde
—tant bien que mal- sur l'opérateyr incomplet A;, alors
qu'il faut user de son extension A; ; et c'est pourquoi
j'ai pris la précaution un peu lourde de rappeler plus
haut qu'en régle générale c'est pourtant cette extension
que tout le monde reconnait comme valable. -
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_ D'autre part il est aisé de contrSler 1'applica-
tion que je viens de faire de l'axiome R,a en recourant
i 1'équivalence (§2A) que Von Neumann a donnée de cet
axiome, 3 savoir que si on recommence immédiatement sur
Y' (normée) la mesure de a; on doit retrouver slirement

la valeur xlm' C'est bien ce qui se passe : la probabili-

té de trouver A,  sur ¥' est, d'aprés l'axiome P,c,

im |
(glm“¢1;¢') donc, en vertu de (14), (¥',v") = 1.

¢' étant ainsi régl par 1l'équation (14), nous pou-
vons maintenant calculer les probabilités relatives 3
la mesure postérieure de ap : supposé que le résultat de
la mesure de a; est Alm; quelle est la probabilité& pour

que la mesure de a; fournisse le résultat l2k’ k donné

quelconque ? Le délai T entre la mesure de a; et celle
de ap ne crée aucune difficulté puisque, lorsque T = 0,
1'opérateur d'évolution unitaire tend vers 1'identité,
et que par sulte les probabilités d'une mesure de a»

tmmédiatement consécutive 3 celles de a; sont 3 prendre
sur Y', La probabilité de la valeur A2k est alors, d'a-

o . ;
prés l'axiome P,a,(E2k ¢',v'), soit, en remplacant y'
par sa valeur dulpremier membre de (14)

. Y N v
~Pr(k2k si xlm) = gEZk Elm v, v

soit encore; en tenant compte de (7)

( : | = 1 o= . 2
’(15) PrOg, si A ) = (B, ®E, ¥', y') = e, ®E, vl

1'équation (14) s'écrit aussi bien, puisque

I, = Z.Ezg (2 =1 3anou+ e avec n =2 sauf si Ar est
5 , ,
s

-~

- 1'opérateur identité, cas sans intérét 3 écarter)
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_% Epp BB = y"

Cette &quation exprime que y' n'a de composantes non nul-

les que da 1étés (E; - ix8
q ans les variétés (Elm X)Ezz)ﬂ'(m fixé, 2 =1 an

. b3 ;

ignt §ﬁtfeﬁgtes qu'a vérifier la condition de normalisa-
on - =
a wmz ‘ 1, de sorte que les probabilités (15) pour

toutes les wval ' ' 2 : : :
o eurs de k,'meku » sont arbitraires 3 1'une
d'entre elles prés, \

' : ) v
Il s'ensuit les deux conclusions que voici

®

- apfes la mesure de a; 1le systéme global C est repré-
sente par un vecteur d'état indéterminé dans la variéts
définie par (14), et la probabilité d'une valeur uel-
conque ge a2 est tout aussi ind&terminée ; il ne geUt

donc exister aucune relation entre la mesure de aj

et celle de a, : 7 ! .
2 ¢ 1l n'y a pas d'asservisse
mesures L'une q l'autre ; ' et des- deua

- Ulapplieation ‘ |
d'l a%plbcatéon rigoureuse de 1'axiome R interdit done
expliquer la mesure asserpi j A
DLt rvie et de justi -
re indirecte. : ’ I srer ta e

» T 3 - i
at hA moins d'abandonner ces deux objectifs, ce & quoi
o P Zsmclen'ne se résignerait, nous sommes inéluctq-
tement conduits q la révision de 1'axiome R 7

.

e -Le desaccord entre le résultat de Von Neumann rappe-
© au paragraphe A et celui que je viens d'établir se
traduit simplement en termes mathématiques : dans 1'axio-

gathue tFadltlonnelle les prévisions portdes sur deux
eésures rigoureusement simultanées ne sont pas la limite
- b
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pour T + 0, des prévisions portées sur deux mesures con-

sécutives de 1. Il y a discontinuité dans l'application.
des axiomes R,a et R,8.

Cette discontinuité provient d'une méconnaissance

‘des réalités physiques qui pésent sur 1'exécution de la

mesure. La mesure "rigoureusement simultanée“ est en
effet une notion mathématique, purement idéale, mats
n'ayant aucun contenu opérationmel. 11 n'existe aucun
chronométre permettant de garantir que 1'intervalle de
temps qui sépare deux événements est rigoureusement nul
tout ce que peut la meilleure électroniquggactue;}i est
de distinguer des époques distantes de 10 ° & 10

et, méme si on arrive 3 améliorer cette séparatiom, on
ne descendra jamais 3 z8ro. D'ailleurs, quand bien méme
on disposerait d'un chronométre parfait, il faudrait
pour qu'il soit utile que les événements eux-mémes
solent rigoureusement instantanés, et il est douteux
que, par exemple, le noircissement d'un grain photogra-
phique sous 1'impact d'un électron soit si soudain
(naturellement on peut prendre le biais de dire que ce
noircissement se passe "en dehors du temps" ; mais alors
il devient incohérent de parler de simultanéité).

we

La simultandité est donc une notion qui ne peut
s'extraire du réel que par un passage & la limite, com-
mode ou ndcessaire pour le traitement mathématique, mais
qui n'a de correspondance physique que si les résultats,
nombres ou fonctions, qu'on prétend observer restent
continus jusqu'd la limite comprise : si la théorie
prévoit une discontinuité pour 1 = 0, celle-ci est invé~
rifiable puisqu'on n'a aucun moyen de s'assurer qu'un
laps de temps est nul.

La révision que nous devons entreprendre de 1'a-
‘xiome de la réduction d'état devra donc satisfaire, en-

' tre autres, 3 cette prescription que la réduction obtenue

~
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aprés deux mesures simultanées est bien un cas limite de
la réduction obtenue aprés deux mesures consécutives.

5.~ MODIFICATION DE L'AXIOME DE LA REDUCTION D'ETAT

En résumé l'axlome R doit &tre amendé de telle sorte

que : @) il permette.d'expliquer correctement la mesure
asservie et par 13 de Justlfler ‘la mesure indirecte ; 6)
il redonne, par passage 3 la limite, l'axiome R,B rela-
tif & la mesure 51multanee pour lequel on ne voit pas
de sujet de doute. Ces deux propriétés ne peuvent évi-
demment &tre vérifiées qu'a posteriori, ce qui sera
fait aux paragraphes 6 et 9.

L'8noncé que je vais donner ci-dessous n'est pas
nouveau ; il a déja éré adopté, sous une forme peut-etre
un peu moins détaillde, par certains auteurs (1 ), ou
admis cbte & cdte avec l'axiome de Von Neumann sous le
nom peut-&tre un peu sibyllin de "mesure morale” (.
Je 1'appellerai simplement axiome R'.

- Enoncé de 1'axiome R'

Soit T = i A dE un opérateur auto-adgoznt dans un
espace de Hilbe JQ

Considérons d'abord le cas d'un systéme décrit par
un vecteur d'état bien déterminé ¥. St on fait une mesu-
re sur ¥ et qu'on trouve un résultat compris dans l'in-
tervalle (A',\"), le nouveau vecteur d'état V' aprés la
mesure est la PROJECTION, qu'on raméne ensuite d la
norme unité, de 1l'ancien, U, dans Za variété

EA" K ; autrement dit V' = E;, W/HE wll .

A’ Al

Si le systéme étailt décrit par un mélange, la méme
mesure provoque un nouveau mélange dont les vecteurs
d'état sont les PROJECTIONS (renormalisées) de ceux de

1'ancien mélange sur la variété Ei X, affectés de poids
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inehangés.

Si le systéme était déerit par un vecteur d'état
indéterminé dans une variéié fermée, le nouveau vecteur
d'état V' est & prendre arbitrairement dans la progjec—

1A}

X
tion de l'ancienne variété sur EA' .
Enfin si on ne disposait d'aucune information sur
La représentation du systéme avant la mesure de T, le
vecteur d'état V' aprés la mesure est simplement astreint

N s e s A" ~ h g
d appartenir & la variété E., K. Ce cas®™ est évidemment
celut de la mesure préparatdire. ‘ ‘

La particularisation de cet énoncé au cas ou T ad—
met des valeurs propres est immédiate. '

Il n'est pas necessalre, contrairement i ce qui
se passait pour l'axiome R, de prévoir spécialement: le
cas d'une mesure simultanée de deux grandeurs compati-
bles : ce cas partlculler se dedulra tout naturellement
de 1'&noncé précédent (§9).

B.- Commentaires

Le point essent1e1 qui dlfferenc1e cet énoncé R'-
de celul de Von Neumann, R,a, que j'ai rappelé au para-
graphe 2A, est le suivant. Avec 1'axiome classique, le
vecteur d'etat Y antérieur 2a la mesure est complétement
effacé par la connaissance du resultat de la mesure, le
vecteur d'état aprés celle-ci, V', n'étant astreint
qu'd se trouver dans la varidté propre attachée 3 la
valeur propre observée, en vertu de 1'équation (2), et

*Clest un cas particulier du precedent : ¥ est n'importe
quel vecteur de ¥, ’ '
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&tant par suite totalement indépendant de Y. Avec 1'énon-

‘ i ; ' jectt
cé R' ci-dessus par contre,. et .comme Y ‘gst la"prog ction

de 1'ancien vecteur V¥ sur la variété propre Ek' K, i1

subsiste toujours: une influence de l'ancien vecteur a'é-
tat sur le nouveau,%céﬁqui peut choquer les ha?ft?des
acquises. Mais c'est en définitive-cette propriété un‘
peu schismatique qui permet d'expllquer xg mesure asser-
vie, tout comme elle nous permettra de fglre ress?rFlr
1'aspect "informationnel" de cette théorie probabiliste
qu'est la Mécanique quantique. o

Passons maintenant & quelques remarques de détail.

. » . . 1 L. 1 -
a.- Il est clair en premier lieu que l'axiome R’ est com

patible avec 1'axiome P, auquel nous ne touchons pas :
le seul cas en effet ol V' ne soit pas définl est celul

. " ) N . . _
oll HE;. yll = 0 ; mais ce cas a une probabilité nulle de
se présenter.

b.- L'équivalence que Von Neumann a donnée 3 son axiome
R,c est respectée. Si une mesure faite sur le vecteur
d'8tat ¥ donne un résultat appartenant a 1'1ntervallf
(A',A"] et qu'on recommence immédiatement apres la-mgm?
mesure sur le nouveau vecteur d'état ', la probabilité
: s '
. d'obtenir un résultat appartenant a ()',A') est
)\H )\"
ey = (M Eyd o EyY |
(E 1 d) ,\P. = E,|‘ }\n K} )\n g =
MO U e gl

®pn effet cette influence ne disparaltrait complétement .

1"t

- o oA o
si ¢ était orthogonmal a la variété EA‘ H : mals ce cas

» . [ :
a une probabilité nulle de se produire, en vertu de 1'a- .

xiome P,a.
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- on retrouve donc en toute certitude, dans la seconde me~

sure, le méme intervalle (A',x") qu'avait fourni la pre-
migre.

c.~- Si, avant la mesure, le vecteur d'état y du systéme
est connu, le vecteur d'état y' aprds la mesure est
ggalement .connu ; la méme observation est valable pour
des opérateurs statistiques. L'axiome R' n'introduit
donc pas d'indétermination 13 ol il n'y en avait pas,
contrairement 3 l'axiome R,c (dont Von Neumann avait
trés bien vu le défaut dans le cas d'un opérateur sta-
tistique : D. 185, A, 348).

d.~ Par contre, en général, 1'axiome R' ne léve pas 1'in-
détermination s'il y en avait une : si avant la mesure

le systéme est représenté par une variété fermée 7% dans
laquelle ¥ est indéterminde, Y' est indéterminée dans

s L A" . .
la variété projection Ek,ﬁﬁ ; on montrerait aisément

que, pour que l'inddtermination soit levée, c'est-z-dire
’ " :

X g - : :
pour que EX'7E se réduise a un vecteur, il faut et il
"

suffit que le projecteur P sur Met le projecteur EA'
1%

At P soit un projecteur-

3 une dimension ; il est clair que cela n'arrivera que
dans des cas exceptionnels. _ o

commutent, et que le produit E

e.~ A titre de curiosité, on peut voir que 1'axiome R'
coincide avec 1l'axiome R,ua quand 1'application de ce
dernier ne provoque pas d'indétermination sur ¥', ce qui
n'arrive que dans le cas —tout idéal- ol la mesure four-
nit une valeur propre simple de T.
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