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I Introduction

Les questions posées par la rédaction des Annales
de la Fondation Louis de Broglie nous ont conduit i ré-
diger les pages qui suivent. Le probléme fondamental nous
parait &tre le mécanisme de séparation du faisceau lors-
que le spin se trouve de travers i l'entrde du sépara-
teur de Stern-GerlacH. C'est donc sur le mouvement au
sein du champ magnétique inhomogéne que nous nous sommes
concentrés. :

Pour "voir ce qui se passe' nous avons choisi de
travailler dans l'espace de phase 3 1'aide de 1'isomor-
phisme de Weyl et Wigner. Grice 3 1'analogie typogra-
phique entre des formules de mécanique statistique clas-
sique et quantique qui en découle, on peut aussi nourrir
l'espoir de parvenir 3 une idéalisation acceptable de la
mesure avec un &cran de détaction.

L'utilisation de 1'isomorphisme de Weyl et Wigner
n'est pas nouvelle mais ne fait pas encore partie du
bagage usuel de 1'&tudiant en physique. L'expérience
montre que ce formalisme est en réalité assez mal connu,
Nous avons donc précisé nos notations dans les § 2 et 3
avant d'entamer le vif du sujet.

2 Rappel
En 1932, E.P. Wigner (1) proposait d'associer une

fonction p(q,p) sur l'espace de phase i toute fonction
_ d'onde ¥v(q) par la formule

i B |
p(q,p) = I w*[q + %} e I W{q - gﬂdu 2.1

L'extension de cette formule 2 un opérateur densité se
fait trivialement par lindarits relativement aux poids
des &tats mélangds. La formule se généralise pour un
nombre n arbitraire de degrés de libertés de fagon &vi-
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Les propriétés suivantes sont faciles 3 vérifier :

0(q,p) € & . - (2.2)
J 0(a:) % =@ e er, @y
J p(q,p) g—?r—ﬁ - () ?(p) € R, g (2,4)‘,‘

La fonction p ressemble fortement i une degsité
de probabilité. Elle permet de ca}culer.les den;ltés de
probabilités sur l'espace de conflguyation aussi bien
que sur l'espace des impulsions par 1nteg?atlon sur p,
respectivement q, comme en (2.3), respectivement (2.4),
Ce n'est pas une probabilité parce que_ohpeut‘pre?dre
des valeurs négatives dans certains dqmalngs de,l.?sf )
pace de phase. On lui donne le nom de quasi-probabilité.

I1 est &videmment tentant de chercher 3 éliminer
les valeurs négatives par d'autres choix d'associaFions,
mais, 3 notre avis, il n'y a aucune chance d'ab?utlr
dans cette direction. Ce serait la découverte d une
théorie probabiliste usuelle &quivalente & la mécanique

quantique. '

Essayons donc d'interpréter les oscillations de p
au lieu de les &liminer. Pour cela considérons deux

- ) I —-
Etats cohérents de Glauber centrés en x = *a et d'impul
sion moyenne nulle.

-7 ( («Fa)2)
;‘l’i(x), = (27 q‘(’;) & e@[-[%%] ] ‘ (2.5)
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I1 leur correspond

pi(x) =:2'exp{— %-4——w——

*

2 e

2qg

LA

avec p

 Considérons le mélange statistique, ou superposi~

tion incohérente, des &tats + avec probabilité % :

l,
o =5, *+0) >0 (2.7)

mélange

La quasi-probabilité est ici positive avec deux
" maxima. Si les deux &tats sont spatialement bien séparés,
c'est-a~dire si .

a >> qq (2.8)
les maxima seront plac8s en q = fa, p = 0. Une interpré-
tation probabiliste traditionnelle de ce mélange ne
donne lieu 3 aucun problame.

Considérons maintenant 1la superposition des
fonctions d'ondes. Il existe alors des "corrélations"
~de nature quantique entre ces deux régions de l'espace
sans que la probabilitd de présence dans 1'espace de
cdnfiguration‘nevsoit notablement affectde. Cette fois

9

B
V== (v, + )

B N
La normalisation est arbitrairement'bonne 4 condition
de choisir a suffisamment grand. Dans cette hypothdse,
le calcul livre

. =0 +
psuperpos:.tlon pmelange 8 ?

(2.9)

(2.10)
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o

)
§ p=2ce 2\po 40 cosap (2.11)

Cette correction 3 la quasiprobabilité précédegte est
localisée autour de l'origine. Elle a une amplx?ude in-
dépendante de 1l'&loignement des deux paquets mais elle
oscille d'autant plus rapidement que a est grand. Par
int8gration sur p, les oscillations s'effacent et on a
bien

* -
K@@ =1 @, (@ + vi@u_@)  @2.12)

ce qui est attendu pour des foncti?ns d'ondes'§pgt1a}e—
ment séparées. En revanche, dans 1l'espace des impulsions
il apparait une structure.lié? a‘lfe§pacement de§l§e§§ .
paquets. Ainsi, loin de vouloir &liminer les oscil da ion
de la quasiprobabilité, nous pr9posons‘de les pren re
pour ce qu'elles sont une manlfesFaflgn du carac;ere
quantique des &tats du syst@me considéré.

L'association de Wigner entre opérateuF denglt?
et fonction sur l'espace de phase se générallge ( )‘a
tous les opé@rateurs dont les &léments de gatr%ce pris
dans 1l'espace de configuration sont d?s.dlstrlbut;ons-
tempérées. Nous désigneroms par une mlnufcgle‘la onc-
tion de Wigner associée 3 un op&rateur désigné par une
majuscule.

i .
' Ty u n
m(q,p)=J-eAH <q-'92-lM|q+7>dg
| = 2% Tr(MI(q,p)) (2.13)
i _
oli .o = -n
I(q,p) = —13 J lq + -‘21 > el <q - -‘zildu (2.14)
2 .

On vérifie sans peine les rd8gles de correspondance sul-
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vantes
' 1+ 7

7 < Q | (2.15)
p «— P

De plus,‘pour des opérateurs 3 trace :

) SR 4343 ,
Tr(AB) = J a(q,p)b(q,p) S3L = L (2.18)
(2m7H) V :
ce qui implique 3B = 7
. didB
TraA = I a(qp) _S_E*;. (2.17)
(2mh) - :

3 Extension du formalisme

‘ Lgs pPropriétés presque miraculeuses de 1'isomorphis—
m? d? Wigner proviennent du choix tras astucieux du champ

- d'opérateurs N(q,p). En fait, il s'agit du translaté k

sur l'espace de phase de l'opérateur paritd (3), Ainsi

les propriétés fondamentales '

2 =z ’ (3.1)

H(X)H(Y)H(Z) = el¢<x’ygz)ﬁ(x -y + z) (3.2)

PE3,2) = 90x,2) < a(x,2,y) (3.3)

[‘ g%y . ' "
(x) = ] :

| (rh)™ ¢

sont des cogséguences naturelles issues de la géométrie
et de la thegrle de représentation des groupes (3). In-
versement, si l'on se donne la forme explicite de ¢

2 .
¢(st3z) = T—l: ,Q,(X =¥, z - Y) ‘ ' (3'5)
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L(x,y) = p q (3.6)

x'qy B x'py
les formules ci-dessus définissent le champ [ de fagon
unique (& équivalence prés). La normalisation a &té
choisie de telle sorte que II soit unitaire. Elle a 1'in-
convénient de compliquer quelque peu les propriétés de
trace o ’ : o

@I = (W P E -y @D

Il est facile de calculer l'image du produit d'opérateurs
dans 1'espace des fonctions sur ‘l'espace de phase E. Ce
produit dénommé produit de Moyal sera noté par o :

d2ny d2nz

(wh)°

(aob) (x) = J eH 052D 4 ()b (2) (3.8)

En particulier, pour toute fonction dérivable £(q,p)

Jof@p) =+ 2T

' V ' (3.9)
-> - t
pof (q,p) = pf - %§.$q £

L'image du commutateur ou crochet de Moyal permet de
définir un produit de Lie qui, en premidre approximation
d'un développement asymptotique en puissance de h redomne
le crochet de Poisson. Pour les observables p et q, on-a
les résultats exacts

af

1
e
o4 - (3.10)
1,k Ky, Kk T |
iﬁ(q,Of - foq ) = {q, £} = T
k
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Cette coincidence entre crochet de Moval et crochet de
Poisson est un petit peu plus générale. Elle persiste-
pour le crochet d'une fonction arbitraire avec tout poly-
ndme de degré 2 en q et p.

Ainsi, pour les hamiltoniens polynomiaux de degré 2
au plus, les é&quations d'&volution de Von Neumann pour
l'opérateur densita coincident exactement avec les équa-
tions de Liouville de 1a mécanique statistique appliquée
3 la fonction de Wigner de ce méme opérateur densité.

Nous avons donc, pour g mécanique lindaire *, 1la
possibilité de calculer 1'8volution temporelle des 8tats
par substitution de variables dans l'expression de 1la
densité de quasi-probabilit&. Deux exemples sont utiles
d notre propos. Tout d'abord, la particule libre

P (@B = 00(@ - 2 ¢, 7 (311

Ce résultat excet peut surprendre le lecteur (trop)
averti : la physique quantique n'a pas disparu complate—
ment. Elle est implicite dans les conditions initiales.

. 0g doit &tre une quasi-probabilité, et, 3 ce titre elle
doit représenter un opérateur positif de trace 1. Ces
conditions mathématiques se comservent par l'évolution
(3.1D) ce qui assure la validita des inégalités de

. Heisenberg i tout instant. La fameuse dispersion du pa-
" quet d'onde libre n'a pas d'autre origine., On 1'obtient
ici par intégration sur les variables d'impulsion.

La particule uniformément acc€lérée peut &tre dé-
crite de la méme fagon. Dans ce cas, pour une accéléra-
tion y donnée on a ’ ,

« o
-> > >~ 1
e+ (q,p) = pg(q - f; t+ 3 v tz,i’ - m\?t)».(3,12)

On traiterait de méme les forces harmoniques, mais dans
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i

les cas plus compliqués les effets qgantiguef selmanziii;
' ami des relations intégrales 7
tent dans la dynamique par in : T
pg et p En particulier les effets de dlffractlon dus a
t. . N . '\ . . .
des discontinuité@s de potentiel sont difficiles a deérlre
dans ce formalisme.

4 Introduction du spin

Pour une particule de spin 1/2, l'efpace de-gflgfft
est le produit tensoriel C ® i . Les opefageu§s ob-
servables et d'états s'écrivent de fagon générale

; L . .
A= J(ao(X)lz +a(x)3) ® Tx) e (4.1)
ol visiblement )
A€ L(c, BN (4.2)
et |
é.o (Esg) 7
a(x) = aI(;:P) 4.3)
aZ(E’P’)
3-3(3:?)

’ Loni : ! ali-
est un champ quadri-dimensionnel sur E dan§ 1 atlaieient
léen. Deux observables seront identiques si etdseudistri_
si leurs fonctions a sont les mémes (au sens des ‘

butions).
En posant ;
a1
My - |02 (4.8)
() o3 .
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1'inverse de (4.1) s'éerit

a (%) =L Trsp(Ou M(x)A) ' (4.5)

5 ok
'adioi K : 5 X o
L adjeint A" de A correspond 3 a . Leg opérateurs auto- -
adjoints correspondent 3 des champs a, réels. Le produit

de‘Moyal'se généralise,malheUreusement de fagon compliquée,
Soit ¢ le produit de z par b ; on aura

b4

cg. = E aob
; u Moo
; X (4.6)
¢, = ago +-a3,0 - 1€ '
K k 3P0 kim 2200
Le? états sont des opérateurs positifs, c'est-3-dire
. R i

qu‘l}s S expriment comme produit d'up opérateur avec son
a?J01gt. La‘forme de (4.6) montre qu'il est impossible
@ avp}r un etat dont la partie scalaire (indica 0) soit
ldentiquement nulle. '

Du point de vue de 1a théorie des groupes, il faut consi-

dérer deux types d'action sur les observables de la forme
(4.1). D'une part, l'action des transformatigns unitaires
sur C2 se résume en une rotation du vecteur a qui ne
t?uche Pas le scalaire ag. DYautre part, les éransforma—
tions mé?aplectiques de H se résument en substitutions
sy@ple?thues des arguments. Physiquement, il est possible
d'imaginer que les détecteurs de spin (direction de a)
sont tournés indépendamment des détecteurs de position

‘ ' g .
ou d'impulsion. Dans cette circonstance, le groupe néceg-

Sdire pour exprimer la cinématique est produit direct du
grouge'symplecthue avec le groupe des rotations repré-
senté ici par SU,, puisqu'il s'agit du spin 1/2. Cette

téneme?t tcgs les détecteurs, Dans ce cas, 1a transforma-
tion s'exprime sous la forme : '
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| ag(R4.RP)
a>a' a'(x) = ' (4.7)
RIZRE.RD)

Dans (4.7), le lien entre rotation d'espace et rotation

de spin est important, car les interactions qui permettent
la "mesure” du spin produisent un couplage grice auquel
une mesure de position détermine une inconnue de spin.

Nous avons parlé ici des rotations, ce qui nécessite
une métrique sur l'espace de configuration et définit au—
tomatiquement une polarisation de E. Il semble donc que
la notion de spin réclame la donnée d'une polarisation. A
ce sujet, que l'on pense 3 la notion de moment cinétique !

L'&volution réversible de la particule de spin 1/2
est gouvernée par un hamiltonien qui doit satisfaire des
conditions de covariance galiléenne passive. La discussion
détaillée de cet opérateur a &té faite par C. Piron &)

a partir de "premiers principes". Il résulte une_exprgssion
de H qui dépend de 2 champs_vectoriels polaires A et E,
d'un champ vectoriel axial B et d'un champ scalaire V sur
l'espace de configuration Eq. La spécialisation 3 1'in-
teraction &lectro-magnétique impose que tous ces champs
solent issus des seuls potentiels vecteur magnétique et
scalaire Electrique. Les coefficients de proportionnalitd
sont empiriques. Le ré&sultat peut &tre &crit

- 3g@ - gD e B nfed - 2D)) 7,

ol e est la charge de la particule, u son moment magnéti-~
que et n un coefficient de couplage spin-orbite dont la
relation avec u découle de la relativita d'Einstein.
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‘5 Mouvement d'une particule neutre dans un champ magnéti-

que inhomogéne

1 o X ' -
' Dans 1l'expérience de Stern~Gerlach, on soumet un
faisceau de particules neutres i un champ magnétique in-—

homogéne. Ainsi E = 0, e = 0, et H se simplifie considé-
rablement

_ Bz
H==—07 '+§B-O - ’ , (S.I)

.Il est donné sur 1'espace de phase par ((4.1))

1 o |
hy = 5= P2, =5 B@. (5.2)

Les &quations d'&volution de 1'dtat W du systime, décrit
par son champ w{&) (4.1), s'obtiennent en prenant le
commutateur de h et w pour le produit (4.6). On obtient

. =
Wy = - = Hy
0= g Y V0t g z (0w - w08y
S N
PV | ‘
- { v q}; s L3 - 3 N - I P~
— 5 (Bowg wgoB) - Eﬁ((Bo)xw - wx(oB))

Po?r un champ d'induction magnétique quelconque, le pro-
duit de Moyal donne des expressions_impossibles 3 &valuer
de fagon générale. En reyanche, si B dépend au plus liné-

‘airement de la position q, les crochets de Moyal et de

Poisson sont identiques, et l'anticommutateur se réddui
au produit ordinaire ; d'ou g '

. >

Wy = - ~ d wg + %-X {Bk,wk} ;
S k

> 'qu > > > (5.3)

> - »

Vo - w+-12i{B,wQ}—_%»wa.
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Voyons tout d'abord le cas ol le champ d'induction B est
homogéne. La solution est alors trds simple, les crochets
de Poisson s'annulent ; la propagation libre de la quasi-
probabilité et la précession de Larmor se lisent direc-
gement. Choisissons des coordonnées telles que le champ

B pointe en direction 3. On peyt contrdler que toute so-
lution de (5.3) pour un champ B constant est de forme :

>
-> >
wo = £(q - 2 t, p)
-~ >
> > > - :
wy = r(q - % t, p) cos [¢(q ‘% €, D) —% B3t] (5 )
22,3 sinl q > t;.+) = Bjt
wy = r(qr kR p) 81n[¢ q-=t,p 7 B3
wi= g(q - B ¢, p)

Les quatre fonctioms grbitraires f, r, g et ¢ dépendent
des 6 variables q et p. Elles sont fixfes par les condi-

tions initiales.

Un faisceau non polarisé est caractérisé& par som
isotropie : r = g = 0. Dans ce cas, il se comporte comme
une particule libre. Le champ homogéne ne produit pas de
polarisation. Si le faisceau est polarisé en direction 3,
alors r = 0 et la polarisation reste en direction 3. Le
champ magnétique n'a aucune influence. Si le faisceau est
polarisé& dans le plan perpendiculaire 3 B, la polarisa-

. A . oy . B
tion tourne & la fréquence de precessxon;%— .

Considérons maintenant un champ inhomogéne croissant
en direction ez :

-
B

> . R
e3(b + cq3) : (5.3)
Ce n'est pas un champ d'induction physique puisque sa
divergence n'est pas nulle. Mais on peut se convaincre

ue les effets d'une composante transversale (en direc-
q p
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tionll ou 2) nécessaire 3 rétablir la condition de diver-
gence peuvent &tre rendus arbitrairement petits dans un
domélne d'intérét en choisissant b suffisamment grand
L'erfgt est 1ié 3 la courbure des lignes de champ. Le;
complications techniques d'intégration de (5.3) &tant
‘h?rs de grop9rtion avec notre propos, nous utiliserons
1"approximation (S.S).,&a solution générale de (5.3)

aYec }a forme (5.35) de B s'obtient encore par des subs—
titutions de variables dans les fonctions éui paramétri-
sent les conditions initiales. La contribution des cro-
che?s de Poisson est celle d'un champ de forces constant
et 11 apparalt un mouvement uniformément accéléréd. On ’
peut contrdler que la solution générale a la forme

' 1 > ; ue -
wn = - . P uc 2 uge. >
0 ztf(q - £+ 7w ©2 tc, p - 7 e3 t)
-
+ g _ B C > 5 > ue
8@ -ge-gme e pa ey
1.~ 3
wy = =|f(g - 2 e T, ¢2 T . uc
s =Flfa-ger e e?, pakeg
-3
_ ——)--p uc+ e 4 ) (5°6)
g(q - f - o e te, p + %5 33 t)J
.
e T _DP ., > (oD !
w1 = r(q - o & D cos[qb(q - -f;_); £, p) "% ((b+cq3)t - %Eitz)}
A m
-
- +—E' - . el > -5
w2 =t(q - = t, p) sin ?(q - 2, p)~%[(b+cq3)t—§ﬂt27j
o

D? nouveau, quatre fonctions arbitraires permettent de
resogdye ex?llcitement le probléme pour n'importe quelle
c?ndltlons initiales. Pour cermer 1a significationq hy— )
sique de ces fonctions, effectuons quelques traces gaz-

tielles sur l'espace de spi
s pin Cp. Tout 4 . _
probabilits de présence 2 out d'abord, 1la quasi
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Trsp(lz W) =2ug = + g (5.7)
Quelles que soilent les conditions initiales, il apparait
2 faisceaux. L'un, uniformément accé&léré en direction +esj,
est décrit par la fonction f. L'autre, décrit par g, est

PO . . - 212 . uc .
acc8léré en direction —-e3. L'accé&lération g est direc-

tement proportionnelle au gradient‘du‘champ.'

La quasiprobabilité de trouver le spin en direction tej
+

est donnée par la trace partielle prise avec 1/2(1 % o03).
On trouve

1 f signe +
5 Trsp((l * O3)W) =wy twy =

, (5.8)
g signe -

Ainsi, f est la quasiprd%abilité d'avoir le spin en direc-
tion +e3 et_g la quasiprobabilité d'avoir le spin en
direction -e3. Ceci est parfaitement conforme i 1l'inter-
prétation habituelle de l'expérience de Sterm-Gerlach. Si,
au moyen d'un &cran, on supprime le faisceau d&crit par g,
il reste un &tat de polarisation +e3 qui est pur du point
de vue spin. La partie la plus intéressante concerne la
quasiprobabilité d'avoir le spln transversal au champ,

par exemple en direction e :

(
1 N _ . _ &
- Trsp(12+02) = wot w, = 5(f+g) +r s1nl¢ E((b+cq3)t

2

€p3 2

. t 5w9

ot t?) (5.9
Cette fois, les choses paraissent paradoxales. Si f et
g correspondent bien 3 2 faisceaux accélérés, on lit sur
(5.6) que r suit un mouvement libre ! Mais cette &volu-
tion libre de r est accompagnée d'une oscillation domt

- 1'origine est la précession de Larmor corrigée par la
variation d'intensité du champ ressenti le long de la
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trajectoire. Ces termes proportionnels 3 ct multiplient
43 et p3, et engendrent des oscillations sur 1'espace de
phase d'autant plus rapides que le champ est appliqué plus
longtemps. Il faut examiner l'expression (5.9) 3 la lu-
midre de la discussion du §2 5 plus spécialement c'est 3
(2.11) qu'il faut se référer f et g représentent les
maxima de probabilitéd de présence et r sin(¢+...) porte
- 1'information de cohdrence entre les deux faisceaux. Si
au temps t = (0 le faisceau est polarisé transversalement,
w3 doit s'annuler et f = g. 8i, plus précisément, le -
spin est avec certitude en direction e; 3 cet instant, i
alors wyp = f = g = ret ¢ =0. La positivité des &tats !
interdit d'avoir r trop grand relativement 3 f et g. g

I1 est aussi instructif de calculer les traces i
partielles relativement aux coordonnées d'espace de pha-

;8e. Ce calcul ne peut pas &tre effectuéd explicitement

sans spécifier les fonctions arbitraires. Essayons ce-
pendant de pousser le calcul général aussi loin que
possible. Pour intégrer la solution (5.6) sur 1l'espace
de phase, effectuons le changement de variables

t , ~;v = ; d3q'd3p' = d3qd3q
(5.10)

et groupons les grandeurs réelles w, et w, dans 1'expres-—
sion complexe

W, =wp +1 w5 C (5.11)
I1 vient
—1 P4 ue > g uc = - ue >
wo = l£(q' + $E 3y g2, P' -3 e3 ) + g(q' - X235 2,
;‘ + %3'33 t))
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ES ue >
W3 =<% f(q' + 7n e3¢t

;!4_.%.9;3 t)

]
]

‘ )
L > ub _dpeef , . p
r(@',pexp(-10(q,p") - {7 Dexp = [qg + J.Zm‘t]

(5.12)

Les traces de wy &t w3 sont indé&pendantes du temps :

L]

Tr(wo) =3 (Tr £ + Tr g)

(5.13)

Tr(wjy) -% (Tr f.— Tr g)
' ’ M Al Eal! ' -
En revanche, la trace de w_ est 'hachée' pgr‘ldexionenr
tielle en q% et pé. On retrouve la precess%on e Larmo
" . ub . . - iuct Cq, + P3 £)
R B 4
Tr w, () = e " H tTr(w (0)e” h 37 Im ) (5.14)
Pour les grands temps, le module de ce nombre complexe

. 2 8
tend vers z&ro au moins comme 1/t (8). Pour 9nll
8tat wi1(0) gaussien, la décroissance est exponentielle

de forme e U . Ainsi, asymptotiquement, la matrice de
spin tend vers une forme diagomnale.

6 Conclusion | :

Nous pensons avoirvpu répondre oui’i }a;premléri_
question : l'approximation WKB est, en réalité&, un ca
cul exact au sein du séparateur.

Nous pensons que la deuxigme question peut &tre
éludée. Une mesure sans champ magnetlgug permet de comn
tréler la diffraction 4 l'entrée de l'appareil.
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A la sortie de 1 appareil, entre la région ol rdgne
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