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La numérotation des paraaraphes des  formules et des réfé-
rences btbltographzques de la deuxteme pgrtie fait exacte-
ment sutte 4 la promzere

6.~ THEORIE DE LA MESURE ASSERVIE ET DE LA MESURE INDIREC—
TE :

Sur la base ~axiomatique ainsi deflnle, nous pouvons
maintenant édifier une théorie -irréprochable des mesures
asservie et lndlrecte

Reprenons les opérateurs de mesure A; et A; définis
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par (13). Je rappelle que nous considérons des mesures
de a) et a, immédiatement comsécutives (§4B), que nous

avons convenu. (§3C) de noter par xl. et kz les valeurs

j'
propres de A; et Ay que la mesure met en bijection, et
qu'enfin nous sommes ici dans le cas particulier d'une
théorie probabiliste ol la vérification par expérience
individuelle est accessible.

A.- Condition nécessaire et suffisante d'asservissement
des mesures ’

Le résultat de base est le suivant.

Plagons-nous dans le cas ou le systéme global
C = C; VU Cy est représenté juste avant la mesure, par

. un vecteur d'état bien déterminé V. Alors la condition

nécessaire et suffisante pour que les mesures consécuti-
ves de a; et de a, soient asservies est que Yy satisfasse
4 la relation '

(16) - Q

J .
ou, st on préfére, que V n'ait de composantes non nulles
que dans les variétés (Elj (X)EZJ.,)JC-.'

Bpy ®Ep 00 = v

Dé&m .- La condition est nécessalre. Supposons en effet
que la mesure de a; ait donné la valeur Xl. ; en vertu de

1'axiome P,a, c'est donc que “%Ij yl #0 ; par suite 1'a-

xiome R' nous_donne, pour le vecteur d'état de C aprés la

mesure, y' = Eljw/ﬂElij . Pour que la mesure de ap; four-

nisse en toute certitude le résultat AZ"’ il faut et il

suffit, d'aprés l'axiome P,a, que y' soit dans la variété
propre Zj,ﬂg ou encore que zj,wf = ¢!, donec que

§6A o .
En transformant le premier membre par (7) cette &quation
devient :
® E .0
By ®Epqr ¥ 7 513

Faisons la somme de toutes Ces dgalités par rapgort : e
F i 1té : membre
Comme o©om & Elj = I, identlte dans K,Ale secon
i
donne P. Quant au premier membre, SI 1§s J.formeng u??@j .
suite finie, il donne de plano le premier mgmbre e ;
si les j forment une suite infinie, il suffit de remarquer

iffé i : gtan thogo-
que, les différents projecteurs Elj ®'Ezj, &tant orthog

naux, leur somme forme une suite croissante de pro;eczl6>
3 < . ;

teurs, domc est convergente, et le premier membre d;. |
est encore bien défini. La condition (16) est donc bilen

nécessaire.

' i ! ; isante. Faisons
Montrons mailntenant qu elle est suffisante. ¥

‘ i ur obtenue ;. on a
une mesure de aj; et soilt klk la valeur H

donc IE.. yl # 0. En vertu de 1'axiome R' le nouveau vec—
1k :

teur d'état est, & la normalisation. pres

| - (T E.®E,.,
B b= E ®T2 V= (E1k®12)(§ By ® By A7

On a le droit de faire passer le signe Z en téte du der-

. ) 3
nier membre (suite croissante de projecteurs, donc conver=—
gence), de sorte qu'il vient

B b= (g, (B ©12) By BEy3))0

soit, en appliquant 1'égalité (6) et en tenant compte que

=&, E i
Eps By = O B I
Epge ¥ = By © Por ¥
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vissement 2st que tous les vecteurs de ¥ vérifient (16).

§6A
Normalisons maintemant le premier membre pour obtenir '

.
s

on a : Ces deux &noncés tombent sous le sens.
n A . Y ‘ : : eq : . - | . L.
(17) w' = E; W"Elk vl = Bl X)EZk’ w/“Elk wl , : I1 est facile de les traduire en écriture symboli-
v , que. On sait en effet que, si E est un projecteur quel-
i ' t ¥ un vecteur vérifiant Ey = ¢, cette &galité
Faisons alors sur ¥' une mesyre de as. La probabi- conque € ’ -
litd d'obtenir la valeur A72 ast “E W'“z- Mais on a, . est &quivalente 3 E Pw = P¢ I1 résulte alors de la for
vertu de (6) et de (17)“ me de S que l'énoncé relatlf 3 un opérateur statistique
e ' est &quivalent &
{21y ®E )(E. ® 1%yl o - -
= (E X’E Yo/E vl De méme, si on désigﬁe par P le projecteur sur la variété
ik 7k' 1k ™ K, comme P est de la forme P = Z PW ol les wnfsont une
base de #, on a ‘ n 'n

E, E. , =0siFk': la’mesure de a; ne peut donc
2L 2k | (16ter) (JE,. ®E )P =P
pas fournir d'autre valeur propre que ka" et elle four- e L] 23"

nit celle-ci en toute certitude puisqu'on a

En fait, dans les applications et comme on va le

My v = By, W W e e ST e 1a forme oriainelie iiniiiil-
quantité égale 3 1 d'apraés (17). C.Q.F.D. ' laire que de ces &galités.
Corollatre - B.- Exemples | :
Flagons-nous meinsanant dons T ozs ob le syesine 0, MOV C2 e der Smeion I, i
est represente, avant les mesurﬂs, par un operateur statis— ~ ’
tique S = ) p Pa Pum (e, > 0, z p, = 1). Alors la. condzuton par quelques exemples.
m

. . nt a.~ Mesures de deux impulsions asservies par addition
nécessaire et suffisante pour que les mesures de aj et ap : D ous P £10

sotent asservies est que tous les vecteurs b vérifient
la relation (16).

Considérons 1'expérience de Compton-Simon (12)
diffusion d'un photon X par un &lectron. On connalt ex-
périmentalement les conditions initiales : é&nergie et
direction d'impulsion, du photon incident ; pour 1l'élec-—
tron on estime qu'il est libre et pratiquement au repos.

Il en est encore de méme si C est représenté par une
vartété fermée X dans Zaquelle le vecteur d'état Y est
incommu ¢ la condition nécessaire et suszsante d'asser-
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Aprés la collision on peut mesurer dans une chambre de
Wilson la direction d'impulsion de 1'&lectron de recul
ainsi que celle du photon diffus&. La théorie de la
collision, qu'elle soit classique ou quantique, prévoit
entre autres choses l'existence d'une relation entre ces
deux directions &mergentes. Les mesures correspondantes
sont domc -asservies, et on peut se proposer de vérifier
si cet asservissement entre dans le cadre général qui
vient d'&tre tracé. o

Le calcul effectué 3 partir des données initiales
rappelée ci-dessus est faisable et montre qu'il en est
bien ainsi. Il est malheureusement assez long ; aussi

vais-je l'abréger en convertissant les données initia-

les du photon : é&nergie et direction d'impulsion en les
trois composantes de celle~ci (ce qui nécessite un bref
passage par la Mécanique classique, mais dont, je le
répéte, on pourrait se passer) ; pour l'&lectron il n'y
a évidemment rien 3 changer. On connaft donc les trois
composantes de l'impulsion totale initiale des systdmes

photon + &lectron. :

Prenons pour les grandeurs a; et aj de la théorie
générale les composantes respectives, sur Ox par exem-
ple, des impulsions du photon et de 1'&lectron, et
soient Aj et A, les opérateurs correspondants. On prend

~ces opérateurs sous la forme (13) c'est-i-dire qu'on a

rendu leurs spectres ponctuels pour la raison et suivant
le procédé expos&s au paragraphe 3B ; on a en outre pu
s'arranger pour que les valeurs propres Alj et AZk‘soient

toutes multiples d'un méme facteur (3 savoir le double de
l'erreur maximale qui affecte le% mesures des deux com=-
posantes). Les extensions A; et A, de A} et A, sont

- (§34) de la forme

ny N .
A = § M B RI,, A = 1}( A Tt BE,

§6B

o v " _ Vo
Comme A) et A; commutent, leur somme représente 1'opéra-
teur composante sur Ox de 1'impulsion totale ; et comme
on a I = Z Elj , Io = E E2k’ on voit que l'om peut
P j k °
8crire J

AV v ‘

7+ = A, .+ j

B fp =] O+ ) E K
les sommations en j et k 8tant indépendantes. Mettons en

correspondance les indices j et k pour lesquels Alj + ka

a une méme valeur M, 5 cette correspondance est une bi-
jection que nous noterons en &crivant j'(a) l'indice k

qui corregpond 3 j pour a donné. La décomposition spec-
trale de A} + Ay peut alors s'8crire

15 0,

(18) X]_ +K2=Zﬂ (}: El. ®E
. o OLJ. J

Dans 1'état initial du syst@me on connait séparé-
ment les composantes des deux impulsions, soit ay =

25" (o))

Aqs

v 130
et a; = AZko’ et par suite leur somme, que nous désigne-
rons par ug. Aprds la collision chacune des deux compo=
santes a varié et sa valeur finale est déterminée en pro-
babilit&. La théorie compldte de la collision permettrait
de calculer ces probabilitéds, mais cela n'est pas néces-
saire pour notre objet : il nous suffit de savoir que

l'impulsion totale est comservée’ (plus exactement que
sa valeur reste dans le méme intervalle qu'initialement,
ce qui nous permet de la prendre 8gale 3 pg en vertu du
procédé de discrétisation des spectres). On sait donc
qu'aprés la collision la probabilité que l'on ait

-

ay + az = yp est égale 3 | ; en vertu de 1'axiome P,a

® . « . . .
sous réserve, tout comme en M&canique classique, que les

forces s'exergant entre les deux particules soient centra-
les. ‘ ' '
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le vecteur d'état Y est dans la variétsé propre éorrespon—
dante de la décomposition spectrale (18), c'est-i~dire
que l'on a.

C'est exactement la coﬁditioﬁ (16) d'asservissement des
mesures. de a) et ap.

I1 apparait clairement dans cet exemple qu'il n'est
rien d'autre qu'un cas particulier de probabilitds lides,
au sens habituel que la théorie générale des probabilités
~donne @ ce terme. ‘ -

Voyons maintenant pourquoi 1'indétermination qui
affecte le vecteur d'état yp, dont j'ai 8voqué 3 la fin -
du paragraphe 2 les effets &ventuellement nocifs, ne tire
Pas 4 conséquence dans le cas oll nous sommes de mesure
asservie. Vérifions tout d'abord que cette inddtermina—
tion existe bien:la connaissance des valeurs Aljo et

AZko des impulsions initiales soumet les vecteurs d'&—

tat Y19 et Yo de chaque particule aux seules conditions

,(§§A) Eljo Y10 = Y19 et E2ko ¥20= Y20 ; d'ol une indé-

termination pour ces vecteurs individuels et pour le
vecteur global Vg = Yo% ¢y, Par le jeu de 1'équation
d'&volution, cette ind&termination se répercute sur le -
vecteur d'état ¥ au moment de la mesure.

Supposons que 1l'expérimentateur se pose cette ques— é
tion : me domnant a priort un intervalle (k',k”) de va-
leurs de aj, que puis-je conclure si le résultat de la
mesure tombe dans cet intervalle ? La répomse serait :

"
le vecteur d'état '’ aprés cette mesure est ¢' = E?A‘ ¥,

donc serait indéterminé dans au moins upe partie de la

- 224 -
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o A" . . . .
varilete EIA' H, ce qui entrafnerait ume incertitude sur

les probabilités des valeurs de aj. On ne pourrait donc
pas conclure 3 un asservissement des mesures.

Mais, dans le processus réel de 1l'expérimentation,
on inverse les enchainements. L'expérimentateur constate
une valeur de aj, qu'il localise dans un des intervalles
prévus dans la discrétisation du spectre.de A;, caracté-
risé par une valeur propre All ; la variété correspon-—

{\J o s ° - . . : - »
dante E,, ¥ est donc bien déterminée, mais a postertort,

12
et il suffit alors d'appliquer la théorie de la mesure
asservie pour prédire en toute certitude la valeur de a,.
L'indétermination qui pesait sur Vg n'a done joué aucun
rdle.

b.~ Systdme de deux particules de spin total nul

Considérons un systéme C formé de deux particules
Cy et Cp de spin 1/2, dont on sait qu'a 1l'émission le
spin total dans une direction donnée, Oz par exemple
(i1 est plus simple de raisonner sur ce cas que d'abor-
der directement celui de 1'&tat singulet), est nul. Je
fais remarquer en passant que, contrairement 3 1'exemple
précédent ol l'information initiale &tait fournie par
une mesure préparatoire, ici c'est par voie théorique
qu'on a cette information.

Raisonnons d'abord suivant la méthode consacrée,
qui consiste & faire abstraction des variables de confi- -

guration. Désignons par 1, 1'opérateur de spin de la

particule C; dans 1'espace vectoriel €; de sa variable

de spin, par €, et €]~ Ses vecteurs propres ; nous pre-

nons des notations homologues pour C; ; notons enfin par
J1 et Jp les opérateurs identit& dans €; et £5. On sait
que la condition pour que le spin total 9, I, +J B 9y,
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soit nul est que le vecteur d'état s dans 1l'espace
e} ® e, soit de la forme

s =k; ¢ ®€2 +k2r. ®e

1+

oi les constantes k; et kz sont astreintes d la seule
condition Ikliz + !k2|2 .

Or om voit immédiatement, si on désigne par Pe le pro-
1+ ‘
jecteur sur €le dans l'espace ey, etc., que 1'égalité

précédente est &quivalente i

(19) P. ® p + P & P Js =35
€14 €y € - €0t

Cette &galité est de la forme (16) et est donc bien carac-—
téristique d'une mesure asservie : si on comstate pour C;

. 1 ~ 5 : ~
le spin * 5 le vecteur d'état -aprds la "mesure" est, 3

la normalisation prés, s' = P  Jps=pP B P_ s,

1+ 1+ €2-
d'oll 1'on déduit que le spin de C, sera s{irement - %, et
inversement.

En fait cette théorie simplifide n'est pas adéquate
3 l'expérience. Dans la pratique on ne mesure pas les
spins de Cl‘ni de C; : on les déduit de mesures de posi-
tion sur un &cran apr2s passage dans des aimants d&flec-
teurs. Une théorie correcte de la mesure double des spins
doit ‘donc prendre en compte les variables de configura-
tion, les fonctions d'onde correspondantes et 1l'&quatiom
d'évolution dans les champs magnétiques.

Une telle théorie est faisable. Malheureusement elle

est extrémement longue et compliquée si on la veut rigou-
reuse ; méme en admettant les approximations adoptées par
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Bohm (13) ou Blokhintsev (%), les calculs sont encore
trop longs pour les reproduire ici ; en définitive toute
cette question mérite une étude 3 part. Je me contente
donc d'en énoncer les résultats, 3 savoir :

- en assimilant les mesures faites 3 la sortie des me-

. .= . .
sures d'impulsion™, on retrouve bien, projecteurs de
spin et d' lmpu151on entremeles, 1! equatlon (16) de la
mesure asservie ;

- l'incertitude qui pé&se sur les directions d'impulsion

i 1'émission (dont om sait seulement qu'elles sont inté-
rieures 3 des angles solides connus) n'entraine pas d'er-
reur de mesure finale, pourvu que les faisceaux @mergents
soient bien séparés et que l'Bcran soit assez large pour
les couper dams leur intégralité.

C.- Interprétation physique

Il n'est gudre besoin d'insister sur le fait que
la relation (16), qui assure l'asservissement des me-

- sures, est en méme temps celle qui légitime la mesure

indirecte : d&s qu'on la sait satisfaite, on sait aussi
que, si une mesure de aj donme pour résultat la valeur
klj’ une mesure de ap; aura certainement pour résultat

la valeur AZj" I1 est donc inutile d'effectuer cette
seconde mesure sauf, bien entendu, si on cherche une

confirmation expérimentale de la théorie.

I1 est plus important de cerner la 31gn1f1cat10n

‘de cette relation (16).

=® . o s . . .
c'est d'ailleurs, 3 bien y regarder, ce que font implicite-
‘ment toutes les explications de l'expérience de Stern et

Gerlach, sous couleur d'appliquer l'approximation W.K.B.
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On voit tout d'abord qu'elle exprime que, deux opé-
rateurs de mesure &tant donmmnds, il faut, pour que leurs
mesures soient asservies, que le vecteur d'état du sys—
téme soit adapte 4 ces opérateurs. C'est tout i fait dif-
férent, je 1l'ai déja dit (§4B), du cas traité par Von
Neumann, qui consiste 3 déterminer des opérateurs de
mesure adaptes i un vecteur d'état donné ; on peut d'ail-
leurs s'attendre en aeneral que, pour un vecteur d'dtat
pris au hasdard, les opérateurs en question soient sans
signification physxque aucune (nme serait—ce que parce
qu'ils sont 3 spectre ponctuel simple, mais il y a mani-

festement d'autres raisons i cela).

Il est clair en second lieu, et les deux exemples
qui précident ont illustré ce fait, qu'on ne peut savoir

‘que le vecteur d'état d'un systéme satisfait 3 (16) que
q

sur la base d'informations antérieures 4 la mesure, in-
formations qu'on a pu acquérir, soit par voie expérimen-—
tale (exemple a), soit par voie théorique (exemple b).

D&s lors, d'un point de vue purement probabiliste,
la compréhension du ph&noméne d'asservissement des me-
sures ne pose aucun probléme. On sait par avance que,
bien que les ré&sultats d'@preuves pratiquées sur les
grandeurs .a; et aj soient sépardment aléatoires, ces
résultats obéissent @ une relation de la forme N
F(aj,az) = 0, relation qui est enm outre bijective”.

La mesure asservie n'est donc pas autre chose qu'un

cas particulier de probabilitds lides, comme il en exis-
te tant en théorie des probabilités, et la mesure indi-
recte n'est pas autre chose que la conclusion obllgee
d'un recoupement d'informations.

Naturellement on peut ensuite se poser des ques~

x - . . s TP
Il est 3 peine besoin de faire remarquer la symétrie de

la condition d'asservissement (16) par rapport aux opéra-

teurs A; et Aj.
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tions sur les causes physiques de ces probabilités. C'est
un autre probléme, que j'ai déj3a dit que. je n'aborderais

pas dans cette &tude parce que, quel que soit son intéréat
-qui est grand- il ne peut &tre traité avec fruit que si

on dispose préalablement d'une théorie probabiliste fer—

mement assurée, et non pas dérivée de l'application illé-
gitime d'un axiome, R,a, dont nous avons constate l inef~
ficacité. :

7.- MESURES COUPLEES

Nous devons maintenant nous poser la qﬁestion ¢ que
peut-on dire lorsque, les opérateurs A; et A, étant tou-
jours supposé@s donnés, le vecteur df etat P du systeme C
ne vérifie plus la condition (16), c'est-d-dire n'est
plus adapté & la double mesure prévue ?

Pour bien marquer cette désadaptation et &viter
toute confusion, je désignerai maintenant par by et Bs,
au lieu de ajp et Ay, la grandeur et 1' opérateur de
la seconde mesure.

Comme la condition (16) est nécessaire et suffisante,
le ré&sultat de 1la mesure de b, quand on comnait celui de
la mesure de a;, n'est plus certain mais aléatoire. La
vérification de toute prédictiom ne peut donc plus étre
que fréquentielle et implique un ensemble statistique de
mesures, faites sur le méme systdme initial &videmment.

Le probléme general maintenant posé a dé&ji &té énon~-
c€ au paragraphe [ et j'en rappelle les termes en utili-
sant les présentes notations. Premidrement : quelle est
la répercussion de la mesure de aj sur la distribution de
probabilité de b, ? DeuxiZmement : quelle est la réper-
cussion de la mesure de a; sur la representatlon mathé-
matique de C; ?

Le premier probléme, qui seul'esﬁ le probléme phy-

- 229 -



B YN 0 17 NP

- §7A

sique, peut se résoudre directement, comme on va le voir.
Mais on peut aussi en retrouver les résultats en passant

par la résolution du second probléme, ce qui nous aménera

3 parler en termes d'opérateurs statistiques, qui réser-
vent quelques surprises eu &gard aux idées regues.

.Gardant pour la decomp051tlon spectrale de A 1la
notation (13), désignons par

(20) 2= ] ok Fox
L :

celle de B3.
I1 sera intéressant d'examiner deux cas : celui de
mesures immédiatement consécutives (c'est toujours aj qui

sera la premiére), et celui de mesures décaldes dans le
temps.

A.~ Mesures imm8diatement consdcutives

a.~ Distribution de probabilités obtenue par voie di-
- Iecte :

On a le theoreme suivant.

Considérons un systéme C décrit par un vecteur d'é-
tat ¥ ou wn opérateur statistique S. Que les sous-sys-—
témes C) et Cy soient ou non en interaction au moment de
la ou des mesures, les probabilitds attachdes 4 la mesure
de by sur Cp sont indépendantes du fait que l'on a ou non
effectué la mesure de aj sur C,.

Dém .- Plagons—nous d'abord dans le cas ol C est représen-

té par un vecteur d'dtat y.
Supposons en premier lieu qu'on ne fasse pas de me-

sure de aj et cherchons les probabilités de la mesure de
by. En vertu de 1'axiome P,a et de la forme (20) de By,
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la probabilité de trouver pour by la valeur Mo est

1) Pr(uy) = (F,, 4,0 = (T1 ®F, 4,1

Envisageons maintenant 1'expérience oli on fait pré-
cédder la mesure de bp d'une mesure de ap. La probabilité
d'obtenir pour a; la valeur Alj est

(22) pr(xl.)_;(ﬁl. U,0) = u]?:“l, w2

Supposant qu'on a effectlvement observe cette valeur de

Al., cherchons la probabilité@ pour qu'une mesure immédia-
]

tement postérieure de by fournisse la valeur Ho* Pour

° - . t.- -
cela nous déterminons d'abord le vecteur 4d'&tat normé

P! du syst@me C aprés la mesure de az ; en vertu de 1'a-

xiome R' c'est
- Y L
(23) ¢j Elj v/ 1 1%

La probablllte de trouver Hoy sur w' est alors, d'aprés
ltaxiome P,a

pru sin ) = & vty = & ¥ o e/
Mo 3L A3 2k Yi*Y] 2k “13¥%13%

¥ o IE ; 12
E %’Zk E) 00 /VE L v

Mais, ‘en transformant le t{lpl% prodult de prOJecteurs ‘par
la relation (7), on a Elj Fo IJ IJ ®F Fyp 5 d'ol

. . A"
(26) -~ Prluy sid) = (B ®Fy bw)/IE ul®

¥ ¢H2

Le premier membre est la probabilité conditionnelle
d'observer by = Hox quand on 4 eu aj; = Alj 3 lg probabili-
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té& d'observer comsécutivement Alj et ka est donc

Pr(kIj EE qu) = Pr(Alj).Pr( si K )

| Mo EL
soit, d'aprés (22) et (24)

(25 PrQy et uy) = (B, ®F)0,9)

Nous pouvons maintenant former la probabilité d'ob=-
tenir by = H,q POUT toutes les valeurs possibles de aj

c'est la somme par rapport 3 j des expressions précéden-

- tes, et comme Z EIJ I;, il vient

N

26 : . =
(26) § Pr(d; et uy) = (1) BDF v 0)
Le second membre n'est autre que celui de (21), et par

conséquent le théor@me est bien démontrd pour un systame
C représent& par un vecteur d'&tat unique.

Généralisons maintenant au cas oll C est représentd -
par un mélange de vecteurs d'état ¢ (a=] & v ou +») affec~-
tés de poids Py > 0 (Z Py = 1), donc d'opérateur statis—
tique S = z P, Pw . Q

o a

La probabilité pour qu'une mesure de by, sans mesure

préalable de ay, fournisse la valeur qu est

Considérons maintenant le cas ol on procide d'abord
d la mesure de a; ; la probabilité pour qu'om obtienne la

(21bls) Pr(u2k g P, (

’ valeur Alj sur le mélange est

: = 1 ¥ o2 = ¥ 2
(22bis) Pr(AIJ) = Z MO g D, "Elj vl
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Supposant qu'on a cbtenu cette valeur Alj’ il nous

faut ici commencer par chercher la probabilité pour que
ce soit sur le vecteur d'état ¢ , probabilité& que nous
noterons.Pr(kIjlwa) ; ¢'est la probabilité des causes

qui nous la donne et on a

Vpanﬁl, v 12
(27) Pr(X, .Y ) = d T2
. 1] o z pBHElj wBl
B

Dans ce cas de figure ol Alj est obtenue sur le vecteur
d'état v, la probabilité d'obtenir ensuite by = Hox nous

est donnée par l'Bquation (24) ol on fait ¢ = wa’ ce qui
nous donne
Pri. ‘i A ‘w& _ (Eljn® &a,wa)
13 - T2
2k 1] “Elj wa_

La probabilité d'observer Hore quarid on a obtenu klj sur

tous les ¢ possibles s'obtient en multlpllant cette ex—
pression par la probabilité (27) et en sommant sur tous
les indices o 3 on a alors

), By BFy wa,wa>
Y]
I 2
é Pg ,Elj by
En multipliant membre 3 membre par (22 bis), on obtient

Pr(u2k si Alj) =

Pr(klj et qu) = z pa‘?lj §>F2k¢a,wa)

-

I1 suffit alors de sommer par répport a jkpour retrouver
la valeur (21 bis) de Pr(u2k).C.Q.F.D,,-

b.- Passage par les opérateurs statistiques

Venons—en maintenant au deuxidme probléme, celui de
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1'influence d'une mesure faite sur Cy sur la représenta-
tion mathématique de Cj. ‘

Avant la mesure, que C soit représenté par un vec—
teur d'état ou par un mélange, les sous—systimes Ci et Gy
sont représentés par des opérateurs statistiques S; et S5
en général effectifs (S% #s , 83 #S2). Qu'en est-il
aprés la mesure de a; ? Nous nous intéressons particulisg~
rement, bien entendu, 3 la représentation de Cy. On a
alors le théoréme suivant.

Sott un systéme C représenté par un vecteur d'dtat
W ou un opérateur statistique S, et dont les composants
C1 et Cy pewvent &tre ou non en interaction. L'opérateur
statistique S} de C aprés™ un ensemble statistique de
mesures de ay est identique 4 L'opérateur statistique $,
de C, avant cette mesure.

Ce résultat a déji 8té &tabli par D. Fargue (°),
mais sur la base de 1'axiome R,B (§24) de Von Neumann
sur la mesure simultanée. Il le sera ici sur la base de
1'axiome R' du paragraphe 5. Cette concordance n'a évi-
demment rien .de fortuit : je montrerai plus loin que
l'axiome R,B se dé&duit de 1'axiome R'.

J'attire d'autre part l'attention sur la condition
"aprds un ensemble statistique de mesures de a;" qui, pour
la raison exposée au début de ce paragraphe 7, est indis-
pensable si on veut que le résultat ait une portéde physi-
que. On peut néanmoins se poser la question de savoir ce
que devient la représentation de C, apré&s une mesure
individuelle de a; ; j'y viendrai plus loin (§ec infra).

Dém.- - Raisonnons d'abord sur un systéme C décrit par un
vecteur d'état .

- o .
immédiatement aprds, bien entendu.
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Donnons=-nous dans H, un opérateur R, bormd quelcon-
que. Considé&rons ensuite une mesure de a; qui a donné le
résultat Alj’ désignons par yj le vecteur d'atat de ¢

apréds’ cette mesyre, et cherchons 1'espérance mathématique
de 1'extension Ry de Ry sur $5. vé a la valeur (23) et par

conséquent l'espérange mathématique cberchée\est
B B 4 s ar Y i Y

(Rp B0 i (E;; Ra Ep59,0)

(%, bl = : ,
1E., pil2 IE. . w2
1] i ' Elj Pl

. Y] AV .
Un produit tel que Rjp El' Se transforme par une régle

.. . - . N .

l1dentique 3 (7) bien que Ry ne soit PAS un projecteur

(i1 Surfit pour le voir de remplacer R, par sa décomposi~-
tlon‘spectrale, dul,cogverge en norme puisque Ry est
borné) ; omn a donc R, Elj = Elj ® Ry, puis

N Y

N
E .(Ry E..) = E,. ®Is)(r. . ; Rp) =& .
On en déduit :
Ig. . yl2
TRy

Mais en vertu de (22) ”%Ij W2 agt la probabilits d'ob-

Ry wl,p) =
J7 ]

tention de Alj 5 par conséquent i'espérance mathématique

A%
de Ry pour toutes les valeurs possibles de a; est

E®) = ] &, ®R, v,p)
3 ]

soit, comme on peut faire passer z dans la parenth&se en
vertu de la continuitd du produithcalaire et comme
EI. = I ’
z J
J
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E(R2) = (I: ®Ry 0,9) = (Rob,0)

Or 1l'espérance math&matique E(ﬁg) aprés la mesure de
a} est, en vertu de la propriété fondamentale de S%, gale
a Tr(S) R2),; quant au troisiZme membre, espérance mathé-
matique de Ry avant la mesure de aj, il est égal, d'aprés
la méme propriété, i Tr(S» R2). On a donc Tr{(Sé—Sz)R2}=O,
et comme cette &galitd .doit &tre vraie quel que soit Rjp
borné, il en ré&sulte S5 - S, = Q. ‘

La généralisation au cas ol le systéme C est repré-
senté par un mélange, d'opérateur statistique S =

S - . .o
-est immédiate : l'opérateur statistique S, de Co s¥obtient
en pondérant les opérateurs statistiques SZu relatifs 3

chaque vecteur wa~par les poids P, il en est de méme
pour S3 ; et comme les poids P, sont inchangés dans le

mesure (d'apr&s les hypothéses générales des mélanges),
les &galicés Séa = 82” entrainent S} = S,.C.Q.F.D.

Remarques
D e e S

On retrouve immédiatement, I partir de ce second
théordme, 1'&noncéd du premier : S5 = Sy entrafne
Tr(S2 R2) = Tr(Sz R3) quel que soit 1'opérateur Ry. L'in-
térét supplémentaire du second &noncé est de montrer que
la représentation mathématique de C, est insensible 3
~ toute mesure faite sur C; (pourvu qu'elle soit statisti-

que), contrairement 3 une croyance parfols rencontrie ou
. diffuse. :

On aura d'autre part remarqué que, contrairement 3
ce que j'avais fait dans le cas de la mesure asservie, je
n'ai pas poussé le formalisme jusqu'au cas ol le vecteur
d'état initial ¥ est indéterminé dans une variété infinie.
La raison en est bien simple : c'est qu'on ne peut plus

alors aboutir 3 aucun résultat th&orique remarquable. Tout -
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au plus pourrait—on étudier l'effet qu'exerce l'incerti-
tude du vecteur d'état initial sur les valeurs des proba-
bilités de mesure. On retombe ici sur le probléme général
que j'ai signalé en fin du parag?aphé_ZB, etﬁﬁgi mérite-
rait sans doute d'étre approfoundi, mais que ]'Ecarte pour
éviter trop de longueurs. Om peut néanmoins adme?tre, sous
réserve d'inventaire, que si la mesure préparatoire de C
est suffisamment "fine', l'influence de l'incertitude sur’
Y sera assez petite pour permettre la .vérification de la
th8orie avec une approximation ni meilleure nl pire que
dans les autres parties de la physique. Quoi qu'il en .
soit, le résultat théorique mérite d'étre pris en comsi-
dération, ‘

C.~ Représentation mathématique de C, aprés une me-
sure individuelle faite sur Cy

. s e s T
Précisons d'abord le sens du mot "individuelle”. Il

g
préoccuper momentandment de vérification ex?é§imen§?%e et
pour cause, on s'attache 3 définir les prévisions tagort-
gues qu'on peut formuler sur Cop au vu du résultat ob?enu
pour aj. Il n'implique nullement que cette g?sure solt
unique, c'est-i-dire ni précé&dée ni suivie d'aucune autre.

Sur la base de cette dé&finition il est facile de
voir que, contrairement i ce qui se passait au;pa;§gtaghe
précédent, aprés wne mesure pratiguée sur Ci, la azsz?z—
bution de probabilizé d'une grandeur quelconqueﬂbz atta-
chée g Cy est en général différente de ce qu'elle auratt
été si la mesure sur Cy n'avait pas eu lieu, et il en est
de méme de la représentation matidmatique de Cp.

Dém.~ Considérons d'abord le cas ol le syst2me C est re-
présentéd par un vecteur d'état P. S1 on ne fait pas de
mesure de a; la probabilité du résultat Moy POUT la me-

suré de by a la valeur (21) ; si on fait une mesure de a;
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et qu'on trouve le résultat klj la probabilité de u., a

, 2k
la valeur (24). Ces deux probabilités de u seront éga=—

. 2%
les s1 on .a

28 (E ’X?FZk'%,w) =18 B, 9l (1) OF, 4,0)

Il est facile de voir que cette &galit?d ne peut avoir lieu

que ‘pour des vecteurs y exceptionnels.

| effet var o) .
Désignons en effet par b le vecteur (Elj ForV

et par Njk le carré de sa norme

; les N., sont simplement
1k

N = 1,

astreintes 3 la condition ik

Z Par ailleurs 1l'éga-
jk
lité (28) s'serit N,, = ) N. .) N, . Or il est immédiat
ik ~ TgmTi Tk
m 2
de voir que, pour j et k fix&@s par exemple, on peut se

donner des quantités Nim satisfaisant 2 la condition de

m

norme totale et telles que cette 8galitd ne soit pas vé-

rifide ; on peut ensuite, dans chaque variétd (E. ®E
4 12 2m”
choisir un vecteur wlm de norme,sz ; le vecteur
zj;:r,\‘ P
pl

) ne satisfera pas i (28). On peut en faire au-.
im

tant en se fixant l'indice j et en faisant varier l'iﬁdi~
-ce k. En général on aura donc Pr(; si A,.) ¥ Pr
En g (qu . IJ) = (uzk)

I1 s'ensuit que l'opérateur statistique de C, aprés
une mesure de aj; qui a donné klj pour résultat, que nous

notons Séj’ est différent de l'opérateur statistique de

S2 de Cp avant la mesure de a; : si en effet on avait
2 = 52, les distributions de probabilité de toute gran-

deur bz avec et sans mesure de aj seraient les mémes, con-

trairement 3 ce que nous venons de voir.
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Montrons maintenant qu'en général L'opérateur sta

LSt 5 tistique effectif, c'est—
tistique Séj est un opérateur sta q f. ,

a-dire qu'il ne se réduit pas d un proje;feur sur un vec—
g = 70y
teur wnique de ¥p, de la forme Puz(ug 2)

Dém.- On sait en effet que, é?ant doneé un vecteur ¢§QLsQZ)
de ¥, auquel correspond dans ¥y un ?perateur statlsglqueit
S,, la condition nécessaire et suffisante pour quex,z ?o 3
de la forme Pu2 est que ¥ soit de la forme uy (q1) uz(q2) ;

cela découle immédiatement des théorémes.de’v?n Neumannll)
rappelés au paragraphe 44, la décompos%t19n dlagonile (P ’
correspondant aux deux opérateurs statistiques 1.—_apu ula’
So = Z p.P et inversement. R

‘ & Uy

a ,

On voit par suite, avec le changement de g?tazfgn.t
i i i 1'on: 'opérateur . dédui
qui s'impose, que si l'on-veut que 1l'opéra Sy

du vecteur d'dtat y! aprds la mesure de aj solt un projec—
J » 3 N ' .

teur 3 une dimensiom, il faut et 1l sgfflt que wj 501tkde

la forme .

29 vio=uyy By

le vecteur ul.vétant en outre astreint 3 appartenir 3 la
J . .

varidté E1j ¥, puisqu'on a
= (E ' f\( ‘ . =E. . u R,
(30 by = glj b3 = By DIy Bupg) = Epy U150

d'oll il résulte, en comparant avec (29), que Elj u1j = ulj'

Or la forme (29) ne peut se présenter que dans deux
cas. »

. . . _
.- A coup sir si El est 34 une dimensiom (dans ¥(1), c'est
A ™ B m N

d-dire si AIL est valeur propre simple de Aj. Mais nou
e ;
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avons vu, dans la discussion du paragraphe 2B, qu'un tel
cas ne se présente jamais lors des mesures, position ou
impulsion, que nous pouvons réellement effectuer. Il ap-
parait certes chez Von Neumann (§4, A et B), mais reste
alors purement th&orique (§6C). On le retrouve emcore pour
un couple de particules 3 spins opposéds, mais 3 condition
de faire abstraction.des variables de configuration,
c'est-a-dire de faire litidre des sujétions exp&rimenta-
les (§34).

B.- Qu bien E1j est multi-dimensionnel, mais y est tel
. Y ,
que sa projection Elj VY est de la forme (29), avec
Elj ulj = ulj’ ce qui n'arrivera que dans des cas particu-

liers de préparation du systdme C.

Il est clair que toutes ces conclusions ne sont que
renforcées si le syst2me C est repr@senté initialement,

non par un vecteur d'é@tat ¥, mais par un opdrateur statis—
tique S..

P On voit donc en définitive que, st on tilent compte
les reqlztfs experﬁqe@taées, 2t st le systéme C n'a pas
Qtf préparé tout spécialement, ce n'est que par hasard
?u une mesure %ndaqwduelle fatte sur Cy réduit la repré—
sentation mathématique de C, & un vecteur d'état ; en
régle générale cette représentation sera assurde par un
opérateur statistique zffectif.

Cette constatation mérite d'&tre soulignée parce
que c'?sF une croyance trés répandue, dérivée de la dé-
composition diagonale (11) de Von Neumann, qu'une mesure
individuelle faite sur le sous-systéme Cy "met le sous—
systéme Cp dans un cas pur', pour employer le langage
consacré 3 et cette assertion constitue 1l'argument de
base (admis par toutes les parties d'ailleurs) de nombreu-

ses controYerses (cf en particulier (2)). Nous venons de
Voir que c'est faux : wune mesure méme individuelle faite
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sur C) latsse en général C, sous forme de mélange.

On objectera peut—&tre que ce résultat tient 3 ce
que nous mous sommes appuyés sur l'axiome R'. Mais, si
nous avions utilisé 1'axiome R,a de Von Neumann, la con=—
clusion elit été pire : le vecteur Wj, au lieu d'étre

la projection, bien déterminée, de ¥ dans la variété
Elj'x’ aurait 8té. indéterminé dans cette variété, indé-
termination qui se serait répercutée sur l'opérateur sta-

1
e

tlistique S2J

B.— Mesures décalées dans le temps

On peut s'attendre que dans ce cas les deux théoré-
mes du paragraphe A restent valables, sous la condition
dvidente que C; et Cp soient sans interaction entre les

deux mesures. Effectivement, de manidre plus précise :

Considérons un systéme C décrit par un vecteur d'é-
tat ¥ ou un opérateur statistique S. Si, d partir d'un
instant pris pour zéro, les sous—systémes C) et Cp sont
sans interaction, les probabilitds attachées d la mesure

‘de by sur Cy & un instant t > 0 queleconque sont indépen—

dantesdu fait que 1l'on a ou non effectué une mesure de
a) g l'instant zéro. ~

Dém.- Elle ne différe de celle du théoréme a, $A, que par
l'intervention de 1l'opérateur unitaire d'évolution entre
z8ro et t, ce qui ne va gudre compliquer les choses puis-
que C; et C, sont découplés. Je n'en indique donc que les
grandes lignes. ‘

, Comme C; et C, sont sans interaction, l'hamiltonien
H, de C; n'agit pas sur les coordonnées de Cp (qu'il exis-
te ou non un potentiel externme) ; il est donc bien dé&fini
dans 1'espace de Hilbert ¥; seul ; de méme l'hamiltonien
Hy de C; est bien défini dans H, seul. Les extensions H;
et H, 3 ¥ sont donc commutatives. On montre par suite
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sans dlfflculte, 3 partir des ragles de calcul tensoriel

rappelées au paragraphe 3A, que
: i it it
exp |- %—E(If}lll + ﬁz)) = exp (— %—— H1] @ exp [— = Hg]

c'est-i-dire que l'opérateur d'évolution U(t) du systéme
global C est de la férme Ui(t) ®Us(t), Uy et Up &tant
"les opérateurs d' evolutlon de € et Cz considérés 1solé-
ment.

Raisonnons d'abord sur uh cas pur, défini par un
vecteur d'état Vo 4 1l'instant z8ro avant toute mesure ;
on a ¥(t) = U(t)yy (je supprime maintenant le symbole t
dans ¥, U; et Up pour alldger les écritures).

Si on n'effectue pas de mesure de a; 3 l'instant
zéro, la probabilité d'obtenir by = oy i l'instant t est

. % . _ -] ’ )
(3L Pr(uy,,t) = (Fy v,9) = (I, Bu, 7y U2 bo&o?

Si on effectue une mesure de a; 4 l'instant zéro on
a d'abord
(32)

N
Pr(xlj,O) = <Elj Yo,¥0)

Immédiatement aprds l'obtention du résultat Aij

le vecteur d'état de C est wéj = %lj wo/” 13 Yol ,

pour ap,

et 11

-

devient 3 1l'instant t U; ® U wéj = (U; E 13 €>U2)¢0/HE woﬂz

On trouve alors, aprés quelques intermédiaires

, : o =1 2
(33) Prup,t si A 5,00 = (B, U2 Fy Uavo,00)/IE bol

1]
D'oli, en vertu de (32)

| |
(34) Pr(ulj’o _G-__t_ >\2k:t> = (E]J ®U2 FZkUZWOva)
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.et par conséquent

2 Pr(k
j

quantité'égale au dernier membre de (31).C.Q.F.D.

,0 et qu,t) = (I, ®U2 F2k Uz Yo,Ug)

Le théoréme b du paragraphe A se transpose encore
plus rapidement. :

St, d partir d'un instant pris pour zéro, Cy et Ca .
sont sans interaction, l'opérateur statistique Si(t) de
Cr a un instant t = 0 quelconque aprés un ensemble statis—
tique de mesures de aj est le méme que celui, Sp(t), qui
représenterait le systeme Cy st ces mesures n'avaient pas
eu’ Zzeu.

Nous avons vu en effet que S)g = Sp¢ a4 1'instant
z8ro. Or S, et S$% &voluent en fonction du temps par la
méme loi Sp(t) = Ua(t)Sao U2 (t) et de méme pour Si

Tout comme plus haut, §A,b, le passage par l opéra=-
teur statistique de C; redonne ev1demment les résultats
probabilistes &tablis directement dans le théoréme précé-
dent.

Remargue

Il est clair qu'il faut 8carter de notre analyse le
cas o, apr8s une mesure faite sur C;, C; et Cz restent en
interaction : les probabilités d'une mesure sur Cz (et
aussi bien sur C; d'ailleurs) dépendent étroitement de la
forme de l'interaction, et on ne peut plus rien conclure.

- 8.- RETOUR SUR LES SPECTRES CONTINUS

Je reviens maintenant sur la discrétisation des spec=
tres continus dont j'ai rappelé le mécanisme au paragraphe
3B pour montrer bridvement que, malgré ses inconvénients
(2 vrai dire insignifiants), il n'est pas possible de s'en
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dispenser dans 1'étude de la mesure asservie,

Les inconvénients sont visibles : le procéda compor-
te une certaine part d'arbitraire. On peut en effet, comme
¥ p * . P . 5
l.erreur\de'mesu?e qul sert a définir les intervalles -
(Aj’kj+1) n est jamals elle-méme définie avec une préci-

§ion rigoureuse, agrandir ou rétracir plus ou moins ces
lgpgrvalles, tout en conservant bien entenduy leur bijec-
tlon pour deux opérateurs Al et Ay asservis l'un 3 1'autre :
on peut E€galement, sans modifier leurs longueurs, les d&-
Placer par translation. '

On doit alors se demander s'il ne serait pas possi-
ble de supprimer cet arbitraire en faisant tendre la lon-
gueur @es intervalles vers z&ro et en passant 3 la limite.
Cette issue est 3 &carter, il est facile de comprendre
pourquoi. Revenons i la condition (16), que je transcris
4 nouveau pour la commodits

(16) E@ oW o=
| KJZ 15 BB 00 =y

I1 se produit alors le phénoméne suivant : si on fair

tendre vers zéro la longueur des intervalles (ll.,ll }
»3+1

et (AZk’A23k+1]’ le projecteur du premier membre de (16)
tend vers l'opérateur zéro exactement comme ‘la surface

des cases de 1la diagonale d'un dernier tend vers zéro
quan? la longueur du c6té des cases tend vers z8ro et pour
la méme ?aison. Ce phénoméne repose sur la relation sui-
va?te. Si E; et Ep sont deux projecteurs de Hy et 3y, et
gﬁ Zn les subdivise en prenant El =E] + EY , Ep = E} + EY,

Ey} ®E; = (E] ®E} + Ef ®EY) + (E] ®EY + EY D EL)
Tt~ o '3 . )
d'oll il suit, puisque les projecteurs sont des opérateurs
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positifs, que Ef ®E} + Ef ®EY <E; ®E,. Une opération
de subdivision fait donc décroitre le projecteur du pre~
mier membre de (16), et un petit raffinement de calcul,
que je ne reproduis pas pour abréger, montre que cette
décroissance va, 3 la limite, jusqu'a zéro.

I1 s'ensuit que, pour des grandeurs a; et ap repré-
sentées par des opérateurs 3 spectre continu, il n'est
pas possible de rendre compte de 1'asservissement de leurs
mesures autrement qu'en discrétisant leurs spectres, c'est—
d-dire qu'en se pliant 3 la discontinuité -réelle- des
nombres enregistrés par des appareils de mesure imparfaits.
Cette contrainte n'a rien qui puisse choquer la physique
ni le bon sens. Quant 3 l'arbitraire qui pése ainsi sur la
définition des projecteurs de l'équation (16), les exemples
du paragraphe 6B (particuliBrement 1'exemple a que j'ai
traité in extenso) montrent qu'il ne joue aucun rdle.

Pour la mesure couplée quelconque par contre, 1'uti-
lisation des spectres discrets 3 la place des spectres
continus n'est qu'une commodité d'écriture, et il est
facile de repasser des premiers aux seconds. Une équation
telle que (25), par exemple, pourrait aussi biem s'édcrire

. i . i "
PrOV Sap SAter ! Sap S = @), BEL 4,0)

mais on voit l'allongement des &critures.

9.- DEDUCTION DE L'AXIOME P,8 DES PROBABILITES DE MESURES
SIMULTANEES

Montrons maintenant comment 1'axiome‘P,B de Von Neumann
sur la probabilité afférente 3 la mesure simultande de deux
observables compatibles se d&duit de 1'axiome P,a sur la ;

. Nous avons 3 vrai dire déji fait cette démonstration
pour des systémes composites et des mesures immédiatement
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consécutives puisque l'&quation (25) peut aussi bien s'é-
crire ' :

Pr(Aij et qu) =,((Elj ®>12).(Ile>F2k)w,w) = (ﬁlj ﬁékw’w))

3 ' . o ’
§e qut § est‘a?t?e que l'axiome P,B8 pour des projecteurs
15 et Fop définis dans ¥ et qui sont bien commutatifs.

Malsvil est nécessaire, et d'ailleurs facile, d'a-
tendre ce résultat au cas d'un systéme C quelconqué ou
lequel on &vite de particulariser les mesures i des, za f

-deurs attachées 3 des sous-systémes de C. | sren

o Reprenons les opérateurs de mesure (1) que nous
mettons sous forme discridte pour abréger les &critures

A =_Z A. E. B =
[ !

d'abOrgozt g le VectguF ?'état de C sur lequel on mesure
- La probabilité d'obtenir le résultat ). est
b

Hye Fk

dl = H : )

aprés l'axiome P,a du paragraphe 24, HEj W12 ; supposant
uf é
qu'on a obtenu ce résultat, le vecteur d'dtat normé aprés

la mesure est, d'aprés 1'axiome R', w§ = E, /llE. vll2. Pour
AER T

Lo

ne rie éné ité
n perdre en généralitad, plagons-nous dans le cas oil

ia ?es§re de B est effectude au bout d'un laps de temps T
pres la mesure de A ; dans cet intervalle, ¢! a &té traﬁs—
formé par un opé itai :
A pérateur unitaire U , et pa i
OTmE péra r suit -
bilité d'obtenir le résultat “2k E;t i e ta proba

Pr(u, ,T si A,,0) F. U ' L = (¥
k? j ‘ E T ¢j,UT ¢j) —~(UT Fk UT wj’wj)
(UT Fk UT ij,EjW)

2
"Ej il
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La probabilité d'observer Aj au temps z&ro et uk au

temps T est donc

Pr(A.,0 y = 0 F. U_E E‘)
r 5 et uy,T) = T Ys jw, j¢

k4
Lorsque T tend vers zéro, U_ et UT tendent vers
l'opérateur identité et on obtient pour probabilité des
deux mesures immédiatement consécutives

(35) Pr(lj et Uk) = (Fk Ej w,ij) =.(Ej Fk ijyw)

Mais si les observables représentées par A et B sont com-
patibles, A et B commutent ; il en est donc de méme des
projecteurs de leugs décompositions spectrales et par

i = < = R 2= . foll
suite Ej Fk Ej ’EJ Fk EJ Fk Fk EJ ? d'ol

(36) Pr(kj et Uk)‘= <Ej Fk ¢,w) = (Fk Ej ¢,$)

Nous retrouvons l'axiome P,8 de la mesure double simul-
tanée tel qu'il a été énoncé par Von Neumann (§24).

On voit par conséquent que l'adoption de 1'axiome R'
au lieu de R,a entraine deux conséquences :

- l'axiomatique se simplifie l&gé&rement puisqu'on peut se
contenter de deux axiomes relatifs chacune 3 une mesure
simple, P,a et R' ; ’ '

- la probabilité relative 3 une mesure double simultanée
apparait comme la limite de la probabilité relative & deux
mesures consécutives lorsque leur décalage temporel T tend
vers zéro. Cela supprime la désagréable discontinuité si-
gnalée au paragraphe 4C et satisfait aux exigences physi-
ques de la définition de la simultanéité.

_ On peut observer que l'équation (35) reste toujours
valable si les opérateurs A et B ne commutent pas ; mais
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on ne peut plus en faire découler 1'équation (36).

Il n'y a évidemment pas lieu d'&tablir un paralléle
"avec le ralsonnement pour l'axiome R,3 : il disparait emn
‘ méme temps que R,a.

10.- RACCORD AVEC;LA THEORIE CLASSIQUE DES PROBABILITES

Il est maintenant naturel de se demander si les
divers ré&sultats probabilistes que nous avons obtenus 3
partir des axiomes de la Mécanique quantique entrent
dans le cadre de la th8orie classique des probabilités.
Laissons de cdté pour un instant le probléme de la mesure
asservie -nous le retrouverons facilement ensuite~ et
tenons-nous en au cas de la mesure couplée quelconque.

Les mesures de a; et b, constituent deux catégo-
ries distinctes d'épreuves pratiquées sur le systéme C
par l'intermédiaire de ses sous—systémes Cy et Cp ; les
résultats de ces &preuves, ou événements, sont les nom—
bres que nous avons désignés par Alj et Hoge Notons par
(37) pjk = Pr(k1j et qu) |
la probabilité définie soit par (23), soit par (34), sui~
vant 1l'Bventualité considérfe : mesures immédiatement
consécutives avec ou $sans interaction de C; et Cp, me-
sures qui peuvent &tre décalées dans le temps si C; et
C, sont sans interaction. Je me bornerai i raisonmer sur
le premier cas ; on vérifiera aisément que le second
donne lieu exactement aux mémes conclusions

Nous avons déjid vu sur (21) et (26) que

(38 Priuy) = | Py
: h

et 1l est immé&diat de constater sur (22) et (25) que
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(39) Pr{uék si k) ) .
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(38bis) Pr(d);) = Z Py

-

Les probabilités p. ik définies par (37) satlsfont donc El

‘1'axiome des probabllltes totales.

D'autre part (24) s'écrit, en usant de la définition

(37) et de (38bis) - '

ij

RSER

2 .
Les pjk vérifient donc également 1l'axiome des probabili-
tés composées, ce qui n'a d'ailleurs rien d'Etonnant &tant
donné la manidre dont -nous avons formé (25) 3 partir de
(24). Les conditions de positivit@ et de somme totale égale
i | pour les p. ik &tant d'autre part manifestement remplies,

on voit que st probabilités ka °atzsyont ad tous les axio=—
s

mes de la théorie classique deo probab1lités

Nous avons vu (§7A et 7B) que les probabilités de
1'événement Hoy SODt indépendantes du fait que l'on a ou

non effectuéd la mesure de aj; sur C; ; il ne faudrait pas
en conclure que les &vénements klj‘et qu'sont stochasti-

quement indépendants. Si on se reporte en effet aux &qua~
tions (21), (22) et (25) on constate qu'en général on a

(40) : Pr()\lJ ) ¢=Pr(A1j).Pr(u2k)

et oy

La chose serait immédiatement visible dans le cas simple
ot les projecteurs Elj et F2k seraient 3 une dimension :

avec les notations du paragraphe 3A 1'inégalité précédente
prendrait la forme ]CJkl2 #* ) lCJmiz.ZICzkiz ; on s'aper-
m

- 249 -



§10

goit sans difficulté que 1'&galité ne peut 8tre atteinte
que si ¢ est de la forme ¥1 ® y5. Dans le cas réel oill
les projecteurs Elj et F2k sont de dimensions quelconques,

il est immédiat de construire des vecteurs ¥ qui entrai-
nent l'inégalité (40). Donc, en général, les Svénements
,le et My SONE stochastiquement dépendants.

Faisons maintenant une dernidre comstatation, sur
1'8quation (39). Son premier membre a &t& calculd d'aprés
les régles de la Mécanique gquantique en faisant inter%enir,
entre les deux mesures, l'axiome de la réduction d'état R'.
Considéré du peint de vue de la théorie classique des pro-
babilités, le second membre de (39) exprime que la proba—
bilité de 1'évanement "obtention du rdsultat qu sachant

que le ‘premier événement est Alj' résulte de la sélection,

parmi 1l'ensemble de toutes les &preuves, de celles dont le
résultat de la premidre &preauve est Rl'" La réduction d'é-
; .

tat de la Mécanique quantique a donc pour homoaog¢e, dans
la théorte classique des probabilitds, la sélection par

L'observateur d'wn sous—ensemble convenable d'dvénements™.
Ce parallélisme se poursuit jusque dans la comparaison des
probabilités du deuxisme &vénement : la corrélation entre
les Equatioms (21) et (24) a pour homologue la corrélation
entre les Equations (38) et (39).

Nous pouvons voir & présent comment la mesure asser—
vie n'est qu'un cas particulier de ce formalisme général.
Ce cas advient lorsque les probabilités p. ik ont une forme

diagonale, p. k n'étant différent de zéro que si k a une

val . . e . . - .
eur j' en,blgectlon blgn‘determlnee avec j ; l'Equation

- e e

= o o .
Cette propriété a déja &té soulignée par D. Fargue (S)
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(39) donne alors

P::y
si A,.) = 1 -
lJ z p.
) JL ‘
Nous avons affaire, comme je l'ai déja fait observer au

paragraphe 6B, i un cas de probabilités liées,

Pr(UZjl

1.~ DEUX REMARQUES SUR LE CARACTERE IVFORMATIONNEL DE LA
MESURE

J'ai dit en commengant que mon objectlf dtait d'é
tablir une théorie cohdrente de la mesure indirecte et de
la mesure double en Mé&canique quantique, en me cantonnant
i une stricte position probabiliste, puisque c'est de
celle~ci que se réclame la MBcanique quantique. Ce résul-
tat étant obtenu, il reste peu de chose & y ajouter, si-

‘non deux remarques pour achever d'en prec1ser la portae,

disons plutot pour la limiter.

La premlere est que la mesure en Mécanique quantl—
que apparait comme wune information qui permet, st besoin
est, de remanier les prooabaltues des prévisions ultérieu-—
res.

On sait en effet que tel est le rdle que joue l'ob-
servation en théorie classique des probabilité&s. Or nous
venons de constater l'identité de cette derniére, dans le
domaine des catégories lides d'épreuves, avec la théorie
quantique de la mesure couplée, identité particulidrement
frappante lors de la selectlon d'une sous-catégorie d'é-
preuves. La conclusion s'ensuit d'elle-méme, tout au moins
en ce qui concerne la mesure double sur un systéme compo—
site. :

Mais il apparait immédiatement que cette conclusion
s'étend 3 la mesure simple, puisque la réduction d'état
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qui la suit n'est, sur le plan probabiliste qu'un procé-
dé mathématique de remaniement des probabilités.

Le caractere informationnel de la mesure est done
witversellement valable en Mécanique quantique.

Il -est clair, et ce sera une seconde remarque, que
cette conclusion dissocie les propriétés statistiques des
processus physiques sous—jacents qu'on ne peut pas, en
Physique, ne pas &voquer. On est donc amené 3 se demander
si cette dissociation n'est qu'une apparence provenant
d'une analyse insuffisante ou si elle est au contraire
une caracté@ristique irrémédiable.

Nous avons vu qu'une mesure quelconque faite sur ¢y
ne modifie en rien la distribution de probabilitéd des
résultats de n'importe quelle mesure faite ensuite sur Cy.
En théorie classique des probabilités, dirigée de par son
histoire et ses habitudes vers le monde macroscopique, il
est tacitement admis que cette propristé provient de ce
que l'observation ne perturbe pas l'état macroscopique du
syst§me observé. Il est alors tentant de partir de cette
explication, soit pour la prolonger en Microphysique, soit
pour lui opposer au contraire le comportement radicalement
différent des systdmes quantiques. '

Sans méme avoir besoin de disputer sur le sens du
mot "perturber' en ce qui concerne les microsystémes, il
est facile de voir qu'un tel examen est complétement inu-—
tile parce que, méme 3 1l'&chelle macroscopique, il n'est
pas du tout nécessaire que 1'observation ne perturbe pas
un' systéme pour que les probabilités, elles, soient in-
chang€es. L'exemple suivant va le montrer.

Considérons un trés grand ensemble de jetons dont

nous savons distinguer les deux faces ; nous appelons une
des faces C;, l'autre Cyy le jeton &tant désigné par C.
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Sur chaque jeton sont inscrits deux nombres, Alj (=1 2 m)

sur C; et How (k=1 3 n) sur Cy. Les jetons marqués Alj’

u sont en proportion p.,, et on peut s'arranger pour que
2% prop Pjg» et on p ger pour q

les pjk ne solent pas de la forme pj Gy - Si on met ces je-

tons dans un sac et qu'on en tire un au hasard, on a la
probabilité pjk d'observdr le couple Aij’UZk (apré&s chaque

tirage on remet lé jeton dans le sac, bien entendu).
Les événements observés sur C; et sur Cy sont sto—-

chastiquement dépendants et, dans le cas ordinaire auquel
on pense instinctivement et ol 1l'observation d'une face

ne perturbe pas l'état du jeton, elle ne modifie pas da-

vantage les probabilité&s du r&sultat d'observation de
l'autre face. On a ainsi une premiére explication simple
de ce double phénoméne que nous avons constaté plus haut :
dépendance stochastique et indifférence des probabilités
d'un des éléments du couple vis-3-vis de l'observation de

. l'autre &lément.

Mals cette explication n'est pas la seule possible.
Imaginons en effet que l'observation de la face Cy modifie
le nombre inscrit sur C, (par exemple si le jeton est trans-—
parent et que la lumidre nécessaire 3 la lecture de C; chan—

ge U, en uzz)x. Les probabilités des &v&nements attachés

d la face C, peuvent &tre modifiées, mais ce n'est pas for-
c8. Supposons en effet que, pour chaque indice j, le chan-
gement de Hop €0 Uy, se fasse suilvant un processus aléa-

*0n aura un exemple beaucoup plus wup-to-date =-et pratique-
ment réalisable— en remplagant les jetons par des morceaux
de bande magnétique et 1l’observation visuelle par une lec-
ture magnétique.
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toire avec une probabilité de tramsitiom P?(j) pouvant

dépendre de j. La probabilité d'observer les &vénements

}lj pu}s uzl'est alor;

k.
! =
pi, E By ()p gy

Or il est possible:de choisir les Pk(j), et ceci d'une
infinité de manleres, de fagon que l'on alt pour chaque

" indice i, 5 P (j)p ik = pjz quel que soit %, domc
k .
.- malgré la perturbation d'état macroscopique,

Pig = Piy
les distributions de probabilité sont inchangées.

Ce simple exemple suffit 3 montrer que, de la stabi-
1ité des propriétés staristiques vis—3-vis de l'observa-
tion, on ne peut tirer aucune concluSLOn physique, ni
~dans un sens, ni dans un autre
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