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La numérotation des paraaraphes des  formules et des réfé-
rences btbltographzques de la deuxteme pgrtie fait exacte-
ment sutte 4 la promzere

6.~ THEORIE DE LA MESURE ASSERVIE ET DE LA MESURE INDIREC—
TE :

Sur la base ~axiomatique ainsi deflnle, nous pouvons
maintenant édifier une théorie -irréprochable des mesures
asservie et lndlrecte

Reprenons les opérateurs de mesure A; et A; définis
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par (13). Je rappelle que nous considérons des mesures
de a) et a, immédiatement comsécutives (§4B), que nous

avons convenu. (§3C) de noter par xl. et kz les valeurs

j'
propres de A; et Ay que la mesure met en bijection, et
qu'enfin nous sommes ici dans le cas particulier d'une
théorie probabiliste ol la vérification par expérience
individuelle est accessible.

A.- Condition nécessaire et suffisante d'asservissement
des mesures ’

Le résultat de base est le suivant.

Plagons-nous dans le cas ou le systéme global
C = C; VU Cy est représenté juste avant la mesure, par

. un vecteur d'état bien déterminé V. Alors la condition

nécessaire et suffisante pour que les mesures consécuti-
ves de a; et de a, soient asservies est que Yy satisfasse
4 la relation '

(16) - Q

J .
ou, st on préfére, que V n'ait de composantes non nulles
que dans les variétés (Elj (X)EZJ.,)JC-.'

Bpy ®Ep 00 = v

Dé&m .- La condition est nécessalre. Supposons en effet
que la mesure de a; ait donné la valeur Xl. ; en vertu de

1'axiome P,a, c'est donc que “%Ij yl #0 ; par suite 1'a-

xiome R' nous_donne, pour le vecteur d'état de C aprés la

mesure, y' = Eljw/ﬂElij . Pour que la mesure de ap; four-

nisse en toute certitude le résultat AZ"’ il faut et il

suffit, d'aprés l'axiome P,a, que y' soit dans la variété
propre Zj,ﬂg ou encore que zj,wf = ¢!, donec que

§6A o .
En transformant le premier membre par (7) cette &quation
devient :
® E .0
By ®Epqr ¥ 7 513

Faisons la somme de toutes Ces dgalités par rapgort : e
F i 1té : membre
Comme o©om & Elj = I, identlte dans K,Ale secon
i
donne P. Quant au premier membre, SI 1§s J.formeng u??@j .
suite finie, il donne de plano le premier mgmbre e ;
si les j forment une suite infinie, il suffit de remarquer

iffé i : gtan thogo-
que, les différents projecteurs Elj ®'Ezj, &tant orthog

naux, leur somme forme une suite croissante de pro;eczl6>
3 < . ;

teurs, domc est convergente, et le premier membre d;. |
est encore bien défini. La condition (16) est donc bilen

nécessaire.

' i ! ; isante. Faisons
Montrons mailntenant qu elle est suffisante. ¥

‘ i ur obtenue ;. on a
une mesure de aj; et soilt klk la valeur H

donc IE.. yl # 0. En vertu de 1'axiome R' le nouveau vec—
1k :

teur d'état est, & la normalisation. pres

| - (T E.®E,.,
B b= E ®T2 V= (E1k®12)(§ By ® By A7

On a le droit de faire passer le signe Z en téte du der-

. ) 3
nier membre (suite croissante de projecteurs, donc conver=—
gence), de sorte qu'il vient

B b= (g, (B ©12) By BEy3))0

soit, en appliquant 1'égalité (6) et en tenant compte que

=&, E i
Eps By = O B I
Epge ¥ = By © Por ¥




§6B

vissement 2st que tous les vecteurs de ¥ vérifient (16).

§6A
Normalisons maintemant le premier membre pour obtenir '

.
s

on a : Ces deux &noncés tombent sous le sens.
n A . Y ‘ : : eq : . - | . L.
(17) w' = E; W"Elk vl = Bl X)EZk’ w/“Elk wl , : I1 est facile de les traduire en écriture symboli-
v , que. On sait en effet que, si E est un projecteur quel-
i ' t ¥ un vecteur vérifiant Ey = ¢, cette &galité
Faisons alors sur ¥' une mesyre de as. La probabi- conque € ’ -
litd d'obtenir la valeur A72 ast “E W'“z- Mais on a, . est &quivalente 3 E Pw = P¢ I1 résulte alors de la for
vertu de (6) et de (17)“ me de S que l'énoncé relatlf 3 un opérateur statistique
e ' est &quivalent &
{21y ®E )(E. ® 1%yl o - -
= (E X’E Yo/E vl De méme, si on désigﬁe par P le projecteur sur la variété
ik 7k' 1k ™ K, comme P est de la forme P = Z PW ol les wnfsont une
base de #, on a ‘ n 'n

E, E. , =0siFk': la’mesure de a; ne peut donc
2L 2k | (16ter) (JE,. ®E )P =P
pas fournir d'autre valeur propre que ka" et elle four- e L] 23"

nit celle-ci en toute certitude puisqu'on a

En fait, dans les applications et comme on va le

My v = By, W W e e ST e 1a forme oriainelie iiniiiil-
quantité égale 3 1 d'apraés (17). C.Q.F.D. ' laire que de ces &galités.
Corollatre - B.- Exemples | :
Flagons-nous meinsanant dons T ozs ob le syesine 0, MOV C2 e der Smeion I, i
est represente, avant les mesurﬂs, par un operateur statis— ~ ’
tique S = ) p Pa Pum (e, > 0, z p, = 1). Alors la. condzuton par quelques exemples.
m

. . nt a.~ Mesures de deux impulsions asservies par addition
nécessaire et suffisante pour que les mesures de aj et ap : D ous P £10

sotent asservies est que tous les vecteurs b vérifient
la relation (16).

Considérons 1'expérience de Compton-Simon (12)
diffusion d'un photon X par un &lectron. On connalt ex-
périmentalement les conditions initiales : é&nergie et
direction d'impulsion, du photon incident ; pour 1l'élec-—
tron on estime qu'il est libre et pratiquement au repos.

Il en est encore de méme si C est représenté par une
vartété fermée X dans Zaquelle le vecteur d'état Y est
incommu ¢ la condition nécessaire et suszsante d'asser-
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Aprés la collision on peut mesurer dans une chambre de
Wilson la direction d'impulsion de 1'&lectron de recul
ainsi que celle du photon diffus&. La théorie de la
collision, qu'elle soit classique ou quantique, prévoit
entre autres choses l'existence d'une relation entre ces
deux directions &mergentes. Les mesures correspondantes
sont domc -asservies, et on peut se proposer de vérifier
si cet asservissement entre dans le cadre général qui
vient d'&tre tracé. o

Le calcul effectué 3 partir des données initiales
rappelée ci-dessus est faisable et montre qu'il en est
bien ainsi. Il est malheureusement assez long ; aussi

vais-je l'abréger en convertissant les données initia-

les du photon : é&nergie et direction d'impulsion en les
trois composantes de celle~ci (ce qui nécessite un bref
passage par la Mécanique classique, mais dont, je le
répéte, on pourrait se passer) ; pour l'&lectron il n'y
a évidemment rien 3 changer. On connaft donc les trois
composantes de l'impulsion totale initiale des systdmes

photon + &lectron. :

Prenons pour les grandeurs a; et aj de la théorie
générale les composantes respectives, sur Ox par exem-
ple, des impulsions du photon et de 1'&lectron, et
soient Aj et A, les opérateurs correspondants. On prend

~ces opérateurs sous la forme (13) c'est-i-dire qu'on a

rendu leurs spectres ponctuels pour la raison et suivant
le procédé expos&s au paragraphe 3B ; on a en outre pu
s'arranger pour que les valeurs propres Alj et AZk‘soient

toutes multiples d'un méme facteur (3 savoir le double de
l'erreur maximale qui affecte le% mesures des deux com=-
posantes). Les extensions A; et A, de A} et A, sont

- (§34) de la forme

ny N .
A = § M B RI,, A = 1}( A Tt BE,

§6B

o v " _ Vo
Comme A) et A; commutent, leur somme représente 1'opéra-
teur composante sur Ox de 1'impulsion totale ; et comme
on a I = Z Elj , Io = E E2k’ on voit que l'om peut
P j k °
8crire J

AV v ‘

7+ = A, .+ j

B fp =] O+ ) E K
les sommations en j et k 8tant indépendantes. Mettons en

correspondance les indices j et k pour lesquels Alj + ka

a une méme valeur M, 5 cette correspondance est une bi-
jection que nous noterons en &crivant j'(a) l'indice k

qui corregpond 3 j pour a donné. La décomposition spec-
trale de A} + Ay peut alors s'8crire

15 0,

(18) X]_ +K2=Zﬂ (}: El. ®E
. o OLJ. J

Dans 1'état initial du syst@me on connait séparé-
ment les composantes des deux impulsions, soit ay =

25" (o))

Aqs

v 130
et a; = AZko’ et par suite leur somme, que nous désigne-
rons par ug. Aprds la collision chacune des deux compo=
santes a varié et sa valeur finale est déterminée en pro-
babilit&. La théorie compldte de la collision permettrait
de calculer ces probabilitéds, mais cela n'est pas néces-
saire pour notre objet : il nous suffit de savoir que

l'impulsion totale est comservée’ (plus exactement que
sa valeur reste dans le méme intervalle qu'initialement,
ce qui nous permet de la prendre 8gale 3 pg en vertu du
procédé de discrétisation des spectres). On sait donc
qu'aprés la collision la probabilité que l'on ait

-

ay + az = yp est égale 3 | ; en vertu de 1'axiome P,a

® . « . . .
sous réserve, tout comme en M&canique classique, que les

forces s'exergant entre les deux particules soient centra-
les. ‘ ' '
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le vecteur d'état Y est dans la variétsé propre éorrespon—
dante de la décomposition spectrale (18), c'est-i~dire
que l'on a.

C'est exactement la coﬁditioﬁ (16) d'asservissement des
mesures. de a) et ap.

I1 apparait clairement dans cet exemple qu'il n'est
rien d'autre qu'un cas particulier de probabilitds lides,
au sens habituel que la théorie générale des probabilités
~donne @ ce terme. ‘ -

Voyons maintenant pourquoi 1'indétermination qui
affecte le vecteur d'état yp, dont j'ai 8voqué 3 la fin -
du paragraphe 2 les effets &ventuellement nocifs, ne tire
Pas 4 conséquence dans le cas oll nous sommes de mesure
asservie. Vérifions tout d'abord que cette inddtermina—
tion existe bien:la connaissance des valeurs Aljo et

AZko des impulsions initiales soumet les vecteurs d'&—

tat Y19 et Yo de chaque particule aux seules conditions

,(§§A) Eljo Y10 = Y19 et E2ko ¥20= Y20 ; d'ol une indé-

termination pour ces vecteurs individuels et pour le
vecteur global Vg = Yo% ¢y, Par le jeu de 1'équation
d'&volution, cette ind&termination se répercute sur le -
vecteur d'état ¥ au moment de la mesure.

Supposons que 1l'expérimentateur se pose cette ques— é
tion : me domnant a priort un intervalle (k',k”) de va-
leurs de aj, que puis-je conclure si le résultat de la
mesure tombe dans cet intervalle ? La répomse serait :

"
le vecteur d'état '’ aprés cette mesure est ¢' = E?A‘ ¥,

donc serait indéterminé dans au moins upe partie de la

- 224 -
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o A" . . . .
varilete EIA' H, ce qui entrafnerait ume incertitude sur

les probabilités des valeurs de aj. On ne pourrait donc
pas conclure 3 un asservissement des mesures.

Mais, dans le processus réel de 1l'expérimentation,
on inverse les enchainements. L'expérimentateur constate
une valeur de aj, qu'il localise dans un des intervalles
prévus dans la discrétisation du spectre.de A;, caracté-
risé par une valeur propre All ; la variété correspon-—

{\J o s ° - . . : - »
dante E,, ¥ est donc bien déterminée, mais a postertort,

12
et il suffit alors d'appliquer la théorie de la mesure
asservie pour prédire en toute certitude la valeur de a,.
L'indétermination qui pesait sur Vg n'a done joué aucun
rdle.

b.~ Systdme de deux particules de spin total nul

Considérons un systéme C formé de deux particules
Cy et Cp de spin 1/2, dont on sait qu'a 1l'émission le
spin total dans une direction donnée, Oz par exemple
(i1 est plus simple de raisonner sur ce cas que d'abor-
der directement celui de 1'&tat singulet), est nul. Je
fais remarquer en passant que, contrairement 3 1'exemple
précédent ol l'information initiale &tait fournie par
une mesure préparatoire, ici c'est par voie théorique
qu'on a cette information.

Raisonnons d'abord suivant la méthode consacrée,
qui consiste & faire abstraction des variables de confi- -

guration. Désignons par 1, 1'opérateur de spin de la

particule C; dans 1'espace vectoriel €; de sa variable

de spin, par €, et €]~ Ses vecteurs propres ; nous pre-

nons des notations homologues pour C; ; notons enfin par
J1 et Jp les opérateurs identit& dans €; et £5. On sait
que la condition pour que le spin total 9, I, +J B 9y,
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soit nul est que le vecteur d'état s dans 1l'espace
e} ® e, soit de la forme

s =k; ¢ ®€2 +k2r. ®e

1+

oi les constantes k; et kz sont astreintes d la seule
condition Ikliz + !k2|2 .

Or om voit immédiatement, si on désigne par Pe le pro-
1+ ‘
jecteur sur €le dans l'espace ey, etc., que 1'égalité

précédente est &quivalente i

(19) P. ® p + P & P Js =35
€14 €y € - €0t

Cette &galité est de la forme (16) et est donc bien carac-—
téristique d'une mesure asservie : si on comstate pour C;

. 1 ~ 5 : ~
le spin * 5 le vecteur d'état -aprds la "mesure" est, 3

la normalisation prés, s' = P  Jps=pP B P_ s,

1+ 1+ €2-
d'oll 1'on déduit que le spin de C, sera s{irement - %, et
inversement.

En fait cette théorie simplifide n'est pas adéquate
3 l'expérience. Dans la pratique on ne mesure pas les
spins de Cl‘ni de C; : on les déduit de mesures de posi-
tion sur un &cran apr2s passage dans des aimants d&flec-
teurs. Une théorie correcte de la mesure double des spins
doit ‘donc prendre en compte les variables de configura-
tion, les fonctions d'onde correspondantes et 1l'&quatiom
d'évolution dans les champs magnétiques.

Une telle théorie est faisable. Malheureusement elle

est extrémement longue et compliquée si on la veut rigou-
reuse ; méme en admettant les approximations adoptées par
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Bohm (13) ou Blokhintsev (%), les calculs sont encore
trop longs pour les reproduire ici ; en définitive toute
cette question mérite une étude 3 part. Je me contente
donc d'en énoncer les résultats, 3 savoir :

- en assimilant les mesures faites 3 la sortie des me-

. .= . .
sures d'impulsion™, on retrouve bien, projecteurs de
spin et d' lmpu151on entremeles, 1! equatlon (16) de la
mesure asservie ;

- l'incertitude qui pé&se sur les directions d'impulsion

i 1'émission (dont om sait seulement qu'elles sont inté-
rieures 3 des angles solides connus) n'entraine pas d'er-
reur de mesure finale, pourvu que les faisceaux @mergents
soient bien séparés et que l'Bcran soit assez large pour
les couper dams leur intégralité.

C.- Interprétation physique

Il n'est gudre besoin d'insister sur le fait que
la relation (16), qui assure l'asservissement des me-

- sures, est en méme temps celle qui légitime la mesure

indirecte : d&s qu'on la sait satisfaite, on sait aussi
que, si une mesure de aj donme pour résultat la valeur
klj’ une mesure de ap; aura certainement pour résultat

la valeur AZj" I1 est donc inutile d'effectuer cette
seconde mesure sauf, bien entendu, si on cherche une

confirmation expérimentale de la théorie.

I1 est plus important de cerner la 31gn1f1cat10n

‘de cette relation (16).

=® . o s . . .
c'est d'ailleurs, 3 bien y regarder, ce que font implicite-
‘ment toutes les explications de l'expérience de Stern et

Gerlach, sous couleur d'appliquer l'approximation W.K.B.
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On voit tout d'abord qu'elle exprime que, deux opé-
rateurs de mesure &tant donmmnds, il faut, pour que leurs
mesures soient asservies, que le vecteur d'état du sys—
téme soit adapte 4 ces opérateurs. C'est tout i fait dif-
férent, je 1l'ai déja dit (§4B), du cas traité par Von
Neumann, qui consiste 3 déterminer des opérateurs de
mesure adaptes i un vecteur d'état donné ; on peut d'ail-
leurs s'attendre en aeneral que, pour un vecteur d'dtat
pris au hasdard, les opérateurs en question soient sans
signification physxque aucune (nme serait—ce que parce
qu'ils sont 3 spectre ponctuel simple, mais il y a mani-

festement d'autres raisons i cela).

Il est clair en second lieu, et les deux exemples
qui précident ont illustré ce fait, qu'on ne peut savoir

‘que le vecteur d'état d'un systéme satisfait 3 (16) que
q

sur la base d'informations antérieures 4 la mesure, in-
formations qu'on a pu acquérir, soit par voie expérimen-—
tale (exemple a), soit par voie théorique (exemple b).

D&s lors, d'un point de vue purement probabiliste,
la compréhension du ph&noméne d'asservissement des me-
sures ne pose aucun probléme. On sait par avance que,
bien que les ré&sultats d'@preuves pratiquées sur les
grandeurs .a; et aj soient sépardment aléatoires, ces
résultats obéissent @ une relation de la forme N
F(aj,az) = 0, relation qui est enm outre bijective”.

La mesure asservie n'est donc pas autre chose qu'un

cas particulier de probabilitds lides, comme il en exis-
te tant en théorie des probabilités, et la mesure indi-
recte n'est pas autre chose que la conclusion obllgee
d'un recoupement d'informations.

Naturellement on peut ensuite se poser des ques~

x - . . s TP
Il est 3 peine besoin de faire remarquer la symétrie de

la condition d'asservissement (16) par rapport aux opéra-

teurs A; et Aj.
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tions sur les causes physiques de ces probabilités. C'est
un autre probléme, que j'ai déj3a dit que. je n'aborderais

pas dans cette &tude parce que, quel que soit son intéréat
-qui est grand- il ne peut &tre traité avec fruit que si

on dispose préalablement d'une théorie probabiliste fer—

mement assurée, et non pas dérivée de l'application illé-
gitime d'un axiome, R,a, dont nous avons constate l inef~
ficacité. :

7.- MESURES COUPLEES

Nous devons maintenant nous poser la qﬁestion ¢ que
peut-on dire lorsque, les opérateurs A; et A, étant tou-
jours supposé@s donnés, le vecteur df etat P du systeme C
ne vérifie plus la condition (16), c'est-d-dire n'est
plus adapté & la double mesure prévue ?

Pour bien marquer cette désadaptation et &viter
toute confusion, je désignerai maintenant par by et Bs,
au lieu de ajp et Ay, la grandeur et 1' opérateur de
la seconde mesure.

Comme la condition (16) est nécessaire et suffisante,
le ré&sultat de 1la mesure de b, quand on comnait celui de
la mesure de a;, n'est plus certain mais aléatoire. La
vérification de toute prédictiom ne peut donc plus étre
que fréquentielle et implique un ensemble statistique de
mesures, faites sur le méme systdme initial &videmment.

Le probléme general maintenant posé a dé&ji &té énon~-
c€ au paragraphe [ et j'en rappelle les termes en utili-
sant les présentes notations. Premidrement : quelle est
la répercussion de la mesure de aj sur la distribution de
probabilité de b, ? DeuxiZmement : quelle est la réper-
cussion de la mesure de a; sur la representatlon mathé-
matique de C; ?

Le premier probléme, qui seul'esﬁ le probléme phy-
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sique, peut se résoudre directement, comme on va le voir.
Mais on peut aussi en retrouver les résultats en passant

par la résolution du second probléme, ce qui nous aménera

3 parler en termes d'opérateurs statistiques, qui réser-
vent quelques surprises eu &gard aux idées regues.

.Gardant pour la decomp051tlon spectrale de A 1la
notation (13), désignons par

(20) 2= ] ok Fox
L :

celle de B3.
I1 sera intéressant d'examiner deux cas : celui de
mesures immédiatement consécutives (c'est toujours aj qui

sera la premiére), et celui de mesures décaldes dans le
temps.

A.~ Mesures imm8diatement consdcutives

a.~ Distribution de probabilités obtenue par voie di-
- Iecte :

On a le theoreme suivant.

Considérons un systéme C décrit par un vecteur d'é-
tat ¥ ou wn opérateur statistique S. Que les sous-sys-—
témes C) et Cy soient ou non en interaction au moment de
la ou des mesures, les probabilitds attachdes 4 la mesure
de by sur Cp sont indépendantes du fait que l'on a ou non
effectué la mesure de aj sur C,.

Dém .- Plagons—nous d'abord dans le cas ol C est représen-

té par un vecteur d'dtat y.
Supposons en premier lieu qu'on ne fasse pas de me-

sure de aj et cherchons les probabilités de la mesure de
by. En vertu de 1'axiome P,a et de la forme (20) de By,
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la probabilité de trouver pour by la valeur Mo est

1) Pr(uy) = (F,, 4,0 = (T1 ®F, 4,1

Envisageons maintenant 1'expérience oli on fait pré-
cédder la mesure de bp d'une mesure de ap. La probabilité
d'obtenir pour a; la valeur Alj est

(22) pr(xl.)_;(ﬁl. U,0) = u]?:“l, w2

Supposant qu'on a effectlvement observe cette valeur de

Al., cherchons la probabilité@ pour qu'une mesure immédia-
]

tement postérieure de by fournisse la valeur Ho* Pour

° - . t.- -
cela nous déterminons d'abord le vecteur 4d'&tat normé

P! du syst@me C aprés la mesure de az ; en vertu de 1'a-

xiome R' c'est
- Y L
(23) ¢j Elj v/ 1 1%

La probablllte de trouver Hoy sur w' est alors, d'aprés
ltaxiome P,a

pru sin ) = & vty = & ¥ o e/
Mo 3L A3 2k Yi*Y] 2k “13¥%13%

¥ o IE ; 12
E %’Zk E) 00 /VE L v

Mais, ‘en transformant le t{lpl% prodult de prOJecteurs ‘par
la relation (7), on a Elj Fo IJ IJ ®F Fyp 5 d'ol

. . A"
(26) -~ Prluy sid) = (B ®Fy bw)/IE ul®

¥ ¢H2

Le premier membre est la probabilité conditionnelle
d'observer by = Hox quand on 4 eu aj; = Alj 3 lg probabili-
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té& d'observer comsécutivement Alj et ka est donc

Pr(kIj EE qu) = Pr(Alj).Pr( si K )

| Mo EL
soit, d'aprés (22) et (24)

(25 PrQy et uy) = (B, ®F)0,9)

Nous pouvons maintenant former la probabilité d'ob=-
tenir by = H,q POUT toutes les valeurs possibles de aj

c'est la somme par rapport 3 j des expressions précéden-

- tes, et comme Z EIJ I;, il vient

N

26 : . =
(26) § Pr(d; et uy) = (1) BDF v 0)
Le second membre n'est autre que celui de (21), et par

conséquent le théor@me est bien démontrd pour un systame
C représent& par un vecteur d'&tat unique.

Généralisons maintenant au cas oll C est représentd -
par un mélange de vecteurs d'état ¢ (a=] & v ou +») affec~-
tés de poids Py > 0 (Z Py = 1), donc d'opérateur statis—
tique S = z P, Pw . Q

o a

La probabilité pour qu'une mesure de by, sans mesure

préalable de ay, fournisse la valeur qu est

Considérons maintenant le cas ol on procide d'abord
d la mesure de a; ; la probabilité pour qu'om obtienne la

(21bls) Pr(u2k g P, (

’ valeur Alj sur le mélange est

: = 1 ¥ o2 = ¥ 2
(22bis) Pr(AIJ) = Z MO g D, "Elj vl
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Supposant qu'on a cbtenu cette valeur Alj’ il nous

faut ici commencer par chercher la probabilité pour que
ce soit sur le vecteur d'état ¢ , probabilité& que nous
noterons.Pr(kIjlwa) ; ¢'est la probabilité des causes

qui nous la donne et on a

Vpanﬁl, v 12
(27) Pr(X, .Y ) = d T2
. 1] o z pBHElj wBl
B

Dans ce cas de figure ol Alj est obtenue sur le vecteur
d'état v, la probabilité d'obtenir ensuite by = Hox nous

est donnée par l'Bquation (24) ol on fait ¢ = wa’ ce qui
nous donne
Pri. ‘i A ‘w& _ (Eljn® &a,wa)
13 - T2
2k 1] “Elj wa_

La probabilité d'observer Hore quarid on a obtenu klj sur

tous les ¢ possibles s'obtient en multlpllant cette ex—
pression par la probabilité (27) et en sommant sur tous
les indices o 3 on a alors

), By BFy wa,wa>
Y]
I 2
é Pg ,Elj by
En multipliant membre 3 membre par (22 bis), on obtient

Pr(u2k si Alj) =

Pr(klj et qu) = z pa‘?lj §>F2k¢a,wa)

-

I1 suffit alors de sommer par répport a jkpour retrouver
la valeur (21 bis) de Pr(u2k).C.Q.F.D,,-

b.- Passage par les opérateurs statistiques

Venons—en maintenant au deuxidme probléme, celui de
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