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1. Introduction

La Relativité Générale n'améliore pas seulement
notre connaissance du champ gravitationnel et &lectro-
magnétique dans le domaine des phé&noménes macroscopiques.,
Le présent travail se propose de montrer que les solu—
tions des #&quations d'Einstein apportent aussi des &lé-
ments nouveaux 3 notre comnaissance du champ 3 1'8chelle
des particules tout en rem8diant aux imperfections de
certains concepts classiques, par exemple des concepts
de masse ponctuelle et de charge ponctuelle.
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Le paragraphe 2 &tablit de fagon simple les bases
géométriques pour l'étude des champs statiques 3 symé—
trie sphérique en indiquant clairement les caractéris-—
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tiques de la forme spatio-temporelle utilisée. Contrai-
rement 3 la pratique traditionnelle, nous n'avons pas
voulu tronquer la métrique par des réductions arbitrai-
res et abusives, opérées avant 1'intégration des équa~
tions de gravitation, du nombre des fonctions inconnues
qui y figurent. De cette facon nous avons pu Eviter les
singularités imprévues et profiter de toute la richesse
des solutions en constantes arbitraires et fonctions
arbitraires, qui permet:d'adapter les potentiels du
champ 3 des conditions tras varides.

Le paragraphe 3 est consacrd & 1'intégration des
Equations d'Einstein, sous leur forme la plus générale,
d l'extérieur de la source. On peut passer ce pavagra-
phe en retenant uniquement le résultat de 1'intégration
domné par les E&quations (3.9), (3.10), (3.12).

2

Au paragraphe 4 nous introduisons la distance au
centre comme parameétre et &tudions en détail les solu-
ticns qui en résultent lorsqu'on néglige la constante
cosmologique. Ce procidd a 1'avantage principal de ren—
dre possible la comparaison directe des anciens poten-
tiels de Newton et de Coulomb, quil dépendent de cette
distance, avec les nouveaux potentiels. Il permet ainsi,
en particulier, d'adapter facilement, sans lacunes lo-
giques et erreurs mathématiques, nos solutions aux con—
ditions aux limites du probldme. Les résultats obtenus
sont particulidrement int8ressants pour la microphysique,
Nous reconnaissons d'abord le rdle fondamental de la
fonction g(p) qui représente le rayon de courbure des
sphéres centrées 3 1l'origine. Nous constatons ensuite
1'introduction d'un nouveau paramétre py dont la déter—
mination nécessite une condition initiale, 3 savoir 1la
donnée de la valeur de g(p) sur la sphdre. limitant la
matidre. Les grandeurs g(p) et pg caractérisent mieux
que les théories classiques le comportement du champ au
voisinage immédiat du centre. En particulier, lorsque
la source est chargée, nous obtenons une image de la
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réalité beaucoup plus satisfaisante que celle donnée par
la théorie de Born et Infeld. Par rapport aux modéles
classiques, pg est un paramétre caché et g(p) est une
fonction cachée.

Au paragraphe 5, tout en gardant toujours la dis-
tance au centre comme paramétre, nous &tudions brisdve-
ment les solutions complétées avec la constante cosmo-
logique qui sont susceptibles de rendre’mieux‘campte du
comportement du champ aux distances macroscoplques et
cosmiques. Leur signification n'est pas négligeable .
dans la mesure oli elles relé&vent le rble de la fonct%on
g(p) non seulement au voisinage du centre, mais aussi
aux grandes distances quand il s'agit, par exemple,
d'associer le phénoméne du décalage vers le rouge au
caract@re non euclidien de 1l'espace. Nous avons bien
voulu mettre en évidence le fait qu'une méme métrique
spatio—~temporelle est susceptible d'améliorer notre
connaissance du champ non seulement 3 1'&chelle micros—
copique mais aussi 3 1'8chelle cosmique.

Finalement les paragraphes 6 et 7 traitent du
mouvement des particules, aussi bien de masse non ?ulle
que de masse nulle, 3 1'extériesur de la source. Puisgue
la détermination de 1l'orbite en tant que courbe gEomé-
trique présente un intérét plutdt limitéd, nous nous
attachons Z domner les expressions explicites des fonc-
tions du temps t,p(t) et ¢{t), qui définissent le mou-
vement. ’

2. Métriques statiques 3 symétrie sphérigue

Le champ gravitationnel le plus simple est celuil
engendré par une distribution de masse disposée en cou-
ches sphériques concentriques telles que la densité de
masse dépende uniquement de la distance au centre. Il
est dé&fini, suivant la théorie de Newton, dans 1? cadre -
de la géométrie euclidienne de ®3, par le potentiel
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- oe k= Aexded
en supposant que le centre soit choisi comme origine de
coordonnées et que p > pj, ol p) est le rayon de la sphére
limitant la distribution considér8e de matidre. Cette for-—
me du potertiel nous a familiarisés avec le concept de
masse ponctuelle : puisgue p1 n'y figure pas, tout se
passe comme si toute la masse m &tait concentrde 3 1'oti-
gine. Une situation similaire se pr#sente lorsque la ma-
tigre est chargée, car le potentiel &lectrique qui en
résulte, & savoir le potentiel de Coulomb,

e = - 2 2 2

3 p o= IXI = /gl + X5 + X3

fait alors apparaitre une charge ponctuelle e placée &
1l'origine.

Du point de vue intuitif, de telles simplificationms
de la réalité semblent excessives. Elles impliquent en
particulier que le champ gravitatiomnel d'ume source sphé~
rique pulsante est toujours statique et entidrement indé-
pendant de la déformation subie par la matidre, ce qui
choque singuli&rement notre esprit. En fait, les notions
de masse ponctuelle et de charge ponctuelle ne se dédui-
sant pas directement de la r&alité physique. Le caractare
euclidien de 3 y est foncidrement engagé de sorts que
l'extréme simplicité des potentiels obtenus reflate les
conditions simplificatrices imposées d'avance 3 la géo—
métrie de 1l'espace-temps ®x®3. Le probléme se présente
sous un jour nouveau dans le cadre de la Relativité Qé-
nérale, car le champ n'y est plus défini par les poten-
tiels de Newton et de Coulomb, mais par toute une métri-
que spatio-temporelle traduisant la modification subie
par la métrique pseudo-euclidienne de Minkowski,

ds? = ¢2dt? - dxz, (dx? = dx% + dx% + dx%),
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en présence de matidre et de charges. Les nouveaux 81&-
ments géométriques qui s'introduisent ainsi seront ex-
primés par de nouvelles fonctions, inconnues au moddle
pseudo—euclidien de 1'espace-temps en Relativité Res-
treinte, qui devront faire dépendre le champ non seule-
ment de la masse totale mais aussi de sa distribution
dans 1l'espace. Cette prévision sera confirmée, nous
allons le voir, par les résultats obtenus en intégrant
les &quations d'Einstein. Nous ne nous proposons cepen-—
dant pas d'€tudier le probléme dans toute sa générali-
té. Les &tats non stationmnaires du champ, c'est—i-dire
les &tats résultant des pulsations de la source sphéri-
que, ne seront pas abordés. Aussi allons-nous supposer
constamment dans la suite que notre boule de matidre,
chargée ou non chargée, se trouve dans un &tat d'&qui-
libre de durée assez longue de sorte que nous avons le
droit de définir le champ dans som ensemble, c'est—i-
dire aussi bien & 1'intérieur qu'i 1'extérieur de la
source, par une métrique spatio—temporelle universelle-
ment statique. En fait, nous imposons ainsi 3 notre
métrique une condition domt la justification rigoureuse
nécessite la considération des &tats non statiomnaires.

Ceci dit, la métrique spatio-temporelle & utiliser
résulte de la métrique de Minkowski, si 1'on v remplace
la vitesse c de la lumidre par une fonction positive
indéfiniment dérivable £ = f(p) dépendant uniquement
de p = lx|, et 1a métrique euclidienne dx? par la forme
générale des métriques riemanniennes de & 3 symétrie
sphérique. Celles-ci sont caractérisées par deux pro-
priétés géométriques simples :

Premi&rement les g&odésiques issues de 0 sont orthogo-
nales aux sphéres |x| = p.

DeuxiBmement le rayon de courbure des sphéres IXI = 5,
considérées avec la métrique induite, est une fonction

Teip, donc, en particulier, constante sur chaque sphére
x| = p.
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Lors%ue est mun1 de la métrique euclidienne ca-
nonique dx dxl * dx2 + dx%, cette constante est égale
au rayon de la sphé&re, mais il n'en est plus de méme
dans le cas général.

Afin d'obtenir la forme riemanniénne cherchée, nous
partons de la mpétrique euclidienne canonlque

dx® = dxf{ + dx% + ax% en y apportant d'abord une légére
modification de notation

+ dy% + dy%

(2.1) dsf = §y§

et en désignant ensuite par r la distance

lyf /§1 + yz + y3, qui s'identifie au rayon de courbu-
re de la sphdre correspondante.

Soit q(p), avec q{(0) = 0, une fonction de la va-
riable p, indéfiniment dérivable et telle que q'(p) >0
sur la demi-droite (O, +°{., Alors 1l'&quation r = q(p)
définit un difféomorphisme de la demi-droite (D +o |
sur elle-méme et, en conséquence, les &quations

p
(2.2) vy = qé L x1, y2 = qép) X2, ¥3 =-3§91 X3,
(xf + xZ + x5 = |x|2 = p2),

Etablissent un difféomorphisme de ® sur lui-méme., Moyen-—
nant les nouvelles coordonnéeg X1, X2, X3, on voit que,
pour toute valeur fixée p > 0, 1'équation x| = o repré~
sente une sphére dont le rayon p n'est plus &gal 3 son

rayon de courbure r = q(p). D'autre part, en vertu de
(2.2), nous avons

_ q(e) eq' () =~ q(p)
dyi = —5f~ dXi + 93 (XdX)Xi,

(i =1,2,3 ; xdx = xjdx; + xpdxp + x3dx3),
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et remplagant dans (2.1) nous obtenons la forme g?nérale
des mBtriques euclidiennes de ®3 3 symétrie sphérique,

2 2
(2.3) ds2 = {ﬂéfl} ax? +-§7[(q'<p>>2 —_[Séﬁl} )(xdx>2.
Le passage aux métriques riemanniennes de f& i symétrie
sphérique est maintenant immédiat. I1 suffit ?e re?pla"
cer dans (2.3), q(p) et q'(p), par deux fonctioms in=
définiment dérivables de p, g(p) et 2(p), telles que
g(p) > 0 pour p > 0, g(0) =0, 2(p) >0 pour tout 0 = 0,

ce qui donne

2 2
(2.4) ds? = [ééﬂl} dx? + {(l(p))z - L—é—l] )(de)z.

Notons que la fonction

! (»)?
-—7{<z(o>>2 - P%;—J ]

doit aussi 8tre indéfiniment dérivable, et cela impose ’

; ; a ©
les conditions supplémentaires g'(0) = 2(0), g"(0) = 22'(0).
afin d'éviter la singularité pour p = 0, -

" Quelle que soit la valeur fixde de p 2 0, le rayon
de courbure de la sphére Ix! = o0, munie de la mgtquge
induite par (2.4), est &gal 3 g(p). On le voit immédia-
tement en effectuant la transformation classique

p sin® sin¢g, x3 = p cos6,

o > 0),

i

(2.53) =x1 = p sinb cosd, %2
' (0 < ¢ < 2w, 0 <8 <m,

qui entraine xdx = pdo, dx? = dp2 + pzdmz, et permet
ainsi de mettre (2.4) sous la forme

(2.6) dsk =((2(p))%do? + (g(p))? dw?
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ol dw? = sin2?9 d¢% + d6% est la métrique ordinaire de la
sphére unité dans 1'espace &3, supposé muni de la métri-
que euclidienne canonique dx“. La transformée (2.6) de
la métrique (2.4) montre aussi que la distance géodési-
que, relativement 3 (2.4), de 1'origine au point

xp= (x1, %2, %3), est donnée par l'intégrale

j L{v)dv avec p = lxi,
Jo .

Bien entendu la fonction g(p) qui figure dans (2.4)
n'est plus obligatoirement strictement croissante comme
c'est le cas de q(p) gans (2.3). Son &galité avec la

distance gécdésique 2 (v)dv ne pourra aussi étre

0 P
qu'exceptionnelle. En fait 1'égalité f 2(v)dv = g(p) ou,

0 ‘

ce qui revient au méme, L(p) = g'(p) est la condition
nécessaire et suffisante pour que ds% se réduise 3 une
métrique euclidienne de ®3 3 symétrie sphé&rique. Il en
résulte, en particulier, que, 3 toute métrique rieman-
nienne de ®3 3 symétrie sphérique, c'est~3-dire de la
forme (2.4), on peut assocler une métrique euclidienme
de @?, aussi 3 symétrie sphérique, sans modifier la
fonctionpi(p). En effet, il suffit de poser

q(p) = Jol(v)dv.

L'extréme simplicité de la métrique (2.6) vis-i-
vis de (2.4) constitue un avantage considérable qui
pourrait laisser croire que la considération de la forme
(2.4) est tout 3 fait superflue. En réalité, il n'en
est rien. Les coordonnées p, ¢, 8 ne sont pas valables
globalement et leur utilisation nécessite quelques pré-
cautions qui sont couramment négligées. Ainsi la forme
dw? n'est pas valable pour 8 = 0 et 8 = 7, et doit &tre
représentée au moyen d'autres coordonnées locales aux
voisinages de ces deux valeurs exceptionmelles. En outre
la forme (2.6) n'est pas non plus valable pour p = 0 et
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ne se rapporte pas directement 3 1l'espace R3. Toutes les
fois oli la topologie de &% sera directement engagée, il
sera donc absolument indispensable d'utiliser la forme
(2.4) qui est de validitd universelle sur ®3. Par contre
lorsqu'il s'agit de calculer des grandeurs invariantes,
telles que les distances et les tenseurs, dont la dé-
termination se raméne toujours i des opérations locales,
nous avons intérét 3 nous baser sur la forme (2.6) afin
d'alléger les calculs.

Ceci dit, la forme riemannienne ds2 qui convient 3
notre probl&me &tant maintenant connue, 1la métrique spa-
tio-temporelle qui remplacera la métrique de Minkowski
se trouve aussi précisée, “

2 2
(2.7) ds? = £24¢2 - H—%} dx? + %7[12‘— [%] ](xdx)z}

avec

p = |x| = Vé% + x% + x%, dx? = dx% + dx% + dx%,
xdx = xjdx] + xodxp + x3dx3,

£ =£(p) >0 et &= 2(p) >0 pour tout p =0,

g = g(p) > 0 pour tout p > 0,

g(0) = 0, g'(0) = 2(0), g"(0) = 22'(0).

Les fonctions f, £, g, qui constituent les inconnues de
notre probléme, seront obtenues en &tablissant et en
intégrant les équations d'Einstein. En vertu du caractére
tensoriel de ces &quations, nous avons le droit de les
établir relativement 3 la métrique qui résulte de (2.7)
au moyen de la transformation (2.5),

(2.8) ds? = £2dt?2 - (22dp? + g2dw?).

Les valeurs exceptionnelles 8 = 0 et 6 = 7 ne conduisent
a aucune complication, car, comme on devrait s'y atten-—
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dre, les &quations, sous leur forme définitive, ne con-
tiennent pas les variables ¢ et 8. D'autre part la con-~
dition p > O n'est pas non plus génante, puisque, toutes
les fois ol la valeur p = O intervient dans nos calculs,
les valeurs correspondantes des fonctions £, %, g peuvent
étre obtenues en faisant tendre p vers z&ro & cause de la
continuité. ‘

PRy

3. Intégration des &quations d'Einstein & 1'extérieur
de la source

Suivant un usage anclen, on procéde tcujours I une
réduction du nombre des fonctions inconnues qui figurent
dans la métrique, avant 1l'intEgration des &quations de
gravitation, en &voquant la soi-disant &quivalence de
tous les syst8mes de coordonnées. En réalité, les trans-
formations utilis&es ne peuvent avoir aucune justifica-
tion math&matique et sont basées sur une confusion per-
manente entre une propriété formelle algébrique qui est
vraie, a savoir l'invariance tensorielle des Equations
d'Einstein, et une affirmation qui est fausse, 3 savoir
1’8quivalence des solutions de ces équations dans les
différents systémes de coordomnées, &quivalence qui
n'est d'ailleurs pas susceptible de d&finition.

Notre approche est différente. Une fois la métrique
précisée, nous n'y toucherons plus. C'est seulement aprés
1'intégration des &quations de gravitation que 1'on est
autorisé 3. imposer des conditions 3 la solution afin de
1l'adapter aux diverses situations géométriques et physi-
ques envisagées.

Ceci dit, nous considérons les &quations d'Einstein
sous la forme : :

B 1 . 8 B, 87k B _
(@,8 = 0,1,2,3 5 6 = 1 pour o = 8 et 6° = 0 pour o # 5)

toutes 1ps autres composantes T

en y apportant une légére modification de notation en ce

~qul concerne la constante cosmologique A qui sera notée

-3X pour des raisons de commoditd. Nous allons &tablir
maintenant les équations de gravitation relativement i
la métrique (2.8), ce qui est légitime, d'apra@s ce que
nous avons dit précédemment. Nous avons d'abord besoin

du temseur de Ricci RS qui s'obtient par um calcul fa-
cile

] 191 P g
3.2 R0 = . £ £'2' _ 2f'g
o2 YT ET R e
: " ror 2] L]
3.3 1. £ £ 2g 20'g
G2 8 F XA T v i ¥
. _ £ " 2!, ¢ [ 2
3.4 R2 =3 =-2L28 g’ _ _g 1
39 B zi‘jRJ freg T 13g T % iy S

toutes les’aﬁﬁres composantes RS 8tant nulles,

En cé qui concerne le tenseur d'impulsion-énergie
{Ta » qul est 1ci le tenseur d'impulsion-énergie du champ

€lectromagnétique 3 1l'extdrieur de la source chargée, il
s'obtient au moyen du tenseur antisymétrique {PaB8} du
champ électromagnétique. A 1'exception de Py et

P1g = -Pg1, toutes les autres composantes covariantes
PaB de ce dernier temseur sont nulles, et 1'on trouve
facilement ‘ -

3.3 T¢=71! = T2 = 73 = - o
(3.5 0 1 Bnt2gZ > 2 = T3+ 8mfZgzZ

et jB

& étant nulles.

Par conséquent le syst@me (3.1) se réduit i un sys-

téme de trois Bquatioms,
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i L e

0 _ 1 81k 20 - 1 _ 1 87k r1 _ g,
Ro ':Z'R+A+c‘+ T0 0, R1 2R+A+c4 T1 0,E

2 _ 1 81k 2 _ |
R - 5 R + M+ T3=0,

avec R = Rg + R% %;ZRZ, et puisque ¢ + Tl + 2T§ = 0, en
vertu de (3.5), il en résulte R = 4A = -12), Ainsi nous
obtenons en définitive les &quations de gravitation sous
une forme simple

' k Pol
0 - pl 0 2 - - 2 = . &
(3.6) Ry = Ry, RO + R2 61, RS 3x + e vyl

Comte tenu de (3.2) et (3.3), l1'&quation Rg = R% donne -
ft 2' gu

f Yl gl 3
d'cii 1'intégrale premiére
3.7) fg = cg', ¢ = Cte.

D'autre part, en vertu de (3.2) et (3.4), l'équation
Rg + R% = -6 s'écrit
£ grgt 3f'g' zig? gn g12 1 ‘_ _
AT I vl x Pl P v i S

et puisque

ce qui donne

_f_vl _ gnt _ 2l'g" _ —Z-i-l- . 2212
f g g’ 2 2z
nous obtenons, apr@s substitution,
31:gu _ 3212gy . lngv _ gnr N nggn . 42vg12 - gl3 N gv
e s 23 22 22g 23g 22gZ " g2
= ..6>\gl' ‘
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En introduisant maintenant la fonction

2512
= . 878 2
= - +
F 72 g
nous constatons que le premier membre de la derni&re &~
quation peut s'écrire

I(F'J!
g2 (28’
de sorte que
FF ?=_6}\2'
ey
donc aussi
F!
i -22g? + 241 , Ay = Cte,
d'oli 1'intégrale premidre
F = -Ag" + 2818 -~ Ay, A, = Cte,

Compte tenu de l'expression de F et de (3.7), nous dis-
posons finalement de deux intégrales premidres, & savoir

(3.7) f2 = cg'

[}

(3.8) g'2 = 221 —__Azg + 42 4 g2

pour la détermination des fonctions inconnues £, %, g. On
peut donc choisir arbitrairement l'une de ces trois fonc-
tions. En fait, le mot arbitrairement est exagérd, car le
choix en question doit &tre assujetti 3 des conditioms
mathématiques, géométriques et physiques relatives au
probléme abordé. En particulier, si 1'on pose

2A, Ao

+ =5 + Ag

(3.9) Q(g) =1 -

1"8quation (3.8) montre que les constantes Ay, Ap, A et
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la fonction g doivent &tre telles que Q(g) =0, et cela
permet de mettre la solution sous une forme plus simple

(3.10) f=c/Qlg , g' =20 .

Reste 3 déterminer le tenseur antisymétrique du champ
&lectromagnétique. Pour cela nous remplagons d'abord

f' gn 2?
dans 1'expression (3.4) de RZ, ce‘qui donne
v : 2
2 3 zg' 2£|g| _ g' 1
Ry = 22g * 23g 2257 +'§2

Ensuite dérivant la deuxi@me des Equations (3.10), nous

“avons

(3.11) g" = 2" YQ(g) +

Ay Ay ]
+ 2212k - 2% v
-5

et, aprés remplacement dans la relation précédente, nous
obtenons

Comparant Z la dernidre des &quations {(3.6), on trouve
maintenant ‘
2 CQAZ f222 _ C6A2 g!Z

01 T Tk gl k gk

donc la constante Ay ne peut pas &tre négative, et l'om
obtient en définitive

il

(3.12) Py = i[c3 Az 3%
g
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Cette expression vérifie les &quations du champ &lectro--
magnétique, sous leur forme relativiste, & 1'extérieur
de la source, comme le montre un calcul facile qui sera
laiss@ aux soins du lecteur.

4. Solutions avec A = 0 obtenues en prenant la distance

au centre comme paramétre

Puisque la distance au centre est donnée par la
formule o
alp) = J 2(v)dv ,

0 :

afin que le paramdtre p représente cette distance, il
faut et il suffit que l'on ait 2(p) = 1 pour toute va-
leur de p aussi bien 3 l'intérieur qu'ad 1'extérieur de
la source. Nous posons donc partout £ = 1 dans nos for-
mules, de sorte que la métrique (2.7) s'écrit maintenant

’ 12 2
(4.1)  ds? = £23¢2 - [{%J ax? + %7{1 - Eﬂ J(xdx)z}

et les relations (3.9) et (3.10)Adonnent

NOREE géi'+ 2%';’0, g' = Q) , £=c k)

en supposant A = Q.

On peut se demander dans quelle mesure le choix
2 =1 est justifié, notamment 3 1'intérieur de la matidre
ol la solution des &quations d'Einstein nous est inconnue.
On est d'autant plus en droit de se le demander que les
&tats non stationnaires du champ, comme le montre leur
étude, ne sont pas compatibles avec des distances fix8es
entre les différents points de 1'espace et le centre. En
fait, les solutions statiques, qui s'obtiennent en in-
troduisant la distance au centre comme paramétre, ne
peuvent donner qu'une image approximative du champ gravi-
tationnel et &lectrostatique. Nous allons cependant les
étudier parce que, sans dénaturer la conception du champ
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statique, elles permettent la comparaison directe des
anciens potentiels de Newton et de Coulomb avec les nou-
veaux, et constituent de ce fait une premiére &tape,
presque indispensable, avant d'aborder des situaticns
plus compliquées.

Ceci' dit, nous allons distinguer deux cas suivant
que la source est chargée ou nom.

PREMIER CAS. Si la matidre ne comporte pas de charges
glectriques, on aura Ay = 0, dlaprds (3.12), et g = g(p)
s'obtient en intégrant 1'8quation '

d 2A
i = @) avec alp) =1 -=h, (g >0, g > 2a1),
ce qui donne '
Ag + 2AiLog(Yg + Vg - 241) + vg(g ~ 2A,) = o, Ag = Cte.

L'expression du premier membre, notée E(g), de 1'équa—
tion ci-dessus est une fonction strictement croissante

de g tendant vers +* lorsque g > +*, donc E{g) = p admet
une solution unique g = g(p) strictement croissante

aussi et tendant vers +% lorsque p > +®, Par suite, lors—
que la distance p augmente indéfiniment, la différence

o - g(p) = E(g) - g = Ag + 2A1Log(Vg + Vg - 241) -

2A1

1 +/1 = 2A1
g

tend aussi vers 1'infini, tandis que le rapport

]
g(o) g g g g g
vf1.- 281

g
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tend vers 1, de sorte que nous avons la relation

—%—7 = 1 + g(p), avec 1lim €(p) = O,

gip prteo

qul va nous permettre de déterminer les comstantes c et
A} moyennant les conditions aux limites.

Premi8re condition. Pour des distances p d'ordre de gran-

deur trés Elevé, la métrique (4.1) doit s'identifier pra-
tiquement 3 la métrique de Minkowski. Or en vertu des

relations

1lim ggp) =1, lim g(p) = += ,

oo ‘ -

P pke - 2Ay

et de l'expression de f = ¢/Q(g) = c/1 ~- = la métri~

que (4.1) tend vers la forme c?dt? - dx? lorsque p + +m,
et la condition se trouve ainsi vérifiée si 1'on identi-
fie ¢ 3 1a vitesse de lumidre.

Deuxigme condition. Pour des grandeézdistahces p et 3 des
infiniment petits pr&s d'ordre supérieur a 1, la métrique
(4.1) doit admettre 1'approximation newtonienne

ds? = [cz - g§9}dt2 - dx?
‘ J

dans laquelle figure le potentiel classique - ka . Or la
relation o

2A1  _ 24 N 2A1e(p)

g(p) P o

permet d'écrire

.24 2 _ 2M1c%  241c%(p)
£(p))? = CZ(I - -—~J = cf - —=— -
(£0)) g(p) p p
de sorte que l'approximation envisagée se réalise si et
seulement si A1c2 = km, d'oQd A} = %% = U,

Puisque u > 0, on peut introduire la constante
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pg = Ag + 2uLog Y2u, et alors 1'&quation E(g) = p, qui
définit g = g(p), s'écrit en dé&finitive :

po + 2ULOg(¢/%§ + %ﬂ - 1) + Vglg = 21) = p.

En ce qui concerne f = f(p), nous avons
2y
g(P)

f(p) = c /1

La solution obtenue agppelle-trois remarques essentielles,

En premier lieu le potentiel de Newton - %E~se
. . . km R
trouve remplacé par 1'expression - 200) qul dépend du

rayon de courbure des sphéres x| = po.

En deuxiéme lieu la fonction g{(p) poss@&de la borne
inférieure 2, obtenue pour 0 = PG, qui n'est pas physique-
ment réalisable méme si P00 > 0, car £(pp) = 0, de sorte que
la valeur 2u de g(p) donne lieu 3 une dégéunérescence de la
métrique. Par conséquent, 4 l'extérieur de la source, la
fonction g(P) est toujours strictement supérieure i 2u
et sa détermination pour 0 S g(p) S 2u + €1, €1 > 0, doit
se faire dans la matire. Ainsi la notion de masse ponc-—
tuelle se trouve é&cartée.

En troisiéme lieu la fonction g(p) dépend d'une nou-
velle constante arbitraire pg qui n'est pas susceptible de
détermination moyennant les conditions aux limites. En fait
po sera connue d&s que l'on se donne la valeur de g(p) pour
p =01, p1 étant le rayon de la sphére limitant la matidre.
En conséquence g{p1) joue le rdle d'une nouvelle condition
initiale, inconnue au mod&le classique, et pg intervient
dans la solution en tant que nouveau paramétre, un vrai

paramétre caché. Aux différentes valeurs de pg correspondent

des 8tats statiques différents du champ gravitationnel.
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La constante pg peut prendre des valeurs. aussi bien
positives que négatives et 3 chacune d'elles correspond
une fonction g(p) définie et indéfiniment dérivable sur la
2u
g(p)
lant pour p = po. Bien entendu seules les valeurs de g(p)
pour f & p1, (p1 >0, p1 > po), sont physiquement valables.
Les graphes des différentes fonctions obtenues se déduisent
de 1'un d'eux par translations paralléles 3 l'axe de p
(cf. Figure 1). .

demi-droite (po,+w(, sa dérivée g'(p) =/ 1 = s'annu~

DEUXIEME CAS. La matidre comporte une charge €lectrique e,
Nous inté&grons d'abord 1'8quation différentielle

%="Q(g) s Q(g):l__%f_;_l_+_£;_%

ce qui donne 1'é&quation

ap + ng - 2A1g + Ao + Ajloglg - A) + ng - 2A1g + A2} = p,
‘ ag = Cte,

dont le premier membre, noté E(g), est une fonction stric-—
tement croissante de g tendant vers +* lorsque g -+ +«, Par
conséquent E(g) = p définit une fonction unique g = g(p)
strictement croissante et tendant aussi vers += lorsque
p > +=, D'autre part une vérification immédiate montre que
P _E(®)
_ A g(p) 4 )
vers 1 quand p > +=, de sorte que la métrique (4.1) tend
vers la forme c2dt? - dx? dans les mémes conditions, Il en
résulte que c s'identifie encore 3 la vitesse de la lumidre.
Soit Py le potentiel &lectrique. Dans le cas actuel ol le
champ est 3 symétrie sphérique, nous avons

le ravport , donc aussi le rapport Eéﬁl’ tend

Po1 =-c¢c+—

et comparant d 1'équation (3.12), qui s'écrit
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d A 1
Pop =-c¢ —a—p—[tcz —Q—J ,

nous obtenons

N/ )1
Pg = +|c? /22| —
o [C k jg(p)

»

ou encore s
o st /L s 22
ko p
avec lim €(p) = 0. Or, pour des distances p suffisamment
Q++co

grandes, Py doit &tre approximé@ par le potentiel de Coulomb

e . c e . - P "
5 3 des infiniments petits prads d'ordre supérieur a I, et

cela nous donne la possibilité de déterminer d"abord la
constante Ajp, :

2
2 JfAy ke
i"c E———-e’ A2=ET= \)2’

et ensuite une nouvelle expression, plus exacte que 1'ex-
pression classique, du potentiel €lectrique, 3 savoir

=3
Py = —ee .
0= 2™

En ce qui concerne la détermination de la constante
A, onzremag ue que le dernmier terme dans 1l'expression de
(E@®}? = ¢ ?g'(p))z,
2 _ 2A1c2 ‘Azcz
glp)  (gl)j2

L. 2
est négligeable devant ﬁ%g) pour des grandes valeurs de

g(p), donc aussi pour des grandes valeurs de p, de sorte
que 1'approximation newtonienne s'obtient en posant Ay = 0,
c'est-a-dire en négligeant complétement la charge &lectri-
que, ce qui denne 3 nouveau
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En définitive la fonction g = g(p) s'obtient au
moyen de 1l'@quation .

27 -
(4.2) ag + J@Z - 2ug + v + uLog[g -+ /;5 - 2ug + v°j =p

et ensuite la fonction f = f(p) et le potentiel &lectrique
Py = P(p) sont donnés par les formules

2u Vi Py = B
O R EOI Ty
La constante ag qui intervient dans (4.2) est un nouveau
param@tre inconnu 3 la théorie classique, un paFagetrg )
caché, dont la dé8termination mnécessite une condition ini-
tiale, 3 savoir la valeur du rayon de courbure g(p) sur la
sphére limitant la matiére.

Prenant en considération 1'identité

S -
gZ - 2ug + V2 = (g - Ukz + vl “'uz = (g - U)Z + EU(EZ - &mz),

nous &oyons que le comportement de la solution obtenue au

. _k 2
voisinage du centre .dépend du signe de vZ2 — 12 = EE(QZ - km#*)

a) Considérons en premier lieu une source faiblement char-
gée, c'est-a~dire telle que |e| < mvk, La fonction g = g(p)
) . N ; . 2 .2

satisfait alors 3 la condition g = u + Yu v

nimum p + Yp? - v2

et son mi-
s'obtient pour la valeur

pg = ap + ulog Yu?2 - v de p (cf. Figure 2)., Elle est défi*
nie et ind&finiment dérivable sur la demi-droite (DO;*“{,
mais, si p) désigne toujours le rayon de la sphére limitint
la matidre, seule sa restriction 3 la demi—droite,(91,+mt

a une signification physique. Bien entendu on a toujours
1'inégalité stricte p; > pg méme si pg > 0, en vertu
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de 1’annulation de £(pg) = ¢ g'(pg), c'est-3~dire en ver—
tu de la dégénérescence de la métrique pour g = og.

-
el = mv¥k,

b) Considérons en deuxiZme lieu le cas oi ]
rablement,

L'équation (4.2) se simplifie alors consid

l

G0t g Ut uLog(2(g = W) = p,

et montre que ¢ * -® lorsque g -+ y, pour toute valeur de
ag. Par conséquent la fonction g = g{p) n'atteint pas sa
borne inférieure u., Elle est définie et indéfiniment d&-

rivable sur toute la droite [~ +»{, mals seule sa restric—

tion 34 la demi-droite (Q1,+w{ est physiquement wvalable,

~(cf. Figure 3).

c¢) Considérons en troisidme lieu une source fortement
chargée, c'est-3-dire telle que |e| > mYk, ce qui
entraine ~

g2 - 2ug + vZ >0 et g - Hu +¢/g2,~ Zug + NN

quelle que soit la valeur de g. Alors (4.2) n'impose plus
une borne inférieure strictement positive 3 la fonction

g(p) qui s'annule pour la valeur

pg = ag + {v| + uLog(|v] - )

de p et se trouve ainsi définie sur la demi-droite

po,+w(. Or, bien que la valeur pqg soit indispensable
pour la dé&termination de la solution, la fonction g(p)
doit &tre considérée, du point de vue mathématique, uni=-
quement sur. la demi-droite ouverte }pa,+w(, car sa déri-
vée

' - _ _2u v2 /«g(o))z - 2ug(p) + v?
g (o) /l EEORREONE , g(p)

i

]

donc aussi la fonction £(p) c g'(p), devient infinie
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pour ¢ = pg. Bien entendu, le domaine de validité physi-
que de g(p) est encore plus restreint puisque le rayon

p1 de la sph&re limitant la matidre est toujours stricte-
ment supérieur 3 pg méme si pg > 0. En effet, toute
fonction g(p) valable pour notre métrique s'annule uni-
quement pour la valeur p = 0 qui intervient dans la so—
lution 3 1l'intérieur de la matidre.

Dans les cas précédemment &tudiés ol |e| < w/k, 1a
dérivée de g'(p) est strictement croissante sur tout le
domaine de définition de g(p). Il n'en est plus de méme
dans le cas actuel. D'aprés (3.11), nous avons

VZ
tg(p) 3’

donc il existe une valeur umique pz > pgp telle que
g'"(p2) = 0, c'est-3~dire telle que

2 e?

(02) = - = =
gip2 m —

1" S
g'(p) = (g(p)}z

La dérivée g'(p) est strictement décroissante sur
1'intervalle jpq,p } et strictement croissante sur la
demi~-droite p2,+w? (cf. Figure 4). Par conséquent la
fonction g(p) présente une inflexion pour p = py et la
valeur

kmz
f(p2) =c/f1l - v

est le minimum de £(p) = c g'(p).

Les sources fortement chargées au sens de notre
terminologie trouvent leur réalisation physique dans le
monde des particules, de sorte que 1'&tude de la fonctionm
g{p) pourrait &tre intéressante pour la microphysique. En
particulier plus la masse m est faible, plus la réalisation

de la valeur %Ez de g(p) 3 l'extérieur de la particule char-

gée est probable. C'est notamment le cas de 1'électrom
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pour lequel

. 2 -
lel & 5,02 x 102! et & = 2.75 x 10 13,

mvk

En ce qui concerne le proton, on a
| , 2 - .
lel . 1.1 x 10°8 et %:—2-: 1.5 x 10716 cn.
m/E E

Tous les noyaux d'atomes sont fortement chargés, mais on
ne peut leur appliquer la théorie préc&dente qu'id titre
d'approximation, car leurs champs s'écartent de la symé-
trie sphfriqgue & laquelle se rattachent tous nos résultats.

5. Solutions avec A 0

En prenant toujours la distance au centre comme
paramdtre, ce qul revient 3 poser partout % = 1, nous
allons int8grer 1'équation différentielle g' = YQ(g) avec

N . A . .
constante cosmclogique A = = 3 non nulie mais de valeur

trés faible. Alors les approximations d&ji utilisées afin
de déterminer les constantes c, Aj, A; seront valables
pour des distances p pour lesquelles 1'influence de la
constante cosmologique est n&gligeable. Par conséquent
¢ est encore la vitesse de la lumidre, et l'on a aussi

km 2 ke? e
Ay = £ = \) = = -
R e PTGy
de sorte que
2u v2

(g) =1 —- ==+ = + ) .
Q(g g 32 g

I1 convient de noter qu'il existe maintenant des solu-
tions dans 1'espace vide, c'est-3-dire avec u = v = 0,
donnant lieu & des métriques non pseudo-euclidiennes dont
la nature dépend du signe de A, Leur détermination est
d'ailleurs immédiate.
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a) Si uy=v=0et XA <@, on trouve

- ]
g(0) =/~ % sin(e/ M), 0 <o <% -7 )

donc aussi

£(p) = cg'(p) = c cos(p/~X) .

La métrique spatio—temporelle correspondante dégénére sur

la sphére Ix‘ - L et sa validité se limite aimsi &

A
la boule Ix‘ < —-/ 5 . Classiquement la solution dans

l'espace vide avec A = =31 > 0, appelée métrique de
De Sitter, comporte deux singularités et est considérée
comme compatible avec un espace sphérique. Nous voyons
maintenant que 1'introduction de la distance au centre
comme paramétre prouve simplement que la métrique n'est
pas valable sur tout 1'espace &%, supposé vide de matidre.
Nous pensons que la dé&générescence sur la sphére

NV , ‘
=3 T
tiére et d'impulsion—-énergie, c'est-3-dire que la métrique
obtenue est dépourvue de signification physique.

|x| n'est pas compatible avec 1'absence de ma-

0 et X > 0, on obtient la solution

b) Si H=v=
g(p) =/%_ sh(p/%) = %/J};(epﬁ _ oYy
f(p) = ¢ ch(p/X) = %(30/7 + e“p/is

qui est universellement valable. Notons que les fonctions

£(p) et §éﬂl’ qui définissent la métrique (4.1), dépendent

maintenant analytiquement de p? = x% + x% + x%, de sorte

qu'elles sont ind&finiment dérivables méme 3 1l'origine par
rapport aux coordonnées x1, X7, X3. D'autre part f(p) et
g(p) croissent plus vite que toute puissance positive de p
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lorsque p + +, donc 1a métrique spatio-temporelle qui-
leur est assocife s'&carte de plus en plus de la métrique
pseudo-euclidienne de Minkowski au fur et i mesure qu'on
s'éloigne du centre. Un tel comportement n'est pas inad-
missible et le seul probl&me qui se pose est de savoir
s'il est compatible avec 1'absence totale de matidre et
d'impulsion—énergie.

Venons maintenant;éu cas géndral o u > 0, v ¥+ 0,
X #F 0. V : '

Si 1'on suppose X < 0, il existe deux valeurs
@ =0 et 8> o telles que Q(g) > 0 pour tout g E}aas{ et
Q{g) < 0 pour tout g €}B,+={. Nous sommes donc en présence

T
du méme phénoméne mathématique que dans le cas o u = v = 0,
s

La métrique résultant de 1'int&gration dégéndre sur la
sphére |x| = 8. De plus elle n'est pas définissable pour

g & B. Il ne semble donc pas possible de lui attribuer une
signification physique. Aussi allons-nous nous limiter au
cas ot A > 0.

Ceci dit, considérons la fonction

J(g) = g%Q(8) = Ag" + g2 -~ 2ug + v2 = Agh + (g = W2 + V2,
qui est strictement convexe et s'annule en conséquence
pour deux valeurs réelles de g au plus. Puisque

J'(0) = -2p <0, J'(w) = 4xd > q,

elle posséde un minimum absolu se réalisant pour une va-
leur g3 de 1l'intervalle }O,u), de sorte qu'il convient de
distinguer trois cas suivant que J(g1) <0 ouJd(gy) =0
ou J(g1) > 0. : '

a) Si J(g;) < 0, la fonction J(g) s'annule pour une .valeur
0 > g1 et reste constamment positive sur la demi-droite
go,+wt. L'8quation différentielle g' = /Q(g) s'intégre

alors sous la forme

_- 31 2 . __«'f “

g ~ :
Oo"'( de_s g =g,
éo vQ(u)

et fait ainsi apparaftre le nouveau paramétre pg. A chaque
valeur de pg correspond une fonction g = g(p) bien déter-
minée, définie et indéfiniment dérivable pour p E(pg,+w(.
Mais la demi~droite de sa validit& physique est plus res-
treinte. En effet, le rayon p; de la sphére limitant la
matiére est toujours strictement supérieur 3 pp, méme si
po > 0, car l'annulation de f(p) = c/Q(g (o) }pour p = 0
denne lieu 3 une dégénérescence de la métrique. Le com—
portement de la solution au voisinage du centre est donc
le méme que dans le cas ol A =-0 avec {e! < mw/k.

b) Si J(gy) = 0, la fonction J(g) est strictement positive
sur la demi-droite )gl,fw[, mais 1'int8grale

,fg_iu___
o 817w ,
n'est plus convergente car g1 est une racine double de

J(g). Par cons&quent nous devons choisir une valeur

80 > g1 et considérer le résultat de 1'intégration sous
la forme

g
pg * J du =0 .

80vQ(u)
La solution se comporte au voisinage du centre tout comme
celle déja obtenue pour A = 0 avec {e{ = m/k.

c) Si J(g1) > 0, la fonction J(g) est partout strictement
positive et nous pouvons en conséquence intégrer dans la

demi-droite (O,+w(,
g
po+f__g.t_l__=p,.
0 vQ(w)

L3 €ncore on constate que la solution g(p) se comporte-au
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voisinage du centre comme celle d&ji obtenherpour A ¢
dans le cas oii |e| > myk. ~

En conclusion, les solutioms avec constante cosmo-
logique ne nous donnent rien de nouveau aux petites dis-—
tances de la source. Par contre leur comportement est
radicalement différent pour les grandes valeurs de g,

Nous savons d&ja g ue9 si A = 0, les fonctions

- g(p)

. et £(p) = ¢ g'(p)

convergent respectivement vers | et ¢ lorsque p » +=, de
sorte que la métrique spatio- temnorelle (4.1) tend vers

la forme pseudo—euclidienne c?dt? — dx°. Or dans le cas

actuel ot A > 0, on voit par um calcul facile que, pour

,tout entier positif n, le rapport

g(p)
n
P
tend vers +« lorsque p =+ +», et il en est de méme du rap-
ort ‘
P £(0)
n
P

pulsque
= c o - v2 2

Considérons, pour fixer les id8es, une source nom chargée,
donc telle que v = 0. Il ne s'agit pas d'une restriction
véritable, car l'influence de la charge &lectrique ast

tout d fait négligeable d&ja 3 des petites distances. Alors
la fonction

2
Qg) =1 - gﬁ + Ag?

s'annule pour une valeur positive g = 2u; < 2u et présente
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une inflexion pour g =

3 ) '35 .
EB avec Q(/-—E = 1, donc dé-

signant par L 0y la valeur unlque de p pour laquelle

g(OA) /[—— , nous voyons que le graphe de g(p) posséde

une tangente paralléle 3 la premi8re bissectrice pour
p=py (cf. Figure 5), ce qui entraine f(px) = ¢ g'(pk) = c.

En consé&quence notre métrique se rapproche de la métrique
pseudo~euclidienne de Minkowski pour des distances de
1'ordre de grandeur de Py mais pour des distances d'ordre

de grandeur plus &levé, elle s'en &carte de plus en plus
vite. Bien qu'un tel comportement semble paradoxal Z pre-
mi&re vue, la métrique n'est pas dépourvue d'intérdt,
puisque rien ne prouve i priori que le caractdre pseudo-
euclidien doit devenir de plus en plus marqué lorsque la
distance croit au del3 de 1'ordre de grandeur des valeurs
pour lesquelles il se trouve d&j3 approximativement réa-
lisé.

‘Dans un travail antérieur(s), nous avons souligné
la possibilité de déduire de la solutiom obtenue pour
A > 0 une formule rendant compte du décalage vers ie
rouge du spectre d'une source lointaine, assimilée en
premi@re approximation & une distribution 3 symétrie
sphérique de matidre de rayon p1. En effet, un rayonnement
monochromatique, &mis de la surface de la source avec une
longueur d'onde L, sera regu 2 une distance p > p; avec
une longueur d'onde L + AL telle que

L+ AL _ f(p)

L ~ £(p1)
d'oll la formule du décalage spectral vers le rouge
£(p)
z==14%
f£(p1)

qui s'@crit encore

-~ 315 =



en omettant les termes négligeables A{g(p)) )2 et 0%2) 0
‘ &

Puisque A > 0, z .augmente indéfiniment, mais non
gairement, avec la distance p, de sorte que la formule
5.1) nous permet de rendre compte du décalage sans faire
gpel 5 des théories d'expansion ou & d'autres hypothéses
{(°y. D'autre part, pu1gqum,z dépend non seulement de p et
A, mais aussi de 01 et U, ainzsi gque du nouveau paramétre
0p, la formule est compatible avec 1'existence de d8cala-
ces spectraur différents pour des sources se Lrouvant &
la méme distance de 1l'observateur. Notons aussi que, pour
des distances relativement petites pour lesquelles 1'in-
fluence de * est ndgligeable, la contribution du nouveau

paramétre 0o au décalage peut &tre appréciable, car, pour

une valeur domnnée de 01, g(p1) diminue lorsgue pg augmente.

Pour des valeurs de 0 d ordre de grandeur trés
Elevé, 1 sera négligeable devant /X g{(n), et nous pourrons
alors utiliser la formule _ 1

{

'5'
| 2y E
-2 T
= L g(ol)} 2(p)

qul donne des décalages spectraux beaucoup plus forts que
ceux prévus par la loi de Hubble aux trés grandes distan-
ces.

La valeur de la constante A est inconnue et toute
tentative d'é&valuation de son ordre de grandeur ne peut
s'appuyer que sur des hypoth&ses incertaines. Supposons,
L
c2 e(py)
solent suffisamment petites de facon &- &tre autorisé i
utiliser la solution obtenue pour u = v = 0, 3 savoir

pour fixer les idées, que les valeurs de U o=
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l,

- —

2
g(p) = A sh(pV}), £(p) = ¢ ch(p¥2), ce qui implique
en particulier

ch(p’})
ch(p;v})

z = ~] + ou encore z = -1 + ch(p¥d),

étant donné que ch(p;7/X) = 1. Prenons z = 0.02. Alors 1'é-
quation ch(p¥Xx) = 1 + z = 1.02 donne pYA = 0.2, de sorte
0.2
0
l'on connaissait la distance p correspondant au décalage
= 0.02. Admettons que p est de 1'ordre de grandeur
donné par la relation de Hubble p = %5 . Cette hypothése
est fondee uniquement sur le fait que 1'ordre de grandeur
de z = 0.02 est relativement faible de sorte que l'effet
de la non linéarité d01t étre négligeable. D'ailleurs,
elle n'est destinfe qu'd donner un résultat purement indi-
catif faute de tout autre moyen de calcul. Ceci dit,
étant donn? que l'estimation de H wvarie entre
km - = -
50 M;EC =-% X 10 17sec ! t 120 kmMsic : =~% x 10 17sec
nous obtenons des valeurs de p entre 1.5 x 10°°cm et

que l'on obtiendrait une estimation de A

i

, si

3.6 x 10 6cm, et puisque

0.2 2 - -
— = 0.3 x 10 54cm 2,

0.2 12 _
—= | ~ 177 x 10 =54 =2
1.5 x 10

il en résulte pour A une valeur de 1'ordre de IO“S4 m-2

Compte tenu des hypothdses faites, il s 'agit évidemment
13 d'une &valuation assez 1ncerta1ne.
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6. Mouvement d4'une particule de masse non nulle dans le
champ extérieur

Nous nous proposons maintenant d'8tudier le mouve-
ment d'une particule dans le champ que nous avons déter—
minéd en prenant la distance au centre comme paramétire.
Lfutilisation des coordonnees p, ¢, 8, c'est—3-dire de
la métrique ‘

(6.1) ds? = £24t? - (dp? + g?dw?

N

ost Bvidemment autorisée dans ce cas et conduit facile-
ment au moven de calculs de routine aux intégrales pre-

‘migres des Bquations différentielles du mouvement. On
.constate d'abord gue la particule se déplace dans un

plan passant par l'origine, lequel peut &tre choisi

. b
comme plan x3 = 0, ce qui donne la valeur constante § = 5
sur l'orbite. On obtient ensuite les deux autres inté-

grales premi3res, & savoir d'ume part la Lot de la vitesse
angulaire, qui remplace la loi classique des aires,

2 d¢
ds

d'autre part L'intégrale de 1'énergie

= ¢ = Cte,

mlcf2 EE +~—é— = Eg = Cte,
qui s'écrit encore
dt  eje
me’Q(e)gs + == = Eo »

en désignant par m; et ej respectlvement la masse et la
charge de la partlcule.

Soient p = p(t) et ¢ = ¢(t) les deux fonctions du
temps qul définissent le mouvement de la particule dans
le plan 6 =~g , et posons G = G(t) = g(p(t)), ce qui donne
G' = G'(t) = g"(p)p'(t) = ( YQ[glp(t))Dp'(t), donc aussi

- 318 -

pt = &' avee G = G(t).
vQ(G)

Nous allons montrer que la fenction G se détermine par
des quadratures indépendamment de la forme de glp).

En vertu de la loi de la vitesse angulaire, (6.1) s'Ecrit

2
. €
ds? = £2dr2 - dp2 - g2d¢? = ¢2Q(g)dt? - dp? - — ds?

>

d’oii ) )
E7 1402 = o2 2 G 2 .
{1 + Gz]ds ¢ Q(G)dtl O] dt 0
donc aussi
2
£
dt 1+ &
ds G'2
G
et 1'intégrale de 1'énergie domne
- El8
- cQ(G) 1 EomTg
(6.2) -
/2 gtz mec | )
c“Q(G) ~ = + =
MO - 5@ 2
ce qui entraine en particulier
Eg - eée > Q.

Désignant par H(G) le deuxiZme membre de (6.2) et résol-
vant par rapport 3 G'?, on obtient

12 Q(G) 2 . Yo
G LH(G) — ((5(®) Q(G); )
d'odl la condition (H(G)) - 0(G) =2 0, qui s'écrit expli-

citement

2\
EO >E—(1§— + mlc%/ {1 %2- ()(G)
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qui permet de d8terminer les intervalles décrits par
valeurs admissibles de G. Pour chacun de ces inter—
la détermination de G = G(t) se fait par des

2
atures movennant les 8quations différentielles

4G . eQ(®)

o T HG

(6.3 Pl

/@)% - o
qui ne dépendent pas de:la forme de g{p).

La d8termination de la fonction o{t) est maintenant lmmé-

diate. Si 1'con néglige la constante cosmologique, il suf-
fit de remplacer, dans le premier mewbre de (4.2), g par
G(t), ce qui donne

(6.4) o) = ag + /()2 = 2u6(E) + v

+ plog(G(r) = u + Y(6(E))?% - 2uG(r) + v?) .

Si 1l'on veut tenir compte du cas général ol A > 0, on
utilisera 17&quation d&j3 obtenue

Jg du -

po + —_— = P s

- vQ(w)

ce qui donnera g0 G(t)

(6.5) p(t) = po + _du_ .
V0 (u)

En ce qui concerne la fonction ¢(t), on 1'obtient au
moyen de la loi de la vitesse angulaire, qui s'écrit
i nant
maintenan ) c'2
cnN(G) -

(6.6) 3¢ - = _ds _ e aG) _ c0(G)

E
. E
dt G2 dt G2 |+ E2 G —
G2 HG) /1 + o

en vertu de (6.2). Il en résulte
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[t
(L) = ce J

t

Q(Q(u)}du

+ Cte .
. G(u)H(G(u)) /GS(U))z + g2

Bien entendu, si € = 0, ¢(t) se réduit 3 une constante
{(mouvement radial).

La formule générale (6.5), donc aussi, en particulier,
la formule (6.4), appelle une remarque essentielle.

Pour des constantes fixées &, Eg, et des fonctions fixé&es
G(t), ¢(t), on n'obtient pas un seul mouvement, mais un
ensemble de mouvements possibles associés aux différents
Etats statiques obtenus pour les diverses valeurs du "
nouveau paramétre pg. Considérant deux valeurs pg et pg
de ce paramétre et les deux mouvements correspondgnts,
définis respectiyement par 1esmfonctions p(t) et o(t),

on a évidemment p{(t) = o(t) = pg - pg, de sorte que cha—
cun d'eux résulte de l'autre par un déplacement radial
constant. Il est cependant sfir qu'une telle distinction
nette entre les deux mouvements ne doit pas se produire

2 des grandes distances de la source. Cela prouve dé&ji
que le choix de la distance au centre comme paramdtre

ne condult pas i une image parfaite du champ gravitation-
nel. :

REMARQUE. Si € # 0, c'est~3~dire si le mouvement n'est
pas radial, divisant (6.3) et (6.6), on obtient 1'8qua-
tion différentielle
(Eo - ele}z
dG G 2 2 2
te = = G/l | 62 - (62 + ¢ d
qui permet d'exprimer ¢ en fonction de G et réciproque-

ment. Elle convient donc 3 la détermination de l'orbite
en tant que courbe géométrique.
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7. Mouvement d'une particule de masse nulle 3 1'extérieu

de la source

Puisgque leg fonctions définissant le mouvement sa=-
tisfont maintenant & la condition ds? = 0, nous Bcrivons
les eqaatlojs du mouvement sous leur forme générale

dzu . y i du duk = a(v) du*
dv? “ "3k dv dv b dv i

en introduisant un paramétre auxiliaire v ¥ s. On cous-—

tate ensuite que 1'cn peut choisir les coordonndes b,

0 de facon que lion ait 6 =
sorte que

(7.1) ds? = £2dt? - dp? ~ g2de? = c2Q(g)dt? ~ dp? - g2de?
En ce qui concerne la détermination des fonctions p(t) et
$(t) qui dé&finissent le mouvement de la DarticulD dans

sur la trajectoire, de

b =

ie plan 8 =~§, on distingue deux cas.

REMIER CAS. Le mouvement est radial, c'est-Z-dire que la
onction ¢(t) se r&duit I une constante. Alors nous obte-
nons 0(t) par des quadratures em intégrant 1'équation

~—~7§3.- = + ¢ dt .
/Q(2(p))

DEUXIEME CAS. Le mouvement n'est pas radial. Alors on
peut choisir le paramétre auxiliaire de facon que

gd$ = dv, ce qui permet de conduire facilement les
calculs pour aboutir & 1'intdgrale premidre

cQ(G)

/<o - G)

en désignant par a une longueur constante et par G la
fonction G(t) g(p(t)). I1 en résulte

¢'2 = CZ{Q«;))Z(x - Ma'2”<cl}

G2
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o

d'oli la condition

Insuite, tenant compte de {7.1), on trouve l'&quation
7 ~
d.“ _7\ P . G?‘; hgﬂg\f - .
<7t3‘} ‘:‘E)‘ = % ";'/QZQ<G) Rl el *"'““;rz“"j‘ , b = G(’i}g
at x Q(‘) L
QUi ¢{t) par une iom.
Finalement pour obtenir la fonctionm p{t), on n'a qu’a
remplacer, dans 1'8quation {4.2) ou dans 1'équation
plus générale
du
op + —— Y 5
vQ(u)
&0
g par G(t), ce qui donne (t)
du
p(t) = pp + | —_—
20 YQ(u)

Nous voyons encore que, pour une constante a fixée et

des fonctions G(t), 9(t) fixées, nous avons une infinitd
de mouvements possibles associés aux diverses valeurs de
00, c'est-a~dire aux divers &tats du champ gravitationnel.
En comparant deux quelconques de ces mouvements, on cons-—
tate que chacun d'eux résulte de 1'autre par un déplace-
ment radial constant.

Notons encore que, en divisant (7.2) et (7.3), nous obte-
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nons 1l'équaticn différentielle

/ 5
e = ain
w6/ e

qui permet d'exprimer ¢ en fonction de G et réciproque-
ment. Elle peut &tre utilisée pour le calcul de la dé&-
viation des rayons lumineux.

11 serait intéressant de détailler les calculs EaQulSSPS
récédemment @onv obtenir des renseignements précis sur
e mouvement de icule, mais 31 s'agit 13 d%un

e e

u
travail qui Qw;u e'cad -2 du présent article. D'ail-
leuyrs 1'Ztude com du probléme ne peut 8tre abordée
ue dang le cadre aes &tats non statiomnaires du champ
ravitationnel.

e ]
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