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Résumé : Aprés avoir souligné qu'd l'é-
quilibre thermique, la température n'est que le moyen
de repérer 1'état d'un systéme, l'énergie thermique
moyenne par particule est prise comme variable statis-
tique.

La probabilité de trouver l'énergie d'une
particule dans le voisinage d'une énergie donnée est
ensuite déterminée non plus d un instant donné mais
dans le temps. Cette probabilité est déterminée de tel-
le maniére qu'aprés un échange d'énergie entre deux
particules la somme de leurs énergies reste la méme
qu'’avant.
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1. INTRODUCTION.

‘ Inscrit dans le cadre des séminaires de la fon-
dat%op Louis de Broglie, le travail que j'ai le
plaisir de vous présenter, a pour but d'essayer de
r?gdre sensible le rdle primordial de la chaleur dans
1'étude statistique des phénoménes. J'en suis d'autant
plug content car si j'ai déji publié une &tude mathé-
matique relativement compléte du probléme statisti-
que gl), il y a bien des aspects physiques importants
que je n'ai pas encore eu 1'occasion d'aborder. Le

- Premier aspect auquel nous nous trouvons confronté

est 1i€ 3 ce que recouvrent les mots méme de tempéra-
ture et de chaleur.

Avant de reprendre cet aspect en physique faisons
le dan§ notre vécu journalier. Le mot température a
une origine commune avec le mot tempérament, ils sont
liés tous les deux 3 notre expérience du froid et du
chaud. Ce vécu nous fagonne fortement comme nous
pouvons le retrouver au travers des expressions tempée-
rament froid et tempérament chaud. Le vécu se retrouve
encore sous l'angle linguistique dans 1'accueil cha-
leureux que nous réservons d 1l'ami tandis qu'au Kerala

Pays du sud de 1'Inde il sera froid du fait de 1'ardeur
du soleil.

Ces quelques touches d'ordre philologique devraient

ous permettre me semble-t-il de nous convaincre de
deux‘choses : d'une part 1la proximité des deux mots
tempgrature et chaleur, d'autre part de la charge af-
fective dont ils sont porteurs. Je ne sais pas si
vous partagerez mon point de vue mais personnellement
Je crois qu'il faut voir 13 une part des difficultés
que nous rencontrons dans notre capacité d'appréhen-
def_en physique les notions de Cempérature et chaleur
qu il nous faut maintenant aborder.
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2. TEMPERATURE ET CHALEUR EN PHYSIQUE.

Lorsque nous chauffons un corps nous savons que
ses propriétés évoluent. A 1'opposé si nous consta-
tons qu'aucune. de ses propriétés n'évoluent nous
dirons qu'il est en équilibre thermique. A partir de
13 si deux corps mis en contact thermique ne voient
aucune de leurs propriétés &évoluer nous dirons qu'ils
sont & une méme température. Ensuite la nécessité de
pouvoir décrire facilement les phénoménes conduit 3
construire un systéme dont nous pourrons suivre aisé-
ment 1'une de ses propriétés. Ce systéme nous 1'ap-
pellerons thermométre et ses divers état d'équilibre
représenterons les diverses températures. Sous cet
angle la température est en quelque sorte un langage.
Lorsque nous chauffons un corps ou bien lorsque
nous le refroidissons nous savons que nous lui four-
nissons ou lui retirons une certaine quantité de cha-
leur. Cette quantité de chaleur n'est autre que de
1'énergie que nous appelons thermique pour la distin-
guer des autres formes d'énergie.

Or, c'est cette énergie thermique qui détermine
les propriétés du corps et non pas sa température
méme si connaissant sa température nous savons quel
est son état. Pour mieux nous en convaincre considé-
rons quelques cas particuliers. D'abord celui du gaz
parfait qui du point de vue expérimental représente
l'état des gaz monoatomiques lorsque leur pression
tend vers zéro. L'énergie moyenne U par atome est
alors 3/2 kT (k constante de Boltzmann).

Or, dans le cas des solides pour une méme tempé-

rature, 1'énergie regue est trds différente. Aux basses
températures nous savons que la capacité calorifique
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tend vers zéro comme T ou comme T donc 1'énergie

moyenne U tend vers zéro comme T2 ou TA. A 1'opposé,
aux températures élevées, la loi de Dulong et Petit
nous apprend que la capacité calorifique par atome
tend vers 3 k donc 1'énergie varie en premidre appro-
ximation comme 3 kT.

Supposons que le phénoméne.étudié dépende de la
probabilité qu’'a un atome de posséder une énergie
voisine d'une énergie donnée. Nous voyons sur les
exemples du gaz et du solide 1'importance qu'il y a
a etudier cette probabilité en fonction de 1'énergie
moyenne U plutdt que de la température T quitte a
remplacer ensuite U par sa fonction de T. Comme nous
le verrons c'est le cas du paramagnétisme et des semi-
conducteurs. Prenons encore un dernier exemple, consi-
dérons un solide constitué d'au moins deux espéces
d'atomes, ClNa notre sel par exemple, il n'y a aucune
raison pour que ces deux types d'atomes se partagent
1'énergie moyenne du corps de maniére égale. L'étude
des chaleurs spécifiques montre largement ce point.
Par définition méme, pour les différents atomes la
température est la méme. Or si le phénoméne &trudié
dépend d'un seul des atomes &tudié, comme c'est le cas
d'un certain nombre de corps paramagnétiques, nous
avons la une autre maniére de nous rendre compte de
1'importance de la variable U par rapport i T.

Aprés ces quelques exemples voyons maintenant
comment se résoud le probléme statistique.

3. ANALYSE DU PROBLEME STATISTIQUE.

Considérons un ensemble de N particules que nous
supposerons toutes identiques. En général, je me réfé-
rerai aux atomes d'un gaz ou d'un solide. Le probléme
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statistique est de déterminer la probabilité qu'a une
particule de posséder une énergie donnée. C'est, comme
nous venons de le souligner, cette probabilité qui
conditionne les propriétés de 1'ensemble. Cette proba-
bilité dépend .de la valeur moyenne U par particule de
l'énergie de 1'ensemble. Elle n'est autre que la den-
sité@ d'état que nous appellerons D(E,U). Il peut vous
sembler qu'il n'y a rien 13 de nouveau et dans une
certaine mesure vous aurez raison. Schrddinger com-
mence son exposé (2) sur la question en ces termes =
"There is, essentially, only one problem on statisti-
cal thermodynamics : the distribution of a given
amount of energy E over N identical systems"*.

Pour satisfaire a cette donnée du probléme, il
faut imposer 3 la distribution ND(E,U) de redonner
sur 1'ensemble des états d'énergie la valeur moyenne
NU, ce qui en langage mathématique s'écrit :

j: ED(E,U) dE = U

Cette relation est une normalisation en énergie. C'est
une propriété physique du systdme &tudié évidente qui
est toujours respectée (2 3 6). Notoms toutefois que
le r6le fondamental attribué A la température absolue,
conduit lors du passage de U & T 3 des difficultés,

en particulier en physique des solides. Nous revien-—
drons sur cette question lorsque nous aurons déter-—
miné D(E,U), a la fin de la deuxidme partie.

Ceci dit, il nous faut maintenant aborder une
difficulté liée a la valeur moyenne U qui ne semble
pas avoir Eté cernée jusqu'ici.

* "I1 y a, essentiellement, un seul probléme en ther-
modynamique statistique : la répartition d'une quanti-
té E d'énergie donnée parmi N systémes identiques"

(E représente ici NU).



3.1 - La dépendance des probabilités.

L'existence d'une valeur moyenne de 1'énergie
résulte d'une conservation de celle-ci non seulement
3 1'échelle macroscopique mais également d 1'échelle
microscopique. En effet, dans la succession des échan-
ges d'énergie, qui ont; lieu essentiellement par inter-
action entre deux particules, la variation d'énergie
d'une particule dans un sens est compensée par umne
variation en sens inverse de 1'énergie d'une autre
particule. Il y a 13 une propriété physique qui intro-
duit une dépendance entre les diverses probabilités.
Or c'est dans une situation toute différente dans
laquelle se placent les études statistiques qui sup-
pose 4 ma connaissance, soit 1'indépendance des pro-
babilités, soit qu'il est possible de négliger leur
dépéndance.

Au début de son chapitre sur la méthode de la
valeur moyenne Schrodinger (2) souligne bien ce pro-
bléme mais il ajoute aussitdt qu'il y a 13 une réelle
difficult@ qui ne sera pas résolue.

La solution que je propose est obtenue en &tu-
diant le probléme non pas 3 un instant donné comme
cela est toujours fait mais dans le temps. Nous
verrons que la probabilité qu'a une particule de pos-
séder une énergie dans le voisinage de largeur AE
d'une énergie donnée E, n'est pas directement 1ié &
son appartenance i l'ensemble total des N particules.
A 1'échelle du temps des particules seulement une
fraction V(E, AE) de N contribue 3 ce qu'il y ait
n(E,AE) particules dans le voisinage considéré. Il
est intuitif mais nous 1l'@tablirons que ce nombre
V(E,AE) agit comme pondérateur qui impose la valeur
moyenne U. Ce nombre nous le trouverons étre deux
fois celui des particules du voisinage de U sur une
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largeur AE soit V(E,AE) = 2n(U,AE), relation 4. Ainsi
les n(E,AE) particules considérées plus haut sont
tirées d'un ensemble de V(U,AE) particules dont 1'éner-
gie totale est v.U. Il en résulte que 1'écart en éner—
gie nE par rapport & nU est compensée par 1'énergie
restante dans les (v-n) particules. En terminant cette
présentation de la dépendance des probabilités dans
1'étude de la répartition de l'énergie d'un ensemble
de particules qui posséde une &nergie moyenne, je

suis heureux de remercier Monsieur Francis Fer qui

par ses critiques m'a aidé & mieux dégager cet aspect
du probléme.

Voyons maintenant ce qu'il nous faut retenir des
aspects mécaniques dans 1'étude statistique de la
répartition de l'énergie.

3.2 - Mécanique et statistique.

' Vous savez corme moi que l'étude statistique des
phénoménes physiques est née en particulier des tra-
vaux de Maxwell (7), Boltzmann (8), et Gibbs (9), dans
deuxiéme moitié du 19éme siécle. A cette époque la
mécanique gridce 3 ses nombreux succés régnait en
maltre sur la représentation des phénoménes. Par
ailleurs les travaux statistiques s'appuyaient sur
1'étude des gaz oili toute mesure nécessite une durée
qui est importante devant le temps qui sépare deux
chocs subis par un méme atome. Le gaz étant considére
3 un instant donné, il était donc important d'étudier
entre autres problémes si la moyenne des effets pro-
duits par chacun des atomes ou chacune des molécules
i cet instant donné &tait équivalente a la moyenne
de ceux observés au cours du temps ; probléme qui
reléve bien de la mécanique.
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Mais quittons 1'8tude des gaz, au moins pour un
instant, pour nous intéresser a celle des solides. A
l1'échelle d'une mesure, dans 1'étude du paramagnétisme
par exemple, les atomes sont stationnaires. Nous pou—
vons pressentir par 13 qu'il doit 8tre possible d'abor-
der le probléme statistique.en évitant de nous préoc-—
cuper de la position ocu de la vitesse des atomes pour
nous préoccuper uniquement de la répartition de 1'é-
nergie. C'est ce que je vous propose de faire en
gardant de la mécanique le fait que les atomes ou les
autres particules échangent de 1'énergie, sans nous
préoccuper de la maniére précise dont ils le font.

3.3 - Le découpage en énergie.

Comme nous 1'avons dit plus haut le probléme
statistique est de déterminer la probabilité qu'a une
particule de posséder une énergie donnée. En fait,

3 y bien réfléchir, formuler ainsi 1'analyse manque de
rigueur. I1 v a une difficulté qui vient de ce que
d'un cdté nous avons un ensemble de particules dont
nous pouvons supposer le nombre infini mais qui reste
ce qu'en mathématiques nous appelons un infini qui

a la puissance du dénombrable, et, de l'autre des
valeurs d'énergies qui varient de fagon continue. En
mathématiques nous parlons de la puissance du continu
c'est-id-dire un nombre de valeur trés supérieure au
nombre des.particules, si bien que la probabiliteé
d'observer une certaine valeur d'énergie est presque
partout nulle. En réalité ce qu'il nous faut déter-
miner c'est la probabilité d'avoir une particule dont
1'énergie est dans le voisinage d'une certaine valeur
d'énergie. Le voisinage est défini par la largeur AE
du segment considéré sur lequel il nous importe de
savoir combien de particules nous allons trouver.
Aussi pour compter les particules dans le voisinage

d'une &nergie donnée il nous faut diviser l'espace

des énergies possibles en une suite de segments dénom-

brables. Notons que si nous considérons des valeurs
; infinies d'énergie c'est-i-dire que si nous considé-
rons toutes les valeurs positives comme possibles il
nous faut &galement considérer que le nombre total
; des particules est infini car un nombre fini de parti-
| cules ne peut pas avoir de particules ayant une énergie
f infinie.

Nous pouvons alors diviser le demi axe des éner—
gies de la maniére suivante :

€. = € + AE. avec & =0
i o

i i-1
LT energle E caractéristique de ce segment n'a
pas besoin d' stré précisée autrement que par la double
1nega11te suivante :

€. L E..< g,
11 1 1
Cette inégalité est symbolisée sur la figure (1) ;
de cette manidre toute particule. appartient 3 un segment
et 3 un seul. Le probléme statistique devient alors de
déterminer combien de partlgules n. occupent le segment
i de largeur AEi et contenant 1' energle E..

€ €

i-1 ~ i
s L s
o 7 7 AE S/ E

H
a5y

Figure | - Le segment d'énergie i de largeur AE
tel que EI . < E < El Les coupures sur l'axe des
énergies rappellent que AE. est trés petit devant
1'échelle des énergies Lonéldérées.
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Il pourrait vous sembler qu'une telle division
est équivalente au procédé qui consiste 3 considérer
une suite de niveaux discrets E., auxquels sont asso-
ciés les n, correspondants. En Gpérant ainsi on attri-
bue A toutés les partlcules situées dans le voisinage
de El le niveau E,. Du- p01nt de vue de la description
en énergie du systéme teci est tout~a-fait acceptable,
et nous en faisons autant en attribuant 3 1'intervalle
i la densité D(E.) supposée constante. Du point de
vue des probabilités il y a un inconvénient car de la
sorte ce sont des probabilités pures c'est-i-dire des
nombres sans dimension sur lesquels nous sommes par
la suite conduits & travailler alors qu'il faut tra-
vailler sur des densités de probabilité. En partlcu—
lier si nous doublons la distance entre deux niveaux
successifs le nombre des n. correspondants doit étre
le double. Cela est clair én introduisant AE. car n,
doit 8tre proportionnel a AE., par contre, céla echép-
pe a l'analyse du probléme sI nous introduisons uni-
quement les niveaux E.. Si nous nous plagons 3 un
instant donné (au pardgraphe suivant nous verrons
comment nous situer dans un intervalle de temps plutdt
qu'a un 1nstant donné) le nombre n. est proportionnel
a AE et s'exprime ainsi :

n, = N D(Ei,U) AEi ; N

sur cette expression il apparalt clalrement que
D(E,,U) a les dimensions de 1'inverse d une énergie,
cette fonction est donc bien homogéne 3 une densité
de probabilité ou d'état.

Si la difficulté concernant le caractére de
densité d'état est généralement bien traitée (3 et 10)
ce n'est pas toujours le cas ; certains ouvrages
aboutissent pour n. d une expression du type suivant :

E.
n, = A exp - =
kT
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Dans cette expression A est un nombre pur, voir
par exemple Schrodinger (2) ou Bruhat (3). La propor-
tionalité 3 AE. n'existe pas et il n'y a pas 1la de
fonction qui sdit une densité d'état.

Avant d'aller plus loin il importe maintenant
d'étudier 1'appartenance d'un atome ou d'une particule
d un segment i. Si nous considérons les atomes d'un
gaz cela est relativement simple. Nous savons qu'entre
deux chocs 1'énergie d'un atome est constante ce qui
dure en moyenne le temps T qui sépare deux chocs. Si
la pression est trés faible il y a peu de chocs et T
est grand devant la durée du choc lui-méme. En négli-
geant ce dernier, nous avons une vue relativement
claire de l'appartenance d'un atome a un segment i.
Mais si le gaz est dense ou s'il s'agit d'un liquide
ou d'un solide il y a interaction continue et nous ne
pouvons plus nous appuyer sur la méme image pour décri-—
re 1'appartenance a un segment i. L'atome ou la parti-
cule en interaction avec ses Vvoisins change continuel-
lement d'énergie. Il n en reste pas moins que 1'atome
ou la particule met un certain temps T. & traverser
le segment i de largeur AE.. C'est aindi qu'il faut
concevoir 1'appartenance d une particule i un segment.
I1 est 3 noter que de cette manidre la définition de
l'appartenance i un segment englobe le temps de choc
entre deux atomes d'un gaz qui n'est qu'un cas parti-
culier d'interaction. En définissant 1 appartenance
d'une particule 3 un segment i nous venons de rencon-
trer la nécessité de le faire en parlant du temps.

Le moment est venu de mettre en relief 1'importance
du temps dans l'analyse du probléme statistique.

3.4 - Les aspects temporels et spatiaux.

La méthode pour déterminer la densité d'états

-

D(E,U) consiste 3 calculer de combien de manié&res
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différentes nous pouvons obtenir n, particules sur
le segment 1 puis de calculer la suite des n, la plus
probable. *

Jusqu'ici & ma connaissance le probléme a toujours
été étudié en se plagant 3 "un instant donné". Certes
il n'y a rien d'impossible i s'imaginer les particules
figées dans une sorte d'instantané pris 4 une vitesse
infinie. Mais une telle maniére de procéder s'écarte
trop de la réalité expérimentale pour @tre tout-a-fait
satisfaisante. En effet toute mesure physique que
nous essayons d'analyser par 1'intermédiaire de la
densité de probabilité D(E,U) est toujours effectuée
pendant une durée At. Or cette durée At est grande
devant le temps moyen T, d'appartenance de la par-
ticule au segment i quelnous avons défini au § 3.3.

Le probléme qui nous intéresse est donc de déterminer
le nombre n; des particules qui sont venues occuper
le segment 1 dans 1'intervalle de temps t et t + At.

Par rapport 3 "l'instant donné'" qui peut &tre
représenté par le temps T d'occupation du segment i

cela introduit pour les ng le rapport-ég ainsi 1'expres-—
sion (1) devient : ‘1
At
. = N . .
n, D(El,U) AEl — (2)
i
‘En plus de l'avantage de mieux situer le probléme
physique, cette maniére de procéder va nous aider 3
8viter une autre difficulté.

En effet, le calcul du nombre W, de maniéres dif-
férentes (appelées également complex%ons) d'obtenir
n, particules sur le segment i nécessite de connaitre
le nombre v, des particules qui ont permis aux parti-
cules n, d'Occuper le segment i. Nous savons que dans
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ce calcul les particules doivent étre considérces

comme indiscernables, car en &changeant le rGle de

deux d'entre elles les phénoménes restent les mémes.

Wi est alors le nombre de manilres différentes de

tirer les n. parmi les V.. En analyse combinatoire

il est donné par 1'expression suivante

‘ v, |

W, o= - ' (3)
(v.-n.) ! n.! '

i1 i

Nous retrouvons ici 1'expression classique de la sta-
tistique de Fermi-Dirac od v est remplacé par le
nombre des cellules g d'o Sont supposées &étre
tirées les n.. Il 1mporte toutefois de noter que méme
si le role des g. est voisin de celui des v;, la
conception du phé&noméne qui conduit & 1ntroéu1re les
V. est trés différente de celle qui conduit a intro-
dilire les g;-

‘Les g. décrivent 1'ensemble des &tats possibles
des Electrdns et ces états ne peuvent &tre occupés que
par un seul &lectron. Enfin les &tats en nombre g; non
occupés par 1'une des nl partlcules sont vides.

Par contre dans l1'&tude que je propose en toute
rigueur plusieurs atomes peuvent avoir méme énergie
bien que cette probabilité soit négligeable du fait
du caractdre dénombrable des particules et continu
des énergies. Par ailleurs chaque état des V. est
effectivement occupé par un.atome. Voyons malntenant
comment calculer ces nombres V.. Si nous considérons
les particules 3 un "instant dénné" il semble que les
n. sont tirés de l'ensemble total de N particules
ctest-a-dire que tous les v, sont 8gaux -a N.

Il y a 13 une erreur qui vient de ce que si
effectivement toute particule peut appartenir 3 un
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segment donné, ceci nécessite un temps infini. Or ce
qui fait qu'il y a n, particules sur le segment i c'est
bien la succession des échanges d'énergie. Or la consi-
dération de ces échanges va nous montrer que V, est

o ez . i
trés différent de N.

C'est probablement le point le plus difficile i
bien &tablir, car nous n'avons pas l'habitude de
suivre par la pensée 1'&volution des atomes d'un gaz
ou d'un solide. Je .dois & Monsieur Lochak d'avoir
saisi la pauvreté de ma premiére explication j'espére
que celle que je vous propose maintenant vous paraitra
plus convaincante. :

Dans le but de déterminer v, considérons le cas
d'un solide. L'intérdt vient de ce que les atomes ne
bougent pratiquement pas, contrairement au cas des gaz
ou des liquides. Si un atome passe du segment 1 3 j
pendant une durée de 1'ordre de T., 11 le doit aux
interactions avec certains atomes'de son voisinage.
Pendant cette courte durée il y a eu, en un autre
lieu du solide, des atomes dont 1'énergie a é&volué
en dehors du segment i. Soit k cet autre segment. Les
segments k et i sont différents car par hypothése nous
supposons que les atomes ne gardent pas tous 1'énergie
moyenne U. Il y a donc des particules d'énergie Supé-
rieures & U parmi lesquelles nous pouvons situer celles
du segment k, qui compensent le d&faut d'énergie par
rapport 4 U de celles qui ont une €nergie inférieure
d U parmi lesquelles nous situons alors celle du seg-
ment i. Ainsi les V. appartiennent au voisinage spatial
des n,, leur nombre est inférieur 3 N puisque les v _
ne sont pas les mémes que les v, (les voisins des n~ ne
sont pas les voisins des n, du moins pas tous). Cet
aspect de 1'évolution en énergie des atomes est certes
un peu plus délicat 3 imaginer pour les gaz mais reste
essentiellement le méme. :
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Puisque le probléme est une question de voisinage
pour une durée de 1'ordre de T, nous pouvons dire que
le nombre v, est, de 1'ordre de grandeur du nombre o .

Ainsi les changements d'énergie ont lieu locale-
ment par interactions entre atomes voisins. Cet aspect
des phénoménes étant mis en relief il est possible
de déterminer V.

En effet de ce fait v. est proportionnel 3 la
largeur AE., du segment 1 ainsi n. et v, varie dans le
méme rappott. Par ailleurs V. est également proportion-—

nel au rapport %E. Considérons alors les particules

V. a une &poque Infiniment Eloigneée des époques t et
e+ At L'agitation thermique fait qu'elles n'ont
aucune propriété particuliére. Elles ont donc 1'éner-
gie moyenne U. Leur seule propriété d'indice résulte
de la largeur AE. et .du temps T.. Les autres facteurs
de V. sont les mémes quel que soit i.

Pour terminer le calcul de V. considé@rons alors
le‘segment qui contient l'énergielU. Soit n le nombre
n. et Vv le nombre V., pour ce segment. Dans le cas des
atomes d'un gaz tout échange d'énergie résulte d'un
choc entre deux atomes (nous négligeons les chocs
éventuels mettant en cause plus de deux atomes). Il
vient

v = 2n

Soit AE la largeur du segment contenant U et T le

temps d'échange qui luil. correspond il vient :
At
Vv = 2N D(U,U) AE P

Enfin puisque pour V. les seuls termes qui dépen-

dent de 1'indice i sont Aéi et Ty il vient :
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- , At
v, = 2N D(U,U) AEi T 4

1

Nous supposerons sans autre démonstration que la rela-
tion v = 2n reste vraie pour les solides.

Ainsi la notion,plﬁs>ou moins intuitive de dépen-—
dance des probabilités, présentée au début de cette
étude comme une pondération permettant de respecter
la valeur moyenne NU de 1'énergie du systéme, se
trouve maintenant plus solidement établie au travers
des v.. Nous disposons maintenant des relations 2 et
4 donéant n., et v., le calcul de la fonction continue
de E, D(E,U} est alors possible. Il reste tras proche
des déterminations actuelles.

4. CALCUL DE D(E,U).

Nous avons déja exprimé par la relation 3 le
nombre de combinaisons W. qui donnent n. particules
sur le segment i. Le nomére W total des combinaisons
qui donnent une série n. ou complexion est alors

La densité d'état la plus probable est celle qui rend
W maximum. Si W est maximum nous avons d(ln W) = 0.

Dans - cette différentiation ce sont les écarts de
la répartition de 1'énergie par rapport i la réparti-
tion la plus probable qui sont en causes. Ces &carts
résultent des variations des nombres n., mais non pas
des nombres V. qui eux caractérisent 1lénergie moyenne
du systéme qul est constante.
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Prenons le logarx?hme‘de W en exprimant les wi a 1l'aide
de la relation 3 il vient

InW=1 1n (vi!) - ; 1n (ni!) - ; 1n [(vi - ni)!]
1 i 1

Utilisons la formule de Stirling ln P! = P (1n P-1)

11 vient . |

In W= ;vi ln\)i - §ni lnni - i(vi - ni) In (vi - ni)
i i

Différentions en tenant compte de ce que dvi =0 et

écrivons d(In W) = 0, 1l vient :
d In W= - gln n. dni + gln (vi - ni) dni
soit :
V. — 1n.
z 1ln —i——*—i’dni =0 (5)
i n,

si cette relation est satisfaite cela vient d?

£. dn. = 0 qui exprime que le nombre des ?artlcules
est constant et de Zi E. dni = 0 qui exprime que
1'énergie du systéme est comstante. Noton§ que ces
deux relations restent vraies quel que soit N et
quel que soit U, elles expriment uniquement la
constance- de ces deux paramétres. Leur valeur exacte
sera exprimée au travers des deux relatio?§ de nor-—
malisation 10 et Il. Tenons compte pour l'instant des
aspects différentiels ; quels que soit les dni nous
devons avoir :

vi - ni
= —_ . (6
Zi (- o+ B Ei) dni L 1ln N dnl (6)
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en introduisant - o et 8 comme multiplicateurs de
Lagrange.

La relation 6 ne d01t pas dépendre des dn consi-
dérés ce qui implique

P T SR

Nous pouvons voir sur cette expression que v ne
saurait 8tre égal 4 N. En effet, - o + BE. est un terme
V. - n.
constant, il faut donc que

implique que V. varie avec AE1 st AT comme n,
C'est bien ce qui apparait sur les expre831ons (2) et
(4). Introduisons alors ces expressions, il vient :

2 D(U,U) - D(E.,U)
In = = - o + BE. (7
D(E,,U) t

Si maintenant nous faisons tendre les différents
AE. vers zéro les différents D(E ,U) tendent vers une
fonctlon continue de E soit :

_ _2D(U,L)

D(E,U) (8)

1+exp (BE-a)
Dans cette expression de la fonction D(E,U) il v
a trois paramétres 3 déterminer a, B et D(U, U), ce qui

nécessite trois &équations.

La premiére é&quation est obtenue en faisant
E = U, il vient d'apréds (8) :
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le soit aussi. Ce qui

o = BU ‘ (9)

Par ce procédé nous imposons 3 la fonction D(E,U)
de bien passer par sa valeur pour E = U. Exactement
par exemple comme dans la détermination de la trajec-
tion d'un projectile il importe de s'assurer que
celle-ci passe par un point connu, qui peut &tre
celui d'ol part le projectile. Ici il peut sembler
que le probléme est un peu différent car souvent nous
ne connaissons pas par 1'expérience la fonction D(E,U),
mails quoi qu'il en soit D(U,U) existe et nous devons
retrouver cette valeur dans la détermination de D(E,U).
Notons enfin comme nous pouvons le voir griace i la
relation o = BU que c'est la dépendance des probabi-
lités les unes par rapport aux autres dépendance in-
troduite par la constante D(U,U) .dans 1'expression
des V. qui permet d'obtenir cette relation. Terminons
mainténant le calcul,

La seconde &équation est obtenue par normalisation
des probabilités

j‘: D(E,U)dE = I (10)

La troisiéme équation est obtenue en écrivant
que l'énergie moyenne par particule est U, soit :

fz E D(E,U)dE = U (11)

avec le changement de variable x = B(E - U) et les
relations 8, 9 et 10 il vient :

avec A= Ifa dxx

1+e

2 D(U,U)

>l

avec le méme changement de variable et les relations
8, 9 et 11 1l vient :
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e oxdx g

- X
I+e

Cette derniére relation est une équation qui
détermine o ; elle peut s'écrire

f—a xdx ﬂ2

© [+e* 12

- C x . .
en développant en série x/1+e” il vient

2 [os)
- xdn o~ nx - a
/s ==+ (D" S (ax-1)]
I+e” 2 n=| n- ’ o
compte tenu des relations
n+] 2
o
>
n=| n- 12
o -no.
+1 -
et ToEDT a S =g 1n(+e ™
n=1 n
il vient
v o
ol _ ~no 2
— + o 1In(l+e OL) + (_])n+1 53 = I
2 n=| n- 6

o est tré&s voisin de 1,5. Une détermination plus préci-
se donne & = 1,5049, d'ot il vient A = 1,7054.

Finalement la densité d'états s'écrit :
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D(E,U) = a [T + exp oc(E - 1)]—l

AU U

si le phénoméne physique qui nous intéresse dépend
essentiellement de la densité d'dtat dans le voisinage
d'une valeur d'énergie il nous suffira d'étudier les
variations de D(E,U) pour obtenir théoriquement le
phénoméne. Ce sera le cas du paramagnétisme.

Dans bien d'autres cas ce qu'il faut connaltre’
c'est le nombre des particules qui ont une énergie
supérieure ou égale 3 une énergie domnée Eg. C'est
alors 1'intégrale de D(E,U) entre Eg et 1'infini qu'il
nous faut connaitre soit P(Eg,U) cette intégrale, le
calcul donne '

E .
P (Eg,U) = l—ln [1 + exp - a(—g - D]
A U

Nous examinerons dans la deuxiéme partie diffé-
rentes applications de ces deux fonctions.

- 259 -



(n
(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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