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Résumé : Une analyse des difficultés, pour
-toute théorie de champs continus, de rendre compte des
phénoménes de spins, et L'dtude de lq cosmologie relati-
viste aménent & proposer un modéle d'espace-temps penta-
dimensionnel dans lequel on retrouve trés simplement
l'électromagnétisme de De Broglie.

1. LA MECANTIQUE ONDULATOIRE ET LE SPIN DE L'ELECTRON

La conception initiale des ondes de matiére
de De Broglie se caractérise par

- le caractére physique de 1'onde, sa pro-
pagation dans 1'espace physique usuel de la relativité
restreinte,

- le guidage du corpuscule par l'onde asso-
ciée, la phase de la vibration interne du corpuscule res—
tant constamment égale a la phase de 1l'onde associée a
la particule,

- la nature des ondes de matiére n'est pas
précisée, mais le photon &tant doué d'une masse propre,
rien ne s'oppose & la nature €lectromagnétique de 1'onde.
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Deux ans plus tard, en 1926, Schrddinger pu-
bliait ses travaux et écrivait 1l'équation des ondes, pour
une particule et pour un systéme de particules. Mais la
théorie de Schrddinger n'est pas relativiste ; elle uti-
lise un espace de configuration abstrait ; elle abandonne
1'idée de la localisation de la particule dans l'onde et
la régle dé l'accord des .phases.

Pourquoi les idées de 1'école de Copenhague
ont-elles alors refoulé celles de 1'inventeur des ondes
de matiére ? On met généralement en avant le probléme des
systémes de particules, et l'aspect probabiliste de la
mécanique quantique. On ne doit pas oublier qu'en 1925, un
. an plus tdét, Uhlenbeck et Goudsmit supposérent que 1'élec-—
tron possédait un moment cinétique intrinsé&que, le spin,
de valeur propre 1/2 fi. D&s 1927 Dirac proposait son équa-—
tion qui rendait compte de l'existence du spin et affinait
le calcul des niveaux d'énergie de 1'atome d'hydrogéne.

Or dans cette théorie la nature de 1'onde
était tout a fait différente : au lieu d'un nombre com-
plexe en chaque point, il y en avait maintenant quatre ;
donc quatre amplitudes, et quatre phases. En fait la si-
tuation est encore plus bizarre, nous y reviendrons.

Cette situation a conforté 1'idée que l'on travaillait
dans un espace "abstrait", que la nature de l'onde n'im-
porte pas pourvu que l'on sache calculer les valeurs pro-
pres et les probabilités qui sont les seules choses acces-
sibles.

La mécanique gquantique devient alors forma-—
lisée, on énonce des postulats, comme par exemple : (1)
"A un instant t fixé, 1'état d'un systéme est donné par
la donnée d'un ket |¥(t)> appartenant & 1'espace des
états F".

L'espace des états dans la théorie de
Schrodinger, est formé de fonctions de IR* dans IT, de
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carré sommable sur R ® & chaque instant t. On y définit
un produit scalaire hermitien, des opérateurs linéaires
et leurs valeurs propres. A un état physique correspond
une fonction d'onde. Dans la théorie de Dirac, 1'espace
des états est un ensemble de fonctions de IR* dans IC*
(%, ¥, 2z, t) » (Y1, 05,0, sV, ), telles que, pour tout t,
[0l2 + ]2 + |¥s|? + |¥,]|? est intégrable sur R°.
Lorsqu'il y a plus d'une particule la théorie de
Schrodinger utilise des fonctions de IR3n+l dans IC, de
carré sommable sur R3N 3 chaque instant t ; et la théorie
de Dirac ne dit rien.

C'est sur ces fonctions qu'agissent les opé-
rateurs qui, en mécanique quantique, se substituent aux
grandeurs classiques. "Toute grandeur physique mesurable
est décrite par un opérateur A agissant dans E".

La situation est-elle si simple dans le cas
du spin ?

2. LE'GROUPE SO(3) EN MECANIQUE QUANTIQUE

Aux variables de position x et d'impulsion
p, sont associés les opérateurs multiplication par x et
Tnoa
o , . s . _ _
i’ en sorte que l'on obtient, A partir de %x =Y p,-2 py
les relations de commutation suivantes pour les opérateurs

de moment cinétique

I _ ) o - _
(1) [LX,Ly] inL, ,_[Ly,Lz] i, 5 (1,1, ] L,

Ces relations sont & un facteur prés celles
qui lient les générateurs (les opérateurs infinitésimaux)
du groupe des rotations vectorielles de l'espace & trois
dimensions, noté habituellement SO(3). Si 1'on désigne
par I, J, K, ces générateurs, on a

(1,9] =x ; [J,kK] =1 ; [K,I] =14

Or on a l'habitude, en mécanique quantique
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d'appeler opérateur de spin tout objet qui vérifie les re-
lations (I). C'est un peu comme si on devait appeler nom-
bres entiers toutes les choses que l'on sait ajouter.

Les relations de commutation, c'est-a-dire les
régles de calcul dans l'algébre de Lie d'un groupe de Lie
ne caractérisent pas un groupe précis. Deux groupes de Lie
tout & fait distincts peuYent avoir la méme algdbre de Lie,
les mémes "opérateurs infinitésimaux'". Cela tient & la
distinction entre propriétés locales et propriétés glo-
bales. Un cylindre et un plan sont localement trés sem-
blables et globalement tout & fait différents.

} Le groupe des relations So(3) a la méme al-
gébre de Lie que le groupe Su(2), mais il n'y a pas iden-

tité globale entre ces deux groupes. Il existe un homo-

morphisme de groupes de Lie de SU(2) dans S0(3), que nous

noterons ¢ ug€ SU(2) u ¢ r r & 30(3) ; et si u' ¢ r!
Uxu' » r.r!'

Et ¢ est continue. Le noyau de cet homomorphisme est
{1, -1} ; ¢ n'est pas bijective. Si r = ¢(u), ¢o~i(r) =
{u ; —u}. Deux éléments opposés de SU(2) ont pour image
la méme rotation de SO(3).

La mécanique gquantique explique généralement
qu'a toute transformation r du systéme physique doit &tre
associé UN opérateur R agissant sur l'espace des états,
opérateur défini & une phase prés puisque la multiplica-
tion par un facteur ei® ne modifie pas le résultat des
calculs. On a donc besoin de ce que l'on appelle repré-
sentation projective, c'est-a-dire un homomorphisme f
du groupe de transformation étudié dans un groupe G
d'opérateurs agissant sur l'espace des états

f
r » R F

r' + R' r.rt > e %R.R'
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On a donc pour les rotations, le schéma suivant

su(2) ¥ soe3) ¢
S

foo

. La composition des homomorphismes permet, 2
partir de toute "représentation" f de S0{3) de fabriquer
une '"représentation" g = fo¢ de SU(2). Mais ce n'est pas
ce schéma qui est utilisé pour les représentations dites
de "spin demi-entier", c'est le schéma inverse

-1 g -1
so(3) %> su(e) g = pbaU £ u
Ny s M

Il en résulte qu'a une transformation du
systéme sont associés DEUX opérateurs agissant sur 1'es—
pace des états. La situation est rigoureusement la méme
dans le cas du groupe de Lorentz qui est 1'image du
groupe SL (2,C). par un homomorphisme de noyau {1 ; —1}.
Les représentations utilisées sont: celles de SL (2,C)
et non pas celles du groupe de Lorentz. Or si les ho-
momorphismes , f et g sont continus, il n'en est pas
de m8me de ¢~1 qui n'est pas une fonction, et donc a
Tortiori qui n'est pas une fonction continue.

La comparaison de l'onde observée par deux
observateurs en mouvement était & la base de la décou-
verte des lois de la mécanique ondulatoire des corpus-
cules par De Broglie. Comment concevoir que 1'onde vue
par l'un des observateurs se dédouble en deux ondes de
signes opposés pour l'autre ? Et pourtant la diffrac-
tion des neutrons existe et doit &tre expliquée.

La discontinuité inévitable dés que l'on
utilise les spineurs de Pauli ou de Dirac est sans
doute le principal obstacle qui a. emp&ché l'aboutisse-
ment de toutes les tentatives faites pour réconcilier
les théories de champs continus et la mécanique quanti-
que.
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3. LE PROBLEME DE LA GEOMETRIE SE REPOSE A NOUVEAU

Le groupe des rotations S0(3) est "trop petit",
c'est le groupe SU(2) qui est utilisé par la mécanique de
1'électron. Réconcilier cela avec la vision de l'onde se
propageant dans l'espace 'physique" qu'a Louis de Broglie
suppose forcément que l'on examine en détail ce qu'est
1'espace physique. .

Cette question ne pouvait avoir de sens a
1'épogue ol la géométrie euclidienne paraissait vraie,
évidente, logique, inattaquable. Nous.savons aujourd'hui
que l'on peut concevoir d'autres géométries tout aussi-
"vraies". Einstein nous a appris que l'espace n'est pas
tout & fait ce que l'on croyait. En reliant la courbure
d'espace_temps & la gravitation, il nous a enseigné que
la géométrie de 1l'espace physique n'est pas une branche
des mathématiques mais de la physique : les propriétés
géométriques de l'espace sont modifiées par les masses des
corps matériels qui s'y meuvent.

La physique de l'électron nous dit que le grou-

pe de Lorentz n'est pas le bon, qu'il est trop '"petit", que

notre vision actuelle de 1'espace-temps est inadéquate. Si
l'on admet cela, reste & voir ce que 1l'on va mettre a la
place.

4. DE NOMBREUSES TENTATIVES ONT ETE FAITES ELARGISSANT
LE CADRE DE LA GEOMETRIE

Des théories ont été proposées pour relier
1'électromagnétisme a la relativité générale. Celle de
Kaluza, étudiée aussi par L. de Broglie, utilise une
variété riémanienne auxiliaire a cing dimensions. Les
différentes familles de trajectoires correspondant aux
valeurs de e/m sont données par les géodésiques de la
variété auxiliaire. Citons, dans le méme sens, la théorie
de Jordan, les théories projectives, celles de Podolanski
a2 six dimensions, etc.
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Si les théories précédentes sont bien connues,
il est tout aussi intéressant de constater que, dans le
domaine de la microphysique, des tentatives récentes vont
dans le méme sens.

Horwitz et Piron (2) utilisent un nouveau pa-
ramétre 1, en plus des variables (p#, gM) pour décrire

1'évolution d'un systéme, paramétre qui est appelé temps

historique par opposition au temps t appelé temps géomé-
trique. Et pour eux, T n'est pas seulement un paramétre
mathématique auxiliaire comme ceux utilisés dans le calcul
des fonctions de Green, c'est le paramétre décrivant la
véritable évolution du systéme.

La méthode suivie par M. Blaquidre (3) impose
de considérer 1'espace-temps usuel comme un hyperplan de
dimension 4 dans un espace de dimension 5. Deux variables
temps différentes doivent &tre prises en considération, le
temps de 1'observateur et le temps indiqué par la petite
horloge qu'est le point source. -

. Un pfobléme se pose immédiatement, probléme
qui a beaucoup géné les théories de Kaluza ou Jordan : si
1'espace temps physique est réellement 3 cing dimensions,
pourquoi n'en percevons-nous que 4 ? Le fait que l'espace
physique a trois dimensions et non pas quatre est telle-
ment évident que les théoriciens précédemment cités de-
vaient poser une condition a priori limitant les mouve-
ments possibles. Comment pourrait-il se faire qu'une
quatriéme dimension d'espace puisse exister sans &tre
immédiatement perceptible ?

5. SOLUTION DANS LE CADRE DE LA PHYSIQUE ACTUELLE

Y a-t-il des phénoménes physiques dont la
perception n'est pas immédiate ? La réponse est évidem-
ment oui. La terre nous entraine en ce moment dans une
course folle dans l'espace, et ce déplacement trés rapide
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n'est pas percgu par nos sens. C'est pourquoi il fut aussi
difficile de passer du concept de la terre centre du monde
3 celui d'une terre en mouvement dans l'espace. Si tout
1l'univers qui nous entoure est, de la méme facon, en mou-
vement dans une quatri@me direction d'espace, la percep-
tion de ce mouvement n'a aucune raison d'étre immédiate.

Lorsque Einstein a appliqué les lois de la
gravitation & l'univers pris dans sa totalité, il a, par-
tant ‘d'hypothéses simples d'homogénéité et d'isotropie,
démontré que 1'espace physique était une hypersphére dans
un espace 4 quatre diménsions. Remarquons en passant que
le groupe des déplacements sur cette hypersphére est le
‘groupe SO(4) localement identique & SO(3) X su(2).

Le modé&le statique d'Einstein ne rendant pas
compte du mouvement apparent d'éloignement des galaxies a
é6té remplacé par des modéles qui reprennent les hypothéses
d'isotropie et d'homogénéité, mais en abandonnant le ca-
ractdre statique du moddle. Ces modéles utilisent la mé—
trigque de Robertson

ds? = ¢2dt? - R(t)2[dy? + o%(x)(de? + sin?ed¢?)]

avec o(y) = siny, ou ¥, ou shy suivant que 1l'on a un mo-—
déle elliptique, euclidien ou hyperbolique. Les premiéres
recherches inclinaient vers une densité faible de la ma-
tiére, donc vers le modé&le hyperbolique.

Les travaux actuels attribuant une possible
masse non nulle aux neutrinos, ou l'étude des amas de
galaxies tendent & réévaluer en hausse la densité moyenne
de l'univers ; il parait aujourd'hui probable que le modé-
le elliptique s'imposera.

. J.M. Souriau(4) propose, en ce sens, un modéle
d'univers aux paramétres bien définis, dans lequel la cour-
bure de 1l'univers et la constante cosmologique sont posi-
tives. A un instant donné, 1'espace est une hypersphére
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dans laquelle apparait une stratification paralléle a
1'équateur.

Dans le moddle précédent, considérons un point
M de coordonnées (y,6,¢) & l'instant t. Il coincide avec
le point de l'espace quadridimentionnel de -coordonnées

(R siny sin® sin¢ ; R siny sin® cos¢ ; R siny cosé ; R cosy).

A un instant ultérieur t' le point M coincide avec un autre
point N' de coordonnées i

(R' siny sin®é sin¢ ; R' siny ’‘sin® cos¢ ; R' siny cosé ;
R' cosy).

Le point M est donc animé d'un mouvement pure-
dR

ment radial de vitesée v = a

A nos mouvements usuels sur 1'hypersphére s'a-
joute ainsi un mouvement trés rapide-di & l'expansion de
1'univers. Quelle est la vitesse de ce mouvement ? Si 1l'on
suppose que la vitesse v est celle de la lumiére, et si

‘ : R'(t)
) R(t)
approximative de 100 km/s/Mpc, on obtient un rayon actuel
R de 3000 Mpc, voisin de 1010 années de lumidre, ce qui
est tout a fait possible.

1'on attribue & la constante ae Hubble H = une valeur

6. CONSEQUENCES POUR LA MICROPHYSIQUE

L'équation des ondes de 1l'électrodynamique

classique : i
1 32 32 32 32

3z?

y f(x,y,z,t) = O peut &tre

remplacée, dans 1l'espace pentadimentionnel par 1'équation
suivante

2
(B) Gz oz~ 557 — 532 = 52 ~ guz) f(x,y,z,u,t) = 0, en



appelant u la variable supplémentaire.

En mécanique quantique, en 1'absence de champ,
1'équation des ondes est obtenue a partir de 1'hamilto-
nien par la substitution®':

Y

3
; mv_ : —
zZ ]

X
Y- Y-
2l gl

y
. ]
; E : ih 3%

Si 1l'on admet que le mouvement radial s'ef-
fectue & la vitesse ¢, on est conduit A proposer la ré-
gle de correspondance suivante '

N N
0 'ia .
en appelant m, la masse propre au repos de la
particule.
. On garde aussi la formule
27i > >
——h—-(Et—p.r)
v = a, e , mais on y remplace
>
p = (m V.M vy,m vz) et = (x,y,2) par
> : >
p = (m v om vy,m vz,moc) et r = (x,y,z,u).

Si alors on sépare la variable u en posant

2wi
- T myC u

Y = ‘D(X,yyz.,t)e
9y 2ri _ mgc
au - " hH MC V=g ¥
3?2 mZc? . .
auf = - f%;— Y et 1'équation (B) devient
1 32 3z a2 32 mic?
(57 267 T ox T oy? T 327 + f%;-)w = 0 , donc en posant

1 a2 32 92 32 mgc?
Q=92 __ 9" 9 9 ; .0 g

o7 3z x? 372 327 on obtient :Bwy + e ]
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= 0.

L'équation de Klein-Gordon apparait ainsi com-
me la transposition de 1'équation des ondes électromagné-
tiques dans l'espace temps pentadimensionnel. Dans ce mo-
déle, la particule au repos n'existe pas, puisque toutes
les "particules" sont animées d'un mouvement de vitesse c.

La formule donnant 1l'impulsion parait peu sy-
métrique puisqu'y. interviennent deux masses, m et my ;
masse propre au repos. Or si 1l'on admet que la vitesse
totale de la particule est ¢ dans 1'espace quadridimension-
nel, si l'on pose v? = v; + vE o4 v; et si 1'on note v, la

vitesse suivant la direction u, on a alors

2

+ v: o= v? 4 v?,
u

2
y
v2
donc v? = ¢c? - v? = c?(1 - —3)
u c

2

_ vy _ oz - v
vu =c/1 oz cvl -R avec B o
Or on sait que m = o . 0On a donc
v/1-g2
SMpC = Bo c/1-g2 = m vy et par conséquent
N /1-p2
‘p=(m Ve, m Vy’ mv,, m vu).

Nous' sommes partis de 1'idée que le mouvement
d'expansion se faisait & la vitesse. c. Nous arrivons ici
& 1'idée que, si la vitesse totale de la particule est c,
la vitesse suivant la direction u est v = c/1-82%. Une
particule animée d'une vitesse v s'écarte ainsi, suivant
la direction u, d'un laboratoire "immobile", c'est-a-dire
animé suivant la direction u, de la vitésse c. Mais comme
tout laboratoire galiléen est, par rapport aux étoiles
lointaines, au repos, c'est-a-dire selon ces hypothéses
animé d'une vitesse ¢ suivant la direction u, il est im-
possible, dans tout laboratoire galiléen de mesurer des
distances suivant la direction u, donc de percevoir 1'é-
loignement d'une particule dans la direction u.
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La norme du vecteur E est donnée en dynamigque ' Nous supposerons de plus que la dépendance en
d'Einstein par 3 . u du potentiel est telle que
oo (poyz - ¥ 2 | On doit remplacer cette for— iau v
PP (%) qil (pq) P ~ (3) v(x,y,2z,t,u) = V(x,y,z,t) e donc Pl iaV
mule dans 1'espace temps pentadimensionnel par iau aA- . x
p 2 ps P ’ : P (4) Z(x,y,z,t,u) = A(x,y,z,t) e P iah
B o(n0y2 - 0§ 2. 1242 _ 2 (y2ay2ay2ay?
pup = (%) qﬁl»(pq) o m.e m (Vx+vy+vz+vu) Avec ces hypothéses, si 1l'on pose
=2 m2a2 - m202 — ;
= m?c méc 0 (5) & =23 ¢ -3 ¢ , on obtient
, - uv TRV v ou :
La formule E = mc? traduit donc le fait que le vecteur p 0 --Ex -E —Ez —Eu
de toute particule est isotrope, ce qui est logique si la J
. - A . . 5 E 0 -cB_ . cB ~C,
particule se déplace a la vitesse de la lumiére. Le vec- | _ X z: 'y
teur impulsion est ainsi & rapprocher du quadrivecteur de ‘ ¢uv - Ey cBZ 0 —cBX -C,
t A A 4 H
leTde el:ctromagnethue Ez -cBy _CBX 0 -c,
(E’k) = (E’kx’ky’kz) = (k,,k,,k,,k;) lui aussi isotrope. Eu c; c, €, 0
Cecl correspond au fait, bien connu depuis la thése de R
Louis de Broglie, que la formule E = hv = hw se généralise t = (Ex, Ey, Ez) B = (Bx, By, Bz) sont les vecteurs champs
en ; électrique et magnétique )
p =hk : dA
u u | (8) Eu:q,“:_%t—u_%{-
7. ELECTROMAGNETISME EN DIMENSION 5 , :
Au lieu du quadrivecteur potentiel ¢u tel que ‘ (7) Ci =954 = ai Ou = 3y 0y i=1,2,3.
(00,01,02,05) = (V ’_CAX’_CAy’—CAz)’ fous Sommes amenes Les équations du champ électromagnétique dans
a supposer l'existence d'un pentavecteur potentiel : le vide en dehors des charges sontalors
‘ p
(O) (¢os¢1 ’¢2’¢3’¢’u) = (V’_CAX’—CAy’—CAZ’_CAu) . : (8) 0 = ap ¢u
"Si nous voulons conserver la condition de ~ 0=22¢"= 3:0%Y + 3,62 + 339%% + 3,0°"
Lorentz : 1 + divA =0 és a poser ’ ap ) 9 3
; Y ST 5% = 0, nous sommes amenés pose » - 52(”Ex) + 5—(—E ) + 52(_Ez) + Sﬁ(_Eu)
les deux conditions Y %A 3A 2
_ v B 3 u vy _ v B 3 u 3%V
: =-divk - onle gy - ) = - AV E G
(1) o ¢u = 0 . (avec la convention de sommation d'Einstein) '
3A
(2) 3, ¢4 =0 , c'est-a-dire EGQ =0 ; Au = Au(x,y,z,t) En tenant compte de (2) et de (3) on obtient
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N
0 == div E = a?v
(9 div £ = - a?Vv .
On obtient aussi
0 = Bp¢1p = 9,0'° + 32¢12‘*)33¢1é +oa,00"
9E <
1 7% 9 9 ‘ 3 (9. a_
=cat * 55( Bz) + az(_CBy) + au(ax oy u ¢1)
A 32A
o-1 EEE _ (Eﬁl - E?E) - 3_(3_3) : u
T c o3t 3z au’ 3x ' du au?

Et de méme pour les indices 2 et 3, ce qui
nous donne, en tenant compte de (4)

N
0 = L3 _ ¢ rot B - ca?h
c 3t
On obtient donc
>
— 1 3E 27
(10) rot B = oF 3¢ T a?h

Il apparait tout & fait remarquable qu'a
partir des conditions (0), (3), (4), les éguations re-
lativistes usuelles (1), (5), (8) de 1l'électromagnétisme
du vide aboutissent, sans utiliser ni les matrices de
Dirac, ni le processus de fusion de deux particules aux
&quations de 1'électromagnétisme de Louis de Broglie

|

i
[ije]
]
[
Q.
<

!

!

(11) 5% + div A =0
>
div E = —a?v
2 _ 1 3k 23
rot B oZ ot

Quant & la cinquidme des équations (8), elle

s'écrit
kp 1 aEu > > ’
0 = Bp¢ =S50 * div C avec C = (C,,C,,Cy)
9A
13 “u v 3 ,9 ]
0= = (= o= = =) + —=(5z ¢4 = 77 ¢1)
¢ 3t at du X 9x du
9 9 3 3 39
ay(ayA¢“ 3u b2) az(az ® " 3a ?3)
3 ,1 3 *
=0 T\ T i
0 A, + au(cz g - div A) et donc, en vertu de ;a

condition de Lorentz
u] —
(12) Au = 0.
33K
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