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L'article que nous commengons ci-dessous, et qut
s 'étalera, compte tenu de son volume, sur deur livraisons des
Annales, est la rédaction d'une conférence que R. Jancel
avait faite devant le séminaire de la Fondation L. de Broglie
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nous en sommes certains, 4 ceux de nos lecteurs.
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1. Introduction

Nous nous proposons de donner dans cet article un
apercu d'ensemble sur l'état actuel des recherches portant sur
la déduction de résultats rigoureux en Mécanique statistique
hors d'équilibre (MSHE), en nous limitant au cas des systémes
classiques. Afin de préciser 1l'intérét et la signification
exacte de tels résultats, il est nécessaire de les situer dans
le contexte des problémes fondamentaux posés par la Mécanique
statistique. On sait en effet que, malgré des succés pratiques
considérables, cette distipline souléve d'importants problémes
conceptuels qui sont encore loin d'avoir regu des solutions
définitives. Dés les débuts de la Mécanique statistique, se
sont posées des questions de principe telles que :

- Peut-on justifier le postulat fondamental de la
théorie, d’aprés lequel les grandeurs macroscopiques effecti-
vement observées sont définies par des moyennes statistiques
prises sur des ensembles de systémes (ensembles de Gibbs)
convenablement choisis ?

- Comment concilier 1l'irréversibilité et la dissi-
pativité des phénoménes macroscopiques avec la réversibilité
et le caractire généralement conservatif des modeles micros-—
copigues ?

- Comment déduire les équations décrivant 1'évolu-
tion macroscopique d'un systéme physique & partir d'un modéle
dynamique microscopique ? En particulier, peut-on décrire le
retour a 1l'équilibre d'un systéme isolé ?

Pour tenter de répondre a de telles questions, on
peut se fonder soit sur le contenu dynamique soit sur le con-
tenu statistique de la théorie, ce qui conduit a distinguer
deux démarches bien distinctes. Dans 1l'une, d'inspiration mé-
caniste, on cherche a s'appuyer sur les propriétés globales
des trajectoires {ou des ensembles de trajectoires) dynamiques
dans l'espace des phases, en considérant 1'évolution du sys-
téme sur de trés longues durées T (avec T + =) : c'est le do-
maine de la théorie ergodique. Dans l'autre, de nature essen-
tiellement probabiliste, on développe des arguments fondés sur
le trés grand nombre (N) de degrés de liberté des systémes
étudiés, en vue d'éliminer, comme "hautement improbables", les
évolutions contraires a l'observation macroscopique ; dans ce

cas, on est donc intéressé en premier lieu par les propriétés
du systéme a la limite N + .

Ces deux démarches se sont révélées également
fructueuses et ont donné lieu, entre autres, a 1'élaboration
de la théorie ergodique moderne et aux travaux fondamentaux
de Khintchine. Or, depuis les années 60, 1'état de ce sujet
s'est trouvé renouvelé i la suite des importants développe-
ments qui sont intervenus dans divers domaines, parmi lesquels
il convient surtout de citer : (i) les progrés de la théorie
générale des systémes dynamiques classiques, marqués notamment
par le théoréme de Sinai et la preuve de l'existence de sys-
témes déterministes i caractéres fortement stochastiques (sys-
témes de Bernoulli, K-systémes,...) ; {ii) 1'établissement
d'un ensemble de résultats rigoureux en Mécanique statistique
a4 1'équilibre (MSE), fondés sur la notion centrale de limite
thermodynamique ; (iii) 1'étude de certains modéles de systé-
mes infinis ; (iv) la démonstration de quelques théorémes li-
mites en MSHE. En raison de 1'abondance et de la diversité de
ces résultats, il apparait donc utile d'en préciser la signi-
fication du point de vue des fondements de la Mécanique sta-
tistique et de faire le point sur ce qui peut €étre actuelle-
ment considéré comme bien établi.

Dans cette perspective, 1l'argument central déve-
loppé dans cet article est qu'il ‘est nécessaire de recourir a
des passages 4 la limite ol N+ = si 1l'on veut établir les
méthodes de la Mécanique. statistique sur une base rigoureuse.
On peut montrer notamment que, si N reste fini, les proprié-
tés d'ergodicité et méme de mixing sont a elles seules insuf-
fisantes pour rendre compte du comportement d1551pat1f des
systémes macroscopiques (cf. section 2.6)..

I1 s'ensuit que la théorie ergodique, malgré ses remarquables
succés, ne-peut servir de fondement a la Mécanique statisti-
que si 1l'on ne tient pas compte en méme temps du tres grand

nombre de degrés de liberté du systéme. On est ainsi conduit,
pour traiter les problémes fondamentaux de la Mécanique sta-
tistique; a utiliser des arguments relevant de chacune des

deux démarches mentionnées ci-dessus, en s'appuyant a la fois

‘sur les propriétés dynamiques du systeme et sur son comporte-

ment a la limite N + .




88

La difficulté est alors de déterminer avec préci-
sion quel est le rdle respectif de la dynamique et des pro-
priétés statistiques dans la formulation des lois macroscopi~
ques. Dans 1'état actuel de nos connaissances, la situation
est & cet égard beaucoup plus satisfaisante pour les systémes
a 1'équilibre que pour les systeémes hors d'équilibre. Dans le
cas de 1'équilibre en effet, on dispose maintenant d'un en-
semble de.résultats concernant l'existence et les propriétés
de la limite thermodynanmique qui ont été obtenus durant les
années 60. Ils permettent d'établir le statut de la MSE sur
une base mathématique rigoureuse, ol se trouvent clairement
distingué ce qui revient & la dynamique et a la statistique.
D'une part, les propriétés d'ergodicité et de mixing apparais-
sent comme nécessaires pour justifier la description d'un. sys-
téme macroscopique a 1'équilibre par des valeurs moyennes cal-
culées sur les ensembles statistiques de 1'équilibre (micro-
canonique, canonique, ...) ; d'autre part, le passage a la
limite thermodynamique joue un rdle essentiel dans l'identifi-
cation de ces valeurs moyennes aux grandeurs effectivement
observées a 1'échelle macroscopique (grandeurs thermodynami-
ques) .

I1 n'en est pas de méme en MSHE ou 1l'on ne dispo-
sait, jusqu'au début des années 70, d'aucun résultat rigoureux
qui permette de justifier les méthodes mises en oeuvre dans
cette discipline. Les difficultés tiennent évidemment au fait
que l'on s'intéresse dans ce cas 4 la description de 1'état
local et de 1'évolution instantanée du systéme, et non plus
seulement aux propriétés globales des ensembles de trajec-
toires comme dans le cas de 1l'équilibre. Dlune part, il faut
d'abord définir quelles sont les grandeurs locales accessibles
a la mesure macroscopique. D'autre part, comme 1'évolution
résulte de la superposition d'un trés grand nombre d'interac-
tions élémentaires, on est conduit & faire des hypothéses de
nature statistique oll se trouvent impliqués, a chaque instant,
les effets conjugués de la statistique et des lois dynamiques
déterministes. On se trouve.de ce fait confronté a deux grou-
pes de problémes qui jouent un rdle central dans 1l'élaboration
du statut de la MSHE, & savoir : (i) l'existence d'ume certai-
ne ambiguité dans la définition des grandeurs effectivement
observées au cours de 1'évolution d'un systéme a N-corps ;
(ii) la contradiction, au moins apparente, entre 1l'irréversi-
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bilité constatée A 1'échelle macroscopique et les propriétés
de réversibilité et de récurrence des systémes dynamiques ha-
miltoniens.

Quel que soit le point de vue adopté a 1l'égard de
ces problémes, les méthodes habituellement utilisées ont tou-
tes en commun d'étre fondées sur la notion de "description
réduite” (par rapport & la description dynamique maximale) de
1'état du systéme, la "réduction" du nombre de variables étant
définie par un certain procédé de "coarse~graining". Dans ces
conditions, le ‘comportement macroscopique du systéme est dé-
crit par un ensemble de variables "semi-macroscopiques" ou
"coarse-grained”, dont 1'évolution est non-autonome puisqu'el-
le dépend en fait de toutes les variables dynamigues & travers
un processus complexe de nature essentiellement non-markovien-
ne. Pour rendre compte des lois macroscopiques, on cherche
alors & représenter approximativement cette évolution compli-
quée par un processus plus simple, généralement markovien et
irréversible, décrit par un systéme fermé d'équations ne por-
tant ‘que sur les seules variables "coarse-grained" (évolution
autonome). Ceci implique naturellement la formulation d'hypo-
théses de nature statistique qui s'appuient sur le grand nom-
bre de degrés de liberté du systéme, mais dont la validité
est difficilement vérifiable. Pour les justifier de maniére
rigoureuse, on est donc conduit a étudier le comportement du
systéme & la limite N + «», et a définir deés passages a la li-
mite bien adaptés & chaque situation hors d'équilibre consi-
dérée. Dans la mesure ou elles existent, de telles limites
permettent alors d'interpréter les processus markoviens dé-
crivant 1'évolution irréversible des systémes macroscopigues
comme des processus limites qui peuvent étre déduits de 1'é-
volution dynamique exacte du systéme hors d'équilibre. Cette
notion de processus limite joue ainsi en MSHE un rdle analogue
a celui de la limite thermodynamique en théorie de 1'équili-
bre ; elle permet d'établir sur une base rigoureuse, le pas-
sage d'une description réduite non-autonome et non-markovienne
A une description réduite autonome et markovienne qui présen-
te les propriétés requises d'irréversibilité et de dissipati-
vité.

Les méthodes les plus couramment utilisées pour
décrire 1'évolution d'un systéme hors d'équilibre sont celles
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relevant de la description cinétique, qui rentrent bien dans
le cadre du schéma général esquissé ci-dessus. On sait que
1'on dispose dans ce cas d'un certain nombre d'équations ciné-
tiques (comme les équations de Boltzmann ou de Fokker-Planck)
qui ont été établies par des raisonnements heuristiques et
dont les propriétés d'irréversibilité sont bien connues. Or,
ces équations reposent syr des hypothéses de nature statisti-
que, telle 1l'hypothése du "chaos moléculaire”, qui apparais-
sent incompatibles avec les lois réversibles de la dynamique
sous—~jacente ; leur justification rigoureuse ne peut donc étre
envisagée qu'en se référant au caractére macroscopique du
systéme, c'est-i-dire en considérant des situations limites oli
N . . Clest dans ce domaine que d'importants résultats ont
sté obtenus durant les années 70 ; ils portent essentiellement
sur la démonstration de plusieurs théorémes limites concernant
soit des systémes dilués (1imite de Boltzmann-Grad) ou faible-
ment couplés (limite du couplage faible), soit des systémes
dominés par des interactions collectives {limite du champ
moyen). Ces théorémes permettent notamment de montrer sous
quelles conditions la propriété de chaos moléculaire se con-
serve au cours du temps ; il s'ensuit que l'on peut alors re-
porter sur l'état initial du systéme toutes les hypotheéses de
nature statistique, et éliminer de ce fait toute possibilité
de conflit avec les lois dynamiques. On est ainsi en mesure

de comprendre comment s’effectue le passage de la description
dynamique déterministe du systeme 3 une description markovien-
ne caractérisée par des équations cinétigues du type de
Boltzmann, de Fokker-Planck ou de Vlasov.

Nous nous proposons donc d'exposer dans cet-arti-
cle llessentiel de ces résultats, en les rattachant aux métho-
des générales et aux postulats fondamentaux de la Mécanique
statistique. Le plan adopté résulte des idées directrices
développées dans cette introduction. Il apparait tout d'abord
utile, pour mesurer les difficultés propres & la MSHE, de se
référer au cas de 1'équilibre et au statut de la MSE. C'est
1'objet du chapitre 2 ol, aprés avoir rappelé les principes
qui sont a la base de la Mécanique statistique, nous analysons
successivement les résultats les plus significatifs de la thé-
orie ergodique, le rdéle du passage 3 la limite thermodynamigque
ot ses liens avec la théorie du transport au voisinage de
1téquilibre. Le chapitre 3 est consacré a un examen des pro-
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bleémes fondamentaux posés par la description des systémes ma-
croscopiques hors d'équilibre et 3 1'exposé des méthodes d?
type cinétique. Nous commengons par analyser les difficulFes
propres a l'étude du non-équilibre et par esquisser les me-
thodes générales de la MSHE, en mettant en évidence 1'impor-
tance des notions de coarse-graining, de "description réduite
autonome" et de processus limite. Nous étudions ensuite les
aspects essentiels de la description d'un systéme au niveau
cinétique, en développant le formalisme de la hiérarchie BBGKY
et les idées de Bogolioubov concernant la définition du régi-
me cinétique, que nous comparons au point de vue de la théorie
cinétique des gaz au sens de Boltzmann. Enfin, nous exposons
dans le chapitre 4 les principaux théorémes limites qui ont
été obtenus pour trois situations limites particuliéres, a
savoir : la limite de Boltzmann-Grad et le théoreme de
Lanford pour un systéme de sphéres dures, la limite du cou-
plage faible et son application au modéle de Lorentz, la 1i-
mite du champ moyen et le théoréme de Braun et Hepp concer-

nant le régime de Vlasov.

Pour terminer, il convient de souligner que les
sujets traités dans ce mémoire comportent une grande diversi-
té d'aspects qu'il nous était impossible de considérer dans
leur ensemble. Nous nous sommes donc limité a ceux qui sont
plus directement 1iés au probléme de 1tirréversibilité en
nous - inspirant notamment des articles de revue de J.L.
Lebowitz [1], de O.E. Lanford [2], de 0. Penrose [3] et\de
H. Spohn [4] ; nous renvoyons 4 ces articles, ainsi qu'a.legr
bibliographie, pour les développements que nous avons laisses
de cbté, en particulier ceux relatifs au domaine quantique et
aux systémes infinis.

2. Retour sur les problémes fondamentaux de la Mécanique sta-—

fistique a l'équilibre E

2.1. Remarques genérales. La Mécanique statistique a pour
objet 1'étude des systemes physiques & un trés grand nombre'N
de particules, en vue de relier leur comportement macroscopi-
que aux lois mécaniques qul gouvernent 1'évolution microsco-
pique de ces systémes. Le but de cette discipline est doncA
d'établir un pont entre deux niveaux de description d'un meme
systeme :

- d'une part, le niveau microscopique, ol le sys-—
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téme observé est congu comme un systéme dynamique conservatif
de N particules, obéissant aux lois de la mécanique classique
(ou quantique), avec approximativement N = 1023 (pour un gaz
dansdes conditions normales). En théorie classique, on a ain-
si un modele déterministe et réversible, dans lequel 1'état
mécanique exact du systéme est déterminé par les ON parame-
tres (r.,p;) (i=1,2,...,N) représentant la position et l'im-
pulsionlde‘toutes les particules (supposées ponctuelles).

- d'autre part, le niveau macroscopique ou l'état
du systéme est au contraire décrit par un trés petit nombre
de grandeurs macroscopiques (par exemple, la température, la
densité et la vitesse locale d'un fluide) ; celles-ci véri-
fient a notre échelle des lois généralement irréversibles et
dissipatives, telles que les lois de la diffusion de Fick, de
la conduction thermique de Fourier, etc. Du point de vue mi-
croscopique, la description macroscopique est donc une des-
cription hautement incompléte de 1'état du systeme, en ce
sens qu'a un méme état macroscopique correspond toujours un
trés grand nombre d'états microscopiques possibles, tous éga—
lement compatibles avec les données de 1'observation macrosco-
pique-.

Dans la réalité physique, 1'état microscopique

sous-jacent du systéme se manifeste a notre échelle par 1'exis-

tence de fluctuations par rapport 4 un certain état moyen. Par
exemple, pour un systéme & 1'état d'équilibre, les grandeurs
macroscopiques sont indépendantes du temps et gardent des va-
leurs constantes ; mais, si 1l'on observe une grandeur A de ma-
nidre suffisamment fine, on enregistre en fait au cours du
temps de petites fluctuations irrégulieres de A autour de la
valeur constante A. De méme, au lieu d'observer le comporte-
ment de A au cours du temps, on peut aussi mesurer cette gran-
deur sur un grand nombre d'échantillons (E) identiques au sys-
téme considéré ; on trouve ainsi pour chaque échantillon une
valeur différente de A, ces valeurs se regroupant’toutes ERVEN
tour de la valeur macroscopique A. Ces fluctuations étant to-
talement irréguliéres et imprévisibles; on voit donc que la
mesure d'une grandeur macroscopique est un événement non re-
productible et que les lois macroscopiques évoquées ci-dessus
n'ont de ce fait qu'un caractére approché.
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Ces remarques conduisent naturellement a recourir
4 une description statistique de 1'état macroscopique du sys-
téme, fondée sur la considération de 1'ensemble d'échantil-
lons (E) muni d'une certaine loi de probabilité. De ce point
de vue, une grandeur macroscopique A devient une fonction

aléatoire A (t ; E) dont la valeur moyenne K”TE“?*EFE =z KE(t),
prise sur l'ensemble des échantillons (E) du systéme, est
supposée égale & la grandeur mesurée a 1'échelle macroscopi-
que ; l'état macroscopique du systéme se trouve ainsi décrit
par un processus stochastique. Pour &tre physiquement admis-
sible, ce modéle général doit en outre satisfaire a4 deux pro-

priétés importantes
- D'abord, pour un systéme a l'équilibre, la va-

leur moyenne KE est indépendante du temps, ce qui conduit dans
ce cas a considérer un processus stochastique stationnaire. Si
1'on observe alors les fluctuations au cours du temps de .

A(t ; E) pour un méme échantillon, on peut également définir
la valeur macroscopique de A par la moyenne temporelle

T . . .
A(t ; E) prise sur une durée T suffisamment longue ; dans
cette autre perspective, on s'attend intuitivement a4 ce que la

limite de la moyenne temporelle, lim A(t ; EiT, soit égale a
T+o
KE et ne dépende donc pas de 1'échantillon considéré : c'est
la propriété d'ergodicité qui joue un rdle important en MSE ;
cette propriété est effectivement vérifiée par des variables
aléatoires indépendantes (et s'identifie alors & la loi des
grands nombres), mais demande a &tre démontrée dans le cas gé-
néral d'un processus stationnaire quelconque.

-~ De plus, pour que A soit une grandeur "signifi-
cative" a4 1'échelle macroscopique, il faut non seulement que

<F RN .
la moyenne A (t) soit égale & la grandeur effectivement obser-
vée, mais aussi que les valeurs de A(t ; E) relatives a chaque

. . C e . . <E
échantillon individuel soient presque toutes voisines de A (t).
On exprime cette condition en imposant au carré moyen des

fluctuations (A(t ; E) - KE(t))2€ de demeurer trés petit com-

paré a (I_XE(t))z (pour une grandeur extensive) ; ceci n'est
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possible que pour des systémes macroscopiques & un trés grand
nombre de particules, d'ol 1l'importance de 1'étude des pro-
priétés du modele pour N - «. Remarquons encore que la condi-
tion précédente, essentielle pour avoir une "bonne descrip-
tion" macroscopique, concerne a la fois les lois de probabi-
1ité du processus et la définition méme des grandeurs macros-
copiques.; nous retrouverons ces deux aspects dans la formu-
lation des problémes propres a la MSHE.

I1 reste maintenant a compléter ce schéma général
en utilisant notre connaissance des lois dynamiques élémen-—
taires qui gouvernent 1'évolution du systéme i 1'échelle mi-~
croscopique ; c'est précisément l'objet de la Mécanique sta-
tistique dont nous allons maintenant développer les principes
fondamentaux pour des systémes classiques. Cette section est
essentiellement consacrée a 1'étude des problémes propres aux
systémes en €quilibre ; au cours de 1l'exposé, nous nous atta-
cherons surtout & analyser les étapes du raisonnement qui
conduisent a une justification rigoureuse des méthodes de la
Mécanique statistique classique & 1'équilibre, en nous effor-
¢ant de dégager clairement le rdle respectif des lois dyna-
miques et des propriétés statistiques résultant de la nature
macroscopique du systéme.

2.2 Ensembles de Gibbs et postulat fondamental de la Mé-

canique statistique

Commengons par rappeler briévement et sans dé-
monstration les éléments essentiels du formalisme de la Mé-
canique statistique, en nous bornant pour simplifier a ses
aspects classiques. Du point de vue microscopique, un sys-
teme physique considéré comme isolé, est représenté en Méca-
nique classique par un systéme hamiltonien conservatif dont
1'état dynamique est décrit par les N vecteurs ii = (;i’ 5i)’

i=1,2,...N..., fixant la position et 1'impulsion de chaque
particule i. Du fait de 1l'évolution dynamigue du systeme, les
variables X, sont des fonctions du temps, X, » xi(t), et sont

déterminées par les équations de Hamilton qui s'écrivent,
sous forme condensée,

dx, (t) .
(2.1) =g = [xi(t),H)] z-L xi(t) ;
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H(X, X2, ;N) est 1l'hamiltonien du systéme (indépendant du
R oo

. . o
temps pour un systéme conservatif) auquel on associe 1 opg‘
rateur de Louville L défini par L = [H?]’ 1e‘s¥mbole [.J é-
signant naturellement le crochet de P01§son: Dlune manlered
générale, 1t'équation du mouvement relative a une grandeg? by -
X,,X é s explici-
namique quelcongue A(xl,xz,...xN), ne dépendant pa P

tement du temps, s'écrit avec ces notations :

dA, +> +> . +
(2.2) EEE - LA, ob A ALK, (0),%,(1), .. Ky (D).
11 est commode de représenter 1tétat dynamiqu? d‘un'tel sys-
time par un point P de 1'espace des phases ra QN dlmen§logs,
ott P est défini par 1'ensemble des coordonnées X, ; on ecri-

e . 3 s o1t
ra donc P = {il,iz,...xN} er, avec I = (A x R?)" si l'on

suppose que le systéme est contenu dans une certaine enceinte
A de volume V{(a).

Au cours du mouvement, le point repri§en§at1f P
z (X rit une
se transporte en P = (xl(t),xz(t),...xN(t)} et déc

trajectdire dans T déterminée par 1es_équations du mouviment
(2.1). Comme & chaque point P gorrespond une et une seu §f~

trajectoire (unicité des solutions pour un hamllto?len ] -
fisamment régulier), 1'évolution.dynamique du systeme enge '
dre une transformation de 1l'espace dgs phasgs T en 1u11meme 3
les équations (2.1) peuvent ainsi st'interpreter ;omm; 3? ]
transformations infinitésimales d'un groupe continu T d'au

-

tomorphismes de r, & un parametre t, tel que :

( : = . =1
(2.3) P~ Pt = Tt P,  avec TS+t TsTt , T, ,
o le point P représente 1'état initial du systéme a l'ins-
tant t = O. ) ) )

Notons qu'un tel groupe est appelé un flot hamiltonien dans
I et que les invariants de ce flot sont les constantes du
mouvement du systéme (2.1). Ceci étant, toute grandeur dyna-
mique est une fonction de phase A(P) définie sur r et appar-
tenant 4 un certain espace fonctionnel j; son évolution au
cours du temps est déterminée par 1'equa§10§ du mouvement
(2.2), dont la solution formelle peut s'ecrire :
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5y Lz
A(lt) = A(TCP) = e A(P)

1}
i

(2.4) At(P) UtA(P),

avec Ut+s = UtUs’ U, = 1,

ou Ut z exp(-Lt] représente le groupe des transformations
induites dans l'espace fonctionnel de A par le groupe Tt'

Dans le cas ou A(P) appartient 4 un espace de Hilbert, il
résulte des propriétés de Tt {conservation de la mesure, cf.

infra) que Ut est alors un opérateur unitaire de l'espace de

Hilbert (Koopman [5]).

Ensembles de Gibbs. En se référant i la notion d'ensembles
d7échantillons (E) introduite dans le paragraphe 2.1, on est
conduit en Mécanique statistique & représenter 1'état d'un
systéme macroscopique par un ensemble de copies identiques au
systéme observé, avec des états dynamiques différents mais
tous compatibles avec les données de lfobservation macrosco-
pique : ce sont les ensembles de Gibbs qui sont représentés
par des ensembles de points de l'espace I'. Pour définir de
tels ensembles, on se donne une mesure (ou distribution de
probabilité) du(xx,...xN) dans T, qui détermine le nombre de

points_reprégentatifs contenus dans 1'élément de volume
dr = dxx...de ; si 1'on suppose cette mesure absolument con-

tinue par rapport a la mesure de Lebesgue dI', un ensemble de
Gibbs est alors défini par une densité en phase

p{P) = Q(Xx;---§w) > 0, symétrique en (xl,xz,”,,iN), telle
que : ’

(2.5)  du(P) = p(P)dr , [ otpar =1,

: T
la condition de normalisation résultant de l'interprétation
de o(P) comme densité de probabilité.

Equation et théoréme de Liouville

Au cours du mouvement, les points d'un ensemble
de Gibbs décrivent une famille de trajectoires dans T et la
densité en phase po(P) devient une fonction du temps
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pt(P) = o(P,t). Ce mouvement, engendré par le flot T _, peut

t’
s'interpréter comme celui d'un fluide;deaprobagilité dans T,
de densité p(P,t) et de vitesse W = {x,,xz,,..xN}. Or,

d'aprés (2.1),ce fluide est incompressible (div W=0); de
1'équation de continuité du fluide, on déduit alors que
p(P,t) obéit & 1'équation de Liouville : '

(2.6) g% = - W.Vo = [H,p] = Lo .
i de ap : .
En mettant (2.6) sous la forme i i [p,H] = 0, on voit

qu'elle exprime la conservation de la densité en phase le
long d'une trajectoire ; on a donc pt(Pt) = p(P), soit encore

Dt(P) = p(T-tP)' La solution formelle de (2.6) peut donc

s'écrire :

(2.7) o (P) = o(P,t) = o(T_P) = e o(P) = U_0(P)
Elle permet en principe de calculer, a partir de la donnée
initiale de p(P), la densité en phase.a l'instant t, ot(P),

qui reste positive et satisfait a la  condition de normalisa-
tion (2.5) en vertu méme de 1'équation de Liouville.

. Une autre conséquence importante de 1'équation
(2.6) est le célébre théoréme de Liouville, d'aprés lequel
le volume d'un domaine gquelconque de 1l'espace des phases
reste invariant au cours du mouvement ; ceci résulte immé-
diatement du fait que pt(P) est un invariant intégral du

mouvement du fluide de probabilité incompressible, et que

p = cte est une solution évidente de l'équation de Liouville.
I1 s'ensuit que la mesure de Lebesgue dp, = dI' est une mesure
{nvariante par rappert au groupe Tt 5 cette mesure est un cas

- particulier des mesures indépendantes du temps que nous défi-

nirons ci-dessous. Si'X C T est un ensemble mesurable quel-
conque de T, on a pe(X) = uo(TtX), ou en termes de densité

de probabilité, ee(P) = 0o(T P).

La représentation d'un systéme physique macros-
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copique par un ensemble de Gibbs revient 3 décrire ce systeée-
me par le processus stochastique associé au mouvement dans T
du point représentatif Pt = ¢{t ; P) ; en effet, comme la

"position" initiale P est maintenant une variable aléatoire
de loi de probabilité o(P)dr, Pt est une fonction aléatoire

bien déterminée, ainsi d'ailleurs que toute grandeur dynami-
que At(P) = A(t,P). Mais il est essentiel de remarquer que

la loi temporelle de c& processus est rigoureusement déter-
ministe, puisque les équations du mouvement (2.1) permettent
de déterminer Pt dés que l'on a fixé le point initial P ; de

méme, 1'équation de Liouville (du premier ordre en t) permet
de calculer Qt(P) & tout instant, une fois connue la densité

initiale o(P}. On a donc affaire & un processus stochastique
ot la probabilité intervient seulement par les conditions ini-
tiales.

Postulat fondamental de la Mécanique statistique

Ces remarques étant faites, il reste & définir
les grandeurs effectivement observées i 1'échelle macrosco-
pique ; conformément & la méthode suivie, il est naturel de
les supposer égales aux valeurs moyennes AH(t) des grandeurs
dynamiques correspondantes At(P)’ calculées sur l'ensemble

de Gibbs associé & 1'état du systéme. Par définition, on pose
donc que les grandeurs macroscopiques sont données par

(2.8) &"%(¢) = {F At(P)du = fﬁ A(TzP}p(P)dr .

Comme le groupe Tt laisse invariant le volume dT, on montre

aisément que (2.8) peut aussi s'écrire M) = J A(P)ot(P)dF,

de sorte que l'on a finalement : r

* On utilise a cet effet 1'égalité I A(TtP)p(TtP)dP =
r
JFA(P)Q(P)dF, qui résulte de l'invariance de dI' par rapport

aT.
t
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(2.9) ®'(¢) = f A(T P)o(P)AT = f A(P)o(T_ P)T
T r

c'est le postulat fondamental de la Mécanique statistique qui

permet le calcul des grandeurs accessibles a l'observation

macroscopique, une fois connue la densité en phase initiale

o(P). D'aprés (2.9), on voit que 1'évolution temporelle des

valeurs moyennes (t) peut se représenter de deux maniéres
équivalentes : soit en considérant que les grandeurs dynami-
ques évoluent au cours du temps. suivant (2.4) alors que 1'é-
tat statistique du systéme o{P) demeure constant, soit au
contraire en suivant 1'évolution temporelle de ot(P) déter-

minée par 1l'équation de Liouville (2.6), tandis que les
grandeurs dynamiques A(P) restent constantes ; on notera que
ces deux représentations possibles de 1'état d'un systéme en
Mécanique statistique sont analogues respectivement aux re-
présentations de Heisenberg et de Schrddinger pour 1tétat
d'un systéme en Mécanique quantique.

2.3 Fnsembles stationnaires et Mécanique statistique a
1véquilibre

Le formalisme de la Mécanique statistique étant
ainsi précisé, il est clair que le probleéme fondamental de
la théorie est de déterminer quel ensemble de Gibbs doit
dtre associé A une situation macroscopique donnée. Or, on
sait seulement que la densité en phase doit satisfaire a
1'équation de Liouville qui permet de calculer pt(P) a par-

tir d'une distribution initiale e(P) ; comme la seule con-
trainte imposée a o(P) est d'étre compatible avec les données
de 1'observation macroscopique, le choix de la densité en

phase comporte donc une large part dtarbitraire, d'ou le re-
cours & des hypothéses de nature statistique mettant en jeu

la "préparation” du systéme a 1'instant initial. A cet effet,
‘on adopte généralement 1l'une des deux démarches suivantes® :
(i) l'une consiste i admettre 1'hypoth&se d'égale probabilité
a priori des volumes égaux de l'espace des phases (Tolman (61);

¥ Pour une analyse plus détaillée de ces questions, voir par
exemple 0. Penrose [3].
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(ii) l'autre repose sur un principe d'entropie maximum inspi-
ré de la théorie de l'information (Jaynes [7]). Mis & part
leurs implications épistémologiques, ces deux hypothéses ne
sont justifiées en derniére analyse que par leurs conséquen~
ces, c'est-a-dire par le bon accord des prévisions ainsi
obtenues avec les résultats de l'expérience.

Dans le cas d'un systéme a 1'équilibre, ces deux
hypothéses conduisent respectivement 3 la définition des en-
sembles microcanonique et canonique de Gibbs. En effet, un
systéme & 1l'équilibre statistique est représenté par un en-
semble indépendant du temps (ou une mesure invariante), tel

que ot(P) = o(P), soit encore 3p/dt = 0. D'aprés l'équation

de Liouville (2.6), on a alors [H,s] = 0, de sorte que o
peut &tre une fonction quelconque de l'hamiltonien H(P),
o(P) = p[H(P)], et éventuellement des autres intégrales glo-
bales®* du mouvement s'il en existe.

Ensemble microcanonique. Considérons alors le cas d'un sys-
teme isole a l'equilibre, dont 1'énergie est fixée ; si l'on
suppose qu'elle est comprise entre E et E+8E, ou SE représen-
te l'imprécision de la mesure macroscopique, l'ensemble des
trajectoires possibles se trouve situé dans la '"couche” de T
comprise entre les deux hypersurfaces voisines H(P) = E et
H(P) = E + 8E. L'hypothése d'égale probabilité a priori ap-
pliquée & cette situation, nous conduit i représenter l'état
statistique du systéme par 1l'ensemble microcanonique défini
par :

cte, si EH(P) <E + SE,
(2.10) p(P) =

0 , ailleurs.

* On appelle intégrale (ou constante du mouvement) globale,
une intégrale premiére conservative, indépendante du temps,
qui garde la méme valeur sur toutes les trajectoires possi-
bles du systéme, contrairement aux intégrales "locales" qui
sont attachées & une trajectoire particuliére. Une intégrale
globale telle que l'énergie définit dans T une famille ¢'hy-
persurfaces correspondant a toutes les valeurs possibles de
la constante du mouvement considérée ; pour une valeur donnée
de cette constante, toutes les trajectoires sont situées sur
1l'hypersurface correspondante ("isolating integral').
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Si 8E + 0, les trajectoires du systeme sont'confinées sur
1'hypersurface d'énergie constante EE définie par H(P) = E ;

la mesure invariante de Lebesgue induit alors sur l'hypersu?—
face EE’ 1a mesure invariante du, = duz (notons que nous uti-
liserons du, pour désigner indifféremment les mesures micro-
canoniques (2.10) ou (2.11)) donnée par :

§(H-E)

1 do
d B = 3
" [;S(H(P)_E)dp (E) TgradH(P)|

(4olzg) = 1, 2(B) = | S[H(P)-ENI) ,

L]

(2.11) du,

ol do est 1'élément de surface sur ZE et ot la mesure 9(E) de
1lthypersurface g est appelée la fonction de structure du

systéme. La mesure invariante (2.11) définit 1l'ensemble mi-
crocanonique sur 1'hypersurface ZE ; elle engendre sur ZE un

processus stochastique stationnaire qui décr%t.le comporte—
ment macroscopique d'un systeme isoleven’egu}llbre, les gran-
deurs macroscopiques étant dans ce cas définies par les
moyennes microcanoniques {(ou moyennes en phase) :

—_ i ‘ do
(2:12) &' = f A(P)due = orEy !zEA(P) [grad A(P)] °
T

Fnsemble canonique. Considérons maintenant le’cas ou le sys-
Tome n'est pas isolé mais peut échanger de lténergie avec
son environnement (interaction avec un the?mostat par exem-
ple), de telle maniére que seule son €énergie moyenne soit
fixée. L'application du principe de Jayn?s conduit alors a
décrire 1'état statistique dfun. tel systeme par 1tensemble
canonique de Gibbs défini par :

(2.13) o(P) = % exp[-BH(P)], (Z = jrexp{—eH(P)]dr =

o«

f exp(-BE)Q(E)dE),

0

qui représente la distribution de l'énergie d'un systeme en
contact thermique avec un thermostat ; dans ce cas, B est
inversement proportionnel a la température Ehermodynamlqu? T
(8=1/kT) et la constante Z est la "somme d'états" du systeme
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qui permet le calcul des fonctions thermodynamiques usuelles®.

Si 1'on revient maintenant aux questions fonda-
mentales évoquées dans 1'Introduction, on voit qu'elles se
raménent, dans le cas de systémes en équilibre, a justifier
l'utilisation des ensembles microcanonique et canonigue dé-
finis ci-dessus. Pour &tre en accord avec 1l'expérience usuel-
le, il faut en fait montrer que, pour un systéme isolé, les

valeurs moyennes K“(t)idéfinies par (2.9) tendent lorsque

t + = vers une limite précisément égale 3 la moyenne micro-
canonique {2.12) ; dans cette perspective, on doit donc éta-
blir sous quelles conditions un tel résultat peut étre déduit
rigoureusement des lois de la dynamique appliquées a des du-
rées infiniment longues. On est ainsi conduit 2 étudier les
propriétés statistiques des ensembles de trajectoires dlun
flot hamiltonien, ce qui constitue 1'un des aspects de la
théorie ergodique.

2.4. Propriétés ergodiques des systémes dynamiques. Le
probléme ergodique a trouvé son origine dans les tentatives
faites pour établir un pont entre la description statistique
dfun systéme macroscopique et le comportement dynamique de ce
systime sur de trés longues durées. Bien que posé dés les
débuts de la théorie cinétique des gaz par ses fondateurs
(Maxwell, Boltzmann}, ce probléme n'a requ une formulation
mathématique rigoureuse qu'a partir des années 1930. Un expo-
seé, méme succinct, de la théorie ergodique sortant évidemment
du cadre de cet article, nous nous bornerons & en rappeler
les résultats les plus significatifs pour les besoins de la
Mécanique statistique’™t,

- 51 l'on considére un systéme conservatif et iso-
1é, son evolution est représentée dans l'espace des phases
par une séule trajectoire située sur une hypersurface d'éner-

* Rappelons que l'on définit également, dans le méme esprit,
des ensembles grand-canoniques avec un nombre variable de
particules.

## Pour un exposé plus détaillé, on consultera par exemple
les ouvrages de Halmos [8], Arncld et Avez [9], Sinai [10].
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gie constante ZE ; la connaissance de cette trajectoire,
ainsi que celle de la valeur instantanée A(Pt) d'une grandeur

dynamique quelconque, implique évidemment 1'intégration de
toutes les équations du mouvement. On remarque alors que
1'observation macroscopique d'une grandeur A ne porte jamais
sur sa valeur instantanée, mais qu'elle permet seulement

T .
d'atteindre sa valeur moyenne temporelle A(Pti » prise sur

un certain intervalle de temps T (durée de liobservation) 5
or T est généralement grand par rapport aux echelle§ de temps
qui caractérisent 1l'évolution microscopique du systéme ; com-
me ces valeurs moyennes ne peuvent elles-memes etre calcu-
lées que si l'on comnait effectivement la trajectoire de Pt’

on est donc amené & considérer leur comportement pour T » o,

clest-d-dire & étudier les limites des moyennes temporelles :

T
@ . T .1

(2.14) A(P) = lim ATP) = lim TI A(P )dt ,

. t T+ T 0
1'objectif poursuivi étant de montrer que cgs-liwiFes ne dé-
pendent pas de 1'état initial et peuvent s‘;dentlfler aux
moyenne$ microcanoniques (2.12). Ctest 1'objet de la thgorle
ergodique qui se décompose essentiellement en deux arzles :
(a). prouver l'existence des moyennes temporelles A?Pti 3
(b) établir dans quelles conditions ces limites sont les me-
mes pour toutes les trajectoires, ce qui 90nst1tge 1'ergodi-
cité proprement dite et entraine 1'égalite A(Pti = AMe,

‘a. Théorémes ergodiques. Ils permettent de prou-

ver 1l'existence des limites AiPti pour divers -types d'espa-

ces fonctionnels : si A(P) est une fonction somTable,.

A(P) € L,(T,u,), on a une convergence presque sure (Birkhoff),
si A(P) est de carré sommable, A(P) € L,(T,u,), on a une con-
vergence én moyenne quadratique (Von Neumaqn,‘Hopf, .:.),

etc. Mentionnons, a titre d'exemple, le théoreme de Birkhoff ;
i1 s'énonce : si @ C T est un ensemble invariant de T (par

exemple 1'hypersurface XE)‘et si A(P) €L,(I,u,) est bien

définie sur @, on a
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T

T ¥
(2.15) 1lim 1 I A(Pt)dt = A (P), p.p. (presque partout),
T+ 0

c'est-i-dire sauf, peut-&tre, sur un ensemble de mesure nulle
(par rapport & u,) ; de plus, la limite AF(P) € L,(T,u,)
posséde deux propriétés’ importantes : (i) elle est invariante
par rapport au flot T . soit A”(TtP) = A®(P),p.p., de sorte

que A (P) est constante sur chaque trajectoire ; (ii) si, de
plus, No(EE) (ou u,e(Q)) < =, on a aussi :

(2.16) | a"tPaw, - [ @, -7

L )

E E

b. Ergodicité et transitivité métrique. D'aprés

ce qui précéde, on voit que Te résultat recherche sera
atteint si A“(P) est indépendante de P. La condition néces-
saire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que le flot
Tt posséde la propriété de transitivitd métrique, c'est-a-

dire que l'hypersurface Ly (ou plus généralement ltensemble

invariant 9) ne puisse &tre décomposée en deux sous—ensembles
Invariants et de mesure strictement positive¥. Si cette con-
dition est satisfaite, on déduit immédiatement de 1tinvarian-—
ce de A¥(P) que cette limite est constante presque partout
sur Ip (ou ) et que l'on a d'aprés (2.16) :

- —
(2.17) AP = e
c'est la propriété d'ergodicité, qui est donc équivalente a
la transitivité métrique et qui exprime 1'égalité des moyen-
nes tempqrelles et des moyennes en phase (ou moyennes micro-
canoniques) ; on a ainsi ramené le calcul des limites AiPtiw

4 celui des moyennes en phase, c¢'est-a-dire a un probléme zéo-
métrique ne demandant pas 1'intégration des équations du
mouvement . Remarquons que la propriété de transitivité mé-
trique pour l'hypersurface ZE revient a admettre que 1l'éner-

¥Notons que cette propriété exprime dans un langage mathéma-
tiquement correct l'idée intuitive de Boltzmann selon laquel-
le la trajectoire d'un systéme ergodique "remplit" toute
1thypersurface ZE.

105

gie H(P) = E est 1a seule intégrale premiére globale ("iso-
lating integral") du systéme ; c'est donc une hypothése trés
forte sur la structure dynamique du systéme et, bien que 1l'on
connaisse maintenant de nombreux exemples de systémes ergo-

diques, on ne dispose pas de critére général permettant de
reconnaitre si un systeme dynamique quelconque est ergodique.

Pour la Mécanique statistique, le point important
est le suivant : pour un systéme ergodique, ld seule mesure
invariante, absolument continue par rapport-d la mesure de
Lebesgue 4T, est la mesure de Lebesgue elle-méme ; ainsi, se
trouve justifide, & partir d'arguments tirés de la dynamique,
1'utilisation de 1l'ensemble microcanonique pour décrire 1'é-
tat dfun systéme isolé. On remarquera toutefois qu'il faut

admettre que les grandeurs macroscopiques sont bien représen—
X
tées par les limites AZPti ; or ceci n'est physiquement ac-

ceptable que pour des systémes & l'équilibre, pour lesquels
1a durée d'observation doit &tre suffisamment longue pour que
1tétat d'équilibre soit effectivement atteint. Par contre,
1tergodicité ne permet de tirer aucune conclusion concernant
les processus de relaxation vers 1'équilibre, puisqu'elle
détermine seulement lfétat moyen du systame sur de trés lon-
gues durées.

c. Mixing. La propriété d'ergodicité ne suffit
doric pas pour servir de fondement 3 la Mécanique statistique,
pour laquelle il faut prouver la convergence de la valeur

moyenne instantanée E"(t) vers la moyenne microcanonique EHe,
Ce résultat peut &tre établi si le systéme dynamique possede
la propriété de mixing qui constitue une exigence sur la na-
ture du systéme plus forte que Ltergodicité.Par définition, un

flot hamiltonien sur ZE,(ou sur un ensemble invariant 1) est
mixing si, étant donnés deux sous—ensembles mesurables guel-
conques X et Y & Iy, ona :

(2.18) lim uo(T.X NY) = we(Xue(Y), welZg) =15

il

comme 1'ensemble Y est quelconque, cette condition exprime le
fait que l'ensemble TtX s'étale uniformément sur Iglorsque
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§’;.m: Du po%nt de vue de la Mécanique statistique , cette
d: ;nltlon n ?EF en fait significative que- pour des ensembles
esure positive ; on rejoint ainsi, é 2
; 3 0 1, enoncées sous une for-
Q:nglgzﬁrguseé %esEﬁdeeg de ??bbs (développées systématique-
- et T. Ehrenfest ({11]) dtaprs
e ar P. e res lesquelles 1'ji
reversibilité macroscopi hoc s strue
2 que est une conséquence de 1 '
ture granulaire ("coar ‘ni o dos phases.
: se-gratning"} de l'espace d
: ar: ral es phases
imposee par les conditions mémes de 1'observation magrosco~

pique ; nous verrons, dans i i i
DS ous v MSHE_,3 la section 3, l'application de

Pour les besoins de la Mé i
. a Meécanique statistique, i
igt(gtiéi ge donnér une définition équivalente de 1a grogr;é«
e 1é 2 tags le lagggge fonctionnel : on peut montrer (9]
ot 1. est mixing si, et seulement si,

(2. im{A_{
(2.19)  Lim{A_(P),B(P)), = (A(P),1),(1,B(P), = e BHe,

T+

zgmiggi et B{f)‘so?t deux fonctions quelconques de carré
so r0d§3t501L1A(?;, ?(?)'E Lo(T,ue), et olt (A(P),B(P))s est

produit scalaire defini sur L,{r,p,) avec la mesure u

]

(soit (4,8), = | 6t
soit (4, )e . AB du,). De la propriété (2.19), résultent
immédiatement deux conséquences importantes

- (i) E
) En remarquant que (At,B), = <AtB> est la

éinggéin de corrélation temporelle des deux fonctions A(P)
NS pour un systeme en équilibre, on voit que cette fonc
t o N 0y a B -
corrélation satisfait 3 la relation (2.19) si le s¥s
@ SIS -

téme est mixing. Pour la F .
t . onction dautocorrdélati
le <Até>, on a de méme atron temporel-

(2.20) Zlim<A _a> = (F¥ A

ti: AA> = (AT0)F = <2 (BM 5 <)
6?2132 El la fongtion A(P) est telle que <A> = 0 {(par exem-
p + A =v., vitesse de la particule i), (2.20) devient

" .
(2.21) 11m<AtA> =0 , (<& =0),

bl
qui montre que, pour un systeém ixi
‘ m : : v e mixing, la fonction d'auto-
corrélation relative 4 une telle fomction A(P) tend s 2e
ro lorsque t » =, o e mee
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- (ii) Si B(P) représente une densité en phase
initiale hors d'équilibre o(P), satisfaisant seulement ala

condition de normalisation "% = 1, on voit d'aprés (2.8)
que la propriété de mixing (2.19) entraine la relation :
(2.22) 1im(A _(P),P(P))s = lim () = A"

t-bm t«»m
qui exprime bien la relaxation des valeurs moyennes instan-
tandes A" (t) vers les moyennes microcanoniques,ﬁu°. Comme
l'on a d'autre part, d'aprés (2.9), 2 (¢) =~(A(P),ot(P))o,

(2.22) s'écrit encore : lim(A(P),e (P))q (A(P),1)4(1,0(P))q
t+o ‘Ku [ 5’” 0 _ Ku °
. - b

]

d'olt 1'on peut conclure que : pour un systéme mizing, toute
distribution (ou mesure) absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue du,, tend vers la mesure de Lebesgue
lorsque t + @ (au sens de la convergence définie ci-dessus).
C'est la propriété désirée pour que la Mécanique statistique
puisse rendre compte des processus de retour & l'équilibre.

Mais ce résultat n'est obtenu qu'au prix d'une
hypothé&se sur la nature du systéme, hypothése qui est encore
plus. forte que celle de l'ergodicité. Il est aisé, en effet,
de voir que le mixing implique la transitivité métrique
prenons Y = X dans (2.18) et supposons X invariant ; on a
alors T X NX = X et, a la limite, uo(X) = [, (X)]?, d'ou

Ho(X) = 0, ou 1, ce qui établit la transitivité métrique et
donc 1l'ergodicité du flot Tt' Par contre, la réciproque n'est

pas vraie car on sait construire des modéles simples de sys-—
témes ergodiques qui ne sont pas mixing (cas des translations

ergodiques du tore [9]

d. Systémes dynamiques a propriétés stochastiques.
v Théoreme de Sinai.
Compte tenu des résultats précédents, 1'étude des fondements
de la Mécanique statistique se trouve ainsi orientée vers la
recherche et la construction de modéles présentant les pro-
priétés requises d'ergodicité et de mixing. Ces problémes re-
lévent de la théorie générale des systémes dynamiques abs-
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traits qui a connu derniérement d'importants développement
dont nous ne pouvons rendre compte ici (4 ce propos, voir .
tamment Arnold et Avez [9] et les références conten&es d .
cet oyvrage). Nous nous bornerons seulement a souligner ins
progres significatifs réalisés dans deux domaines ii ortazzs
pour notre sujet : (i) les résultats relatifs a la ssabilit'
des systemes "intégrables! (théoréme KAM) et la mise en évii
d@nce.§'une zone de transition stochastique entre trajectoi
regulleres.et trajectoires "chaotiques" ; (ii) les nombreu;res
travag% qui ont permis de montrer l'existence et d'étudier les
5§opr1etes de classgs de systeémes dynamiques i caractéres
ortgment stochastiques” (C-systémes, K-systémes), qui sont
efgodlques et mixing et présentent une trés grande’instabil'
te par rapport aux conditions initiales. .

. Du point de vue de la Mécanique statistique, la
quest10n~se pose alors de savoir si l'on peut construiré d
tels mede%es qui soient en méme temps suffisamment réalist:s
pour décrire des systémes physiques. Le résultat le plus i
por;ant’ob§enu ju§qu:é maintenant dans ce sens est lg thégg;-
giasi.Sznat relgt%f*a un systéme constitué de N sphéres dures

lastiques (N f?nz) , contenues dans une boite de dimensions
flg1e§ aux parois parfaitement réfléchissantes (billards). C
theorgme nous apprend qu'un tel modéle est un K-systéme ql.lide
§g§§e‘ez)entre autres, la grgpriété de mixing (et donc d'er-
i _1§1t§ étcg.resultat a été effectivement démontré pour
_ 2, 3, ien que . N - .
Soit tontidéréccomme acquise, 1a dénonstracion complive ne sen
Sgie comsice = » la démonstration compléte ne sem—
p oir encgre‘ete explicitée [12]. Une conséquence im-
?;rzi?te dg i? theoreye\peut alors étre tirée de la relaéion
1a.Vite;531+ g? con51de?e, par exemple, l'autocorrélation de
e‘vi une particule i quelconque, on a pour tout

systéme fini de N sphéres,

3

(2.23) 1lim <$i(t)$i(0)> =0

trw

. >
ui i S
p* sque v, est une fonction de carré sommable, telle que
St 0. Il faut souligner qu'il s'agit 1i d'un résultat de

* Ce modele est appelé parfois gai'de Boltzmann-~Gibbs.
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dynamique générale, valable quel que soit N, grand ou petit,
contrairement 4 l'intuition physique selon laquelle la dé-
croissance des fonctions de corrélation ne pourrait étre ob-
tenue que si N + ® ; nous verrons plus loin une autre consé-—
quence importante de (2.21), 4 propos du calcul des coeffi-
cients de transport.

2.5 Limite thermodynamique et Thermodynamique statistique

Etant donnés ces résultats remarquables, on est
conduit 4 se demander si la propriété de mixing est suffisante
pour servir a elle seule de fondement a la Mécanique statis-
tique. Il est clair tout d'abord qu'elle est certainement mieux
adaptée que 1'ergodicité aux besoins de cette discipline, puis-
qu'elle permet de prouver qu'un systéme, initialement hors
d'équilibre, tend & évoluer vers un état d'équilibre. Toute~
fois, la théorie générale vaut pour des systémes dynamiques
quelconques, quiils soient microscopiques ou macroscopiques,
et elle ne donne pas d'indication sur la rapidité du proces-
sus d'uniformatisation (temps de relaxation), dont la durée
devrait étre assez courte a 1'échelle macroscopique pour que
1'état d'équilibre soit effectivement atteint. De plus, les
résultats obtenus concernent seulement les valeurs moyennes
I¥(t) des grandeurs dynamiques alors que, du point de vue de
1la Mécanique statistigque, on doit encore justifier 1'identi-
fication de ces valeurs moyennes aux grandeurs macroscopiques

effectivement observées.

Si 1'on, se référe alors a 1'approche stochastique
exposée dans le § 2.1, on voit qu'une telle justification sup-
pose nécessairement que la valeur instantanée de la grandeur
dynamique A(Pt)’ relative a 1l'un quelcongue des systémes de

l'ensemble, ne s'écarte pas sensiblement de sa valeur moyenne
A¥(t) ; autrement dit que le carré moyen des fluctuations

= m -
‘(A(Pt) - R¥(t))?" reste trés petit compare a (A%(¢))?, dans

le cas d'une grandeur extensive (qui croit proportionnelle-
ment 4 N). Or il est bien connu dans la théorie des fluctua-
tions A l'équilibre, que la dispersion D{A) d'une grandeur
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extensive est proportionnelle au nombre N de particules™, soit
avec nos notations :

) - o
2.24) D(A) = (A(P) - A" % = o(N)

1

de sorte que,;les fluctuations, égales & [D(A)]?, sont de
1'ordre de N2 ; bien que grandes en valeur absolue, leur va-

. ST . 1
leur relative, comparée i A¥o(=0(N)), décroit avec N-3 puis—
que l'on a : [D(A)]2/A¥e. ~ O(N-Z). On en conclut que la va-~
leur relative de ces fluctuations est négligeable dés que N
gst trés grand et qu'elle devient nulle lorsque N + = ; ce
n'est donc qu'a cette limite que la valeur moyenne AMe si elle
existe (!), peut &tre rigoureusement identifide i la grandeur
macroscopique observée. On constate ainsi que la propriété de
mixing est insuffisante, & elle seule, pour justifier les mé-
thodes de la Mécanique statistique ; nous verrons d'ailleurs
un autre exemple de cette insuffisance au paragraphe suivant.
Comme 1l'on pouvait s'y attendre intuitivement, il est donc
nécessaire de tenir compte du caractére macroscopique du sys-
teéme en considérant le passage 4 la limite N + o,

Pour donner
une formulation plus précise A ces idées générales, on est

conduit, dans le cas de 1'équilibre, a effectuer le passage a
la limite des "grands systémes" ou limite thermodynamique,
dans laquelle NVE,V » = de telle manidre que les rapports

NN +mn, E/V > e, olt les constantes n et e sont respectivement
la densité numérique et la densité d'énergie du systéme. On
doit alors étudier les propriétés limites du systéme en vue

de montrer que les valeurs moyennes de la MSE existent effec-
tivement 4 cette limite et qu'elles stidentifient aux fonc-
tions thermodynamiques usuelles. On peut ainsi obtenir une
déduction rigoureuse®des résultats de la Thermodynamique sta-
tistique, a partir des principes fondamentaux de la Mécanique

* Ce resultat a été rigoureusement démontré par Khintchine

L
la démonstration est en fait une application du théoréme limi-
te fondamental du calcul des probabilités, en accord avec
l'argumentation de ce paragraphe.

[13] pour des fonctions sommatoires du type A(P) = | Ai(;i) }

et
ks

On voit ici avec plus de précision, ce qu‘il faut entendre
par "résultats rigoureux".
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* . - '3 » Vd
statistique ; naturellement, la possibilite d'uge te}le dé-
duction dépend étroitement de la nature de l'hamiltonien,
donc des propriétés du potentiel d'interaction entre les par-
ticules du systéme. ‘

Du point de vue des fondements de la Mécap%que
statistique, on peut aborder ce programme de}deux‘man1er§s
différentes. L'une d'elles consiste a considérer le‘systeme
physique comme isolé, et 3 admettre gu'i} est ergodlqu?’et
que son énergie est connue avec une imprécision SE ; 1l'état
statistique de ce systéme est dans ce cas décrit par 1'ensem—
ble microcanonique (2.10). Les théorémes sur la 11m1te‘theym9—
dynamique permettent alors de prouver l'ex1§tence.de la dgn51a
té d'entropie s = s{n,e), lorsque*ie potent%el d‘lpteractlon
est "stable et fortement tempéré"” , conditions qui sont sa-
tisfaites par la plupart des potentiels usuels. On obtient
aussi des résultats analogues pour les autres fonctions ther-
modynamiques, en vertu de l'équivalence thermodynamique des
ensembles microcanonique; canonique et grand-canonique, qui a
pu &tre rigoureusement établie 4 la limite thermodynamique
pour certains types de potentiel.

Dans une autre approche de ces problémes, on
s'efforce de tenir compte des situations habituellement envi-
sagées par la Thermodynamique, en'considérant le systéme phy-
sique, non plus comme isolé, mais comme étant en contact ther-
mique avec un "grand systéme" (thermostat). On suppose que le
systéme peut échanger de 1'énergie avec ce thermostat, bien

¥Pour souligner encore l'importance de cette notion de limiFe
thermodynamique, il convient d'en signaler.deux au?rgs consé—
quences : 1'élimination des effets de parois (conditions auﬁ
limites), nécessaire 4 la définition de grandeurs “globales",
et la possibilité d'interpréter les transitions‘de phase com-
me des discontinuités des grandeurs thermodynamiques.

#%*Pour la définition de ces termes, voir les‘exposés d'ensem-
ble de D. RUELLE [14] et R.B. GRIFFITHS (15] ; rappelons que
les premiers résultats rigoureux dans ce domain§ sont du§,
pour 1l'essentiel, aux travaux de Ruelle et de Fisher, qui ont
été suivis de nombreux autres.
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2 . . .
gzerigzﬁgrizel?ilnte?actlon sa%t considérée comme négligeable
et e:z:gl?’du‘systeme global ; l'hamiltonien H du
Syshome globa tp s'écrire dans ce cas : H = H, + H,, ou H
5 ;t ds the?men: respectlYement les hamiltoniens du éystémé
global est ergoging ég)éuzlsigognadm?t o rée v fores
E, son état statistique est déériteggiel?:gsggii: Sicifiizoa

g?g?eeig.ﬂ)% duo = [a(E)] 's(H-E) = [2(E) " s(H-E,-E,), on
g st fonction de'structure du systéme global et,E et
ténant Comrg;e; rispecFlves du systéme et du thermo;tat. én
B p(cf eth 101.de composition des fonctions de struc-
tribution’en péaselgzcglzié[lz]) o Togtre e ok de dis-
avec le thermostat, estydongzecggil?ere (1), en interaction

(2»25) px(Px) = Qz[E"HL(Px)]/Q(E);

ou P i
i étezg gn g:zn; d; 1'e§pace des phases relatif au systéme
s therméstat 3 onctlog de structure du thermostat. Com-
Systime (1o edﬁ suppose "beaucoup plus grand" que le
syseeme (1 ﬁar 1rec erche la valeur limite de p,(P,) qui est
Liniiaine pay e ;omportgment des fonctions de structure 3 la
oo ynamlque: S% 1l'on considére, par exemple, le
T sons oeocaceier ie dyun erés grand nombre N, 42 parti-
Les r n gaz idéa ! i
E?:ogzzel}izlte fondamental du calcul des p;oiagifiégztlon fu
a, lorsque N, + =, o nen

(2.26)  0u(Py) = 27" expl-gH,(P,)]

*

ou B = QL(E) i
o résu1égfj/ng($)‘est l'inverse de la température absolue
ce resul envin:ziaezgndu au cas ol les particules du thermo;
ction par Rechtman et P )
at s . int 1§ F enrose [16]. Ai
ieprégzngustlfler 1:utlllsatlon de 1l'ensemble caéongqu:lnsl
er un systeme physique en interaction avec un tgeir

mostat & la températur -1
e (ks) ; O
qostat @ . 3 on remarquera d'aill
1'en;££§iencg entre cette description et celle fourni:urs e
Lyonsen : mlc?ocangnlque tend & disparaitre pour un grgzg
' » en raison de 1'équivalenc 3
mite thirmedyomios e de ces ensembles i 1a li-
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Les raisonnements précédents permettent ainsi de
donner une base mathématique rigoureuse aux concepts fonda-
mentaux de la MSE, et mettent en évidence la nécessité du
passage a la limite N + . Dans cette démarche, on distingue
clairement quel est le réle respectif qui est imparti d'une
part & la dynamique du systéme et d'autre part 3 ses dimen—
sions macroscopiques (N treés grand) ; (1) en admettant les
propriétés d'ergodicité et de mixing, on justifie d'abord
1'utilisation des ensembles stationnaires de Gibbs pour dé-
crire 1'état d'équilibre du systéme ; (2) par le passage a la
limite thermodynamique, on montre ensuite que les valeurs
moyennes de la Mécanique statistique tendent effectivement
vers les grandeurs thermodynamiques usuelles. Comme les sys-—
témes physiques réels ont toujours, en théorie classique, un
nombre N trés grand mais fint de particules, on peut donc
prévoir que les grandeurs macroscopiques observées effectue~,
ront de petites fluctuations (d'ordre de grandeur relatif N"Z)
autour des valeurs prévues par la Thermodynamique, l'existence
de ces derniéres étant garantie par les théorémes sur la limi-

te thermodynamique.

T1 est important de remarquer que 1la démarche pré-
cédente met en jeu deux passages 3 la limite successifs, dont
l'ordre n'est pas indifférent : on effectue d'abord la limite
T » » (ergodicité et mixing), puis la limite N + » {limite
thermodynamique), ce qui revient & donner une certaine pré-
pondérance aux considérations dynamiques. Cependant, du point
de vue de la Mécanique statistique, il peut apparaitre utile
de mettre l'accent, er premier lieu, sur la nature macrosco-
pique du systéme, donc d'envisager la démarche inverse con-
sistant a4 effectuer d'abord le passage a la limite N + = 3
nous verrons d'ailleurs, dans le. paragraphe suivant, un exem-
ple de problémes relevant de la MSHE oli cette autre démarche
s'impose si 1'on veut rendre compte des propriétés dissipati-
~pes d'un systéme hors dtéquilibre. On est conduit dans ce cas
3 considérer d'emblée des systémes infinis, au lieu d'une
suite infinie de systémes finis, et a étudier 1'évolution tem-
porelle de tels systémes, notamment leurs propriétés d'ergodi-
cité et de mixing. Cette approche a donné lieu & de nombreux
et importants travaux (voir notamment Ruelle [14], Penrose [3]
et Lanford [2]) dont 1'analyse sortirait du cadre de cet ar-
ticle ; nous nous bornerons simplement a signaler. que la des-
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cription de 1'évolution de systémes infinis hors d'équilibre
rencontre des difficultés mathématiques qui n'ont été que par-
tiellement surmontées.

2.6 Limite thermodynamique et théorie du transport au voi-
sinage de l'equilibre .

I1 nous faut maintenant examiner un autre exemple
de l'insuffisance de la'propriété de mixing qui concerne plus
particuliérement les fondements de la MSHE : il est dii & un
intéressant argument de Lebowitz [1a], portant sur la défini-
tion des coefficients de transport.a partir de la théorie de
Kubo [17]. On sait en effet que la connaissance de 1tétat
d'équilibre d'un systdme permet également de décrire ses pro-
priétés hors d'équilibre dans un état faiblement perturbé par
rapport a 1'équilibre ; ceci est une conséquence des relations
de "fluctuation-dissipation" qui relient les effets dissipa-
tifs (phénoménes de transport), se manifestant dans un état
voisin de 1'équilibre, 3 la régression des fluctuations du
systéme 4 1'équilibre. Une formulation trés générale de ces
relations peut &tre déduite de la théorie de la réponse liné-
aire de Kubo, d'aprés laquelle la variation macroscopique
d'une grandeur gquelconque due i une petite perturbation du
systeme est égale & 1'intégrale sur le temps de la fonction
de corrélation a 1'équilibre des grandeurs microscopiques cor-
respondantes. Comme ces fonctions de corrélation sont en re-
lation avec les fluctuations du systéme & 1téquilibre, on voit
que le processus stochastique stationmaire associé 3 la mesu-—
re du, permet aussi de décrire l'évolution hors dtéquilibre
de systemes "peu éloignés" de 1'état d'équilibre : ainsi se
trouve mis en évidence un lien important entre Mécanique sta-
tistique & 1'équilibre et hors dféquilibre.

De ce point de vue, 1'étude des phénoménes de
transport devient une application particuliire de la théorie
générale de la réponse linéaire ; on en déduit que les coeffi~
cients de transport s'expriment, i 1'approximation linéaire,
par des intégrales sur le temps des fonctions d'autocorrdla-
tion temporelles des "flux" correspondants. Comme ces flux
peuvent s'écrire en termes de crochets de Poisson, les coef-
ficients de transport sont donc définis par des intégrales

temporelles de la forme f0<AtA>dt,o& les fonctions de phase
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| <2 les de
= = ce sont les formu

A(P) sont telles que A = la,nl i las form o
ns que l'on a alors <A> =<gw> = a_E.<a>

1tétat d'équilibre étaht.indépenda?t§s
le coefficient de diffusion de la lol

Green-Kubo. Remarquo

les valeurs moyennes a
du temps. Par exemple,
de Fick est donnee par :

(2.27) D= fo ev  (Dv, (0P,

avec dans ce cas, A = Vix? a = qy,-

'\ -Jé
Ceci étant, supposons que_lg gystemiizzgzzd?réi
itué d! nombre fint de par : 3
ixi et constitué d'un " : Loules ;
iszizl?;nﬁ }, les fonctions d'autocorrélation précéd
2 s el

l'on:a
i 3 tion (2.21), de sorte que )
Sitkifong aigizqieli fei? Mais, d'ap;és les formules de Green
< + s
t

B
KUbO, la UaleUI des Coef‘flClenCS de tIaIlSPOI t est don-“-eenpal
depelld dOHC de la Iapldlte de 1eul deCI glissance 10! Sque t+ @

i, a. T ux
On voit ainsi quel est 1'1nteri?’de§ ngﬂbgzmpor_
‘ és a 1'étude
i $té ré ent consacres a
ui ont été recemm 0 ‘ w compor
travitxdzs fonctions d'autocorrélation temPo?eliz Eentignﬂer
Eem?r ar exemple [18]) ; nous ne pquon? 1c1d2CTOissance
v:lprgblémes en rappelant toutefois quiune ,
ce s

3*
/t)d/z semble maintenant bign ?tabll?ri—
jaxation exponentielle qui n'est vet
s durées de 1'ordre de quelques &
temporelles" des fonctions de
i1 est facile de montrer que
1'intégrale tem?orelle des
également vers Z€ro lorsque
(r,ug), on a

asymptotique en (to
contrairement a la re
fiée que pour de courte
(probléme des longues'"queues.
corrélation). Quoiqu‘}l en soit,
si le systéme est fini et mltlng,
ions d'autocorrelatlog en
ionCtlﬂga 19 ]. En effet, si A(P) et a(P)E 1,
- o B ° .
‘d'abord (avec A(t) = At(P)) :

! T da _ (a(T),A) - (a,A)
(2.8 | (aw,mae = | (G- GO,

¢ ou d est 16 HO!(\bIe de dlmeuSlOIlS de 1 eSpa.Ce phyS].que et to
le temps de llb13 pa!:DuIs “ID) €n.
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or, si le systéme est mixing, on a par définition -

(2.29)  lim (a(T),A) = <a><A> = 0
T+

puisque <A> = 0, C 1 2 . d

Pt ' one lton a également ('a,A) = (a,a%]

=35 3g~> = 0, il vient d'aprés (2.28) :

(2.30) '1imf
T

3

(Am,A‘)dé =0 .
] K

S:Se? conilutdqug les coefficients de transport définis par
ormules de Greén-~Kubo sont nuls i &
or 0S¢ ; Si le systéme est Ffint
:;mzzxtng. En vertu‘du t@eoreme de Sinai, il en est‘ains{ no-
tituzn; p;ur ﬁ; mad;le dit de Boltzmann-Gibbs (systéme cons
€ N spheres dures, avec N fini) d i “
eres % ont on connait 1l'im-
portance en théorie cinéti m
r que des gaz ; en particulier, 4!
. . N a—
ggss (5.27?, le coefficient de diffusion D d'un tel sy;téme
nul puisque v 2
puisq 1x et 94, Sont de carré sommable dans le cas

d'un systéme fini.

. . .
Sropristé d L argument pFecedent montre clairement que la
Comgte d:s e le}qg’esg a elle seule insuffisante pour rendre
propriétés dissipatives d'u &
. n systeme macroscopique
Si?i le cas d'un systgme fini, elle permet seulement de gég '
ert iignéaipegF de 1'irréversibilité macroscopique, celui qui
a decroissance des corrélatio v
ns au cours du tem ;
par contre, l'aspect dissipati Enomé res
3 I patif des phénoménes m copi
échappe i cette descripti i s conpte o
ription, si l'on ne tient
¢ : y as compte du
Caractere macroscopique du & 1 .
Arac systeme. Pour obtenir d
dissipatifs non i Monsiderer 128
nuls, il faut nécessai idé
limsipaiifs, » il sairement considérer la
grands systeémes" + i
modynaniane oo ys ' N + = en prenant la limite ther-
Tinamiue onctions d'autocorrélation avant d'effectuer
gration temporelle ; les coefficients de transport sont

alors définis par des expressi .
thermodynamique) : pressions de la forme (1lmth = limite

T
3 ua [
31) %i: 0 11mth (A(t),A)dt.

ans ¢ cas en effet 1

D n e 9 ar gument pl ecedent ne s appllque pas
a l S te le que q ne sont plus ne-
car e fOIlCthllS du type a ( l 1 )

cessairement de carré sommable ; on ne peut donc pas conclure
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3 la validité de (2.29), méme si l'on a <A _A> » O pour
A € L,(r,u,), de sorte que la corrélation (a{t),A) peut ten-
dre vers une valeur différente de zéro pour T + .

Pour obtenir des résultats rigoureur dans la théo
rie linéaire du transport, on est ainsi amenéd 4 prouver d'a-
bord 1'existemce des expressions du type (2.31) ou intervient
la limite thermodynamique des fonctions de corrélation. Comme
les deux passages & la limite considérés doivent étre néces-
sairement effectués dans 1'ordre indiqué (sous peine de re-
tomber sous le coup de 1l'argument de Lebowitz), on voit que
la théorie de Green-Kubo fournit un exemple de la situation
évoquée au paragraphe précédent, dans laquelle le passage a
la limite N » o doit précéder 1'étude de la limite temporelle
T » » ; on ne peut donc établir cette théorie sur des bases
rigoureuses qu'en traitant les problémes posés par la des-
cription de 1'évolution temporelle de systémes infinis (3 la
limite thermodynamique). Rappelons toutefois que la défini-
tion (2.31) des coefficients de transport ne vaut que pour
des systimes peu éloignés de 1'état d'équilibre ; la formu-
jation de Green-Kubo ne constitue donc qu'un aspect de la
théorie des phénomeénes de transport qui peut &tre également
abordée dans le cadre de la théorie cinétique, comme nous le
verrons dans la section suivante,

, En conclusion, on remarquera que l'exemple pré-
cédent a permis non seulement de montrer le réle fondamental
de 1a limite thermodynamique dans ce probléme de MSHE, mais
aussi de mettre en lumiére deux aspects distincts de l'irré-
versibilité, auxguels correspondent deux types dtévolution :
d'une part, les processus d'uniformisation (ou de "mélange
de phases") dans I', qui ne produlsent pas dtentropie ; d'autre
part, les processus qui donnent lieu 3 une-certaine dissipa-
tion (& 1'échelle macroscopique), et auxquels se trouve tou-
‘jours associée une production d'entropie. C'est naturellement
ce second aspect de l'irréversibilité qui intéresse plus par-
ticuliérement la MSHE ; la distinction précédente, dont 1'im-
portance a été notamment soulignée par Balescu [20] (voir aus-
si Farquhar [19]), permet ainsi de mieux préciser le contenu
physique et les conditions du passage de la description dyna-
mique d'un systéme a sa description macroscopique.
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3. Problémes fondamentaux de la Mécanique statistique hors
d'équilibre et description cinétique

3.1 Difficultés et Méthodes générales. Les analyses précé-
dentes nous montrent que le statut de la MSE repose sur des
bases claires et bien ¢tablies ; elles nous permettent aussi
de mieux comprendre pour quelles raisons la MSHE rencontre
des difficultés de prircipe beaucoup plus grandes que la MSE.
En effet, dans les situations d'équilibre, on est seulement
concerné par le comportement asymptotique du systéme lorsque
t > @ ; il suffit donc d'admettre 'que le systéme posséde des
propriétés ergodiques, pour &tre en mesure de justifier 1'u-~

.~ tilisation des ensembles stationnaires (ou mesures invarian-

tes) microcanonique st canonique, en accord avec les prescrip-
tions de Gibbs. De plus, 1'état d'équilibre est unique et la
dgscription thermodynamique est obtenue par un procédé bien
déterminé, celui du passage & la limite thermodynamique.

. Par contre, les états hors d'équilibre sont par
nature tres variés, et & chacun d'eux correspondent un ou
plusieurs phénoménes de tramsport particuliers. Comme 1'on
est intéressé dans ce cas & l'évolution imstantande du sys-
teme, les propriétés d'ergodicité ou méme de mixing ne suffi-
sent pas, a elles seules, pour déterminer quel ensemble sta-
tistique doit &tre associé A4 une certaine situation physique.
De ce fait, on ne dispose pas en MSHE de régles générales
permettant de construire sans ambiguité les ensembles statis—
tiques qui doivent &tre associés & des états hors d'équilibre.
Du point de vue des principes généraux de la Mécanique statis-
tique, l'évolution des ensembles de systémes hors d'équilibre
est décrite par 1'équation de Liouville (2.6), qui permet de

c?lguler la densité en phases a N particules” & 1'instant t,
N . . AP N
o, (P}, & partir de la densité initiale péN)(P}. Ainsi que

nous l'avons déja vu (cf. §§ 2.2 et 2.3), les hypothéses de

()
dont le cheix comporte un grand arbitraire. T1 ¥y a2 13 une pre-

migre difficulté qui demanderait une étude approfondie de la

nature statistique ne peuvent intervenir que dans p

¥

A partir de maintenant, nous mentionnerons toujours par un
indice supérieur ou inférieur le nombre de particules dont
dépend la fonction considérée.
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une large part d'arbitraire ; celle-ci ne pourra étre réduite
qu'en procédant i une étude plus approfondie de la nature des

variables macroscopiques.

-b- Variables macroscopiques et description ciné-
tique. La seconde difficulté de principe evoquée plus haut
Concerne justement ce probléme ; elle tient i une certaine
indétermination dans le choix de la description macroscopique
adéquate et notamment dans la définition des fonctions de pha-
se qui peuvent &tre assocides aux diverses mesures macrosco-
piques. Sans entrer dans une analyse compléte de ce probleéme,
(pour un exposé détaillé, voir par exemple Penrose [3], et les
références de cet article), il est important de notre point de
vue de remarquer que 1l'état macroscopique d'un systéme peut
dtre défini pour différentes échelles (de temps et d'espace),
auxquelles correspondent des régimes particuliers de 1'évo-
lution qui caractérisent le "miveau de description' considéré

(cf. Grad [21]). Par exemple, les grandeurs les plus directe-
ment accessibles & notre expérience sont les variables hydro-
dynamiques locales qui décrivent les propriétés du systéme a
notre échelle (macroscopique) ; elles satisfont aux lois de 1a
Mécanique des fluides, qui caractérisent le régtme hydrodyna-
mique et permettent de formuler dans le cas dissipatif une
théorie phénoménologique du transport qui recouvre les défini-~
tions usuelles des coefficients de transport (Thermodynamique
des. processus irréversibles). Toutefois, on congoit que le
passage direct de 1'évolution microscopique exacte dfun sys-
téme 3 N particules au régime hydrodynamique (comportant seu-
lement § variables dans le cas d'un fluide simple) souléve des
problémes trés difficiles, tels que ceux discutés dans 1'exem-

ple du paragraphe 2.6.

Aussi est-il nécessaire de considérer des défini-
tions plus fines de l'état macroscopique et dtétudier l'évo-~
lution du systéme & des "niveawr intermédiaires", correspon-
dant i des descriptions plus profondes que celle mise en jeu
dans le régime hydrodynamique mais cependant beaucoup moins
détaillées que la description "maximale" avec la densité a N

. N . N s .
particules ai )(P). Ltétat du systéme & de tels "niveaux" est
décrit par des variables (ou des fonctions de distribution)
dites "semi-fines" ou "macroscopiques" ; comme ce dernier ter-
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me désigne aussi bien les variables du niveau hydrodynamique
que celles décrivant les différents "niveaux intermédiaires"
son usage donne souvent lieu dans la littérature & de sérieu:
ses ambiguités ; dans ce qui suit, nous l'emploierons égale-
ment (avec des guillemets) dans ces divers sens, en nous rap-
pelant qu'il faut préciser a chaque fois 4 quel niveau de
descriptign il se rapporte. Nous ne pouvons analyser ici tou-
tes les méthodes qui ont été développées pour traiter ces
problémes ; il nous suffira pour la suite de 1'exposé d'indi-
quer que celles-ci mettent toutes en oeuvre, de maniére plus
ou moins explicite, un certain procédé de 'coarse-graining"
et qu'elles peuvent &tre classées "grosso-modo" enbdeux grou—
pes principaux qui ne sont d'ailleurs pas indépendants :O

’ ) a) d'une part les méthodes fondées sur la défini-
tion préalable d'observables "semi~fines” qui sont obtenues
par divers procédés de "coarse-graining". La théorie cinéti-
que §es gaz se rattache & ce type de méthodes {cf. § 3.3). I1
conylgnt également de mentionner celles ou les observables
choisies sont les fonctions de phase associées aux grandeurs
macroscopiques effectivement observées ; leur intérét tient a
~ce que l'évolution de ces fonctions de phase peut étre décri-
tg, au moyen d'opérateurs de projection convenablement choi-
sis, par des équations exactes qui constituent une générali-
sation formelle (linéaire ou nonlindaire) de 1'équation de
Langevin {Méthodes de Zwanzig [22], Mori (23], Garcia-Colin
et del Rio [24,25], etc.). A ce niveau de description, appelé
parfois ”mésosgopique” (Garcia-Colin), 1l'application &es mé-
E??des dg la Mécanique statistique conduit alors a décrire
;’evclutlo¥ du systéme par des formes plus ou moins générali-
ifes de l*gqugtien é§ ?okker—?ianck {(équations maitresses ou

ﬁas§er~Equatlons” généralisées), d'ol il faut ensuite déduire
1§s egugtions valables & 1téchelle macroscopique proprement
dite (régime hydrodynamique).

- ) g} d'autre part, les méthodes de type cinétique,
ol 1 aﬁ(egudle d'abord 1l'évolution des densités de probabilité

N
t
quences de\l'équation de Liouville : on s'intéresse particu-
liérement & 1l'évolution des fonctions de distribution réduites

fines o_ (P} en s'efforcant de développer toutes les consé-
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Y +
oéN)(x‘,...xs;t) relatives aux "essaims" de s-particules

(1 €8 < N) obtenus en groupant entre elles, de toutes les
maniéres possibles, les N particules du systéme. On aboutit
ainsi aux équations de la "hiérarchie BBGKY" (cf. § 3.2b),
équivalentes dans leur ensemble & l'équation de Liouville, ou
sont impliqués & la fois des processus lents et des processus
rapides correspondant 4 plusieurs échelles de temps (et d'es~
pace) caractéristiques. Dans le cas des fluides faiblement
denses, on peut alors établir, sous certaines conditions,
1'existence d'un régime cinétique dans lequel 1'évolution du
systéme ne dépend que de la fonction de distribution & une
particule P1(X:13t) ;5 1'évolution temporelle de pi(Xi;t) est
une évolution "lemte" (par rapport aux échelles microscopi-
ques) et elle est déterminée par une certaine équation einé-
tique qui peut &tre "extraite" des solutions générales de la
hiérarchie ; tel est le cas, par exemple, de la célébre équa-
tion de Boltzmann, valable pour des fluides trées dilués”. La
définition de ce "niveau de description cinétique" implique
en fait un certain "coarse-graining" spatial et temporel, ol
les échelles caractéristiques mises en:jeu sont la portée r, _
du potentiel d'interaction et le temps d'interaction t. * ro/v
(v : vitesse moyenne thermique) que 1'on suppose petits par
rapport au libre parcours moyen £ (1.p.m.) et au temps de li-
bre parcours te %/v, respectivement. 11 est d'ailleurs in-
téressant de souligner ici les importantes différences exis-
tant entre ce "coarse-graining" et les procédés évoqués au
paragraphe précédent ; en effet, dans les méthodes de (a), le
"coarse-graining" est mis en oeuvre d&s le début du raisonne-
ment et sert a la définition plus ou moins arbitraire des
"yariables macroscopiques"; par contre, dans la description
cinétique, le "coarse-graining" porte sur le temps et l'espace
physique et doit résulter en principe des propriétés des so-
lutions de la hiérarchie'; de ce point de vue, la fonction de
distribution p,(xX;st) joue ici le rdle de f'yariable macrosco-
pique", dans la mesure ol elle est solution d'une équation
cinétique dont les échelles caractéristiques sont % et t,.
Quant 3 la description hydrodynamique, on 1l'obtient en effec-

¥Rappelons que cette équation a été initialement établie dans
le cadre de la théorie cinétique des gaz, selon un procédé
qui s'apparente aux méthodes de a) (cf. § 3.3).
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observation macroscopique. Comme 1'évolution dynamique du sys-
téme dépend de toutes les variables microscopiques, il est
clair que la connaissance de 1l'état "macroscopique" initial

ne suffit pas pour déterminer 1'état "macroscopique" ultérieur;
il s'ensuit que 1'évolution des variables "macroscopiques"
n'est pas autonome (Lanford [26]). o

Pour obtenir une "description réduite autonome"
ol ne figurent que les seules variables "macroscopiques”, il
faut que l'effet des variables microscopiques non observées
puisse &tre exprimé en fonction des variables "macroscopiques"
elles-mémes. Ceci ne peut &tre réalisé que "statistiquement",
en tenant compte de l'extrdme complexité des interactions élé-
mentaires due au trés grand nombre de variables microscopiques.
Le passage 4 une description réduite autonome implique donc
nécessairement une hypothése de nature statistique, qui porte
sur la contribution "macroscopique" des interactions entre va-
riables microscopiques.” C'est naturellement par de telles hy-
pothéses que peuvent &tre introduites l'irréversibilité et la
dissipativité a4 1'échelle macroscopique ; comme elles mettent
en jeu les mécanismes de l'évolution instantanée du systéme,
elles peuvent entrer en conflit avec les équations du mouvement
et demandent donc & &tre justifiées sur des basés rigoureuses.
L'exemple le mieux connu d'une telle description réduite auto-
nome nous est fourni par la description cinétique définie ci-
dessus, ou 1'évolution du systéme est déterminée par une équa-
tion cinétigue ne portant que sur la fonction de distribution
réduite p,;(x,;t) (régime cinétique). Dans le cas particulier
des gaz dilués, la théorie repose sur la célébre hypotheése du
"ehaos moléoulaire" qui est & la base de la déduction de 1'é-
quation de Boltzmann ; rappelons que la nature statistique de
cette hypothése s'est dégagée progressivement des longues con-
troverses relatives au théoréme H (paradoxes de Loschmidt et

de Zermelo, évoqués en -a-).

En conclusion, deux ingrédients apparaissent né-
cessaires pour développer la Mécanique statistique des systé-
mes hors d'éguilibre : i) un certain processus de "réduction®
du nombre des variables qui aboutit 3 une description réduite
ou “macroscopique” de l'état du systéme ; ii) la formulation
d'une hypothése de nature statistique, nécessaire pour obtenir
une évolution autonome en termes des seules variables "rédui-
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tes", cette évolution étant irréversible. Comme toute descrip-
tion réduite est incompléte par nature, on peut prévoir
1texistence de fluctuations du systéme par rapport a 1'état
"macroscopique"”, celles-ci étant d'ailleurs nécessaires pour
tréconcilier" 1'irréversibilité macroscopique avec la réversi-
bilité dynamique ; toutefois, pour que la description macros-
copique utilisée soit adéquate, i1 faut naturellement que la
valeur relative de ces fluctuations reste petite au cours de
1ltévolution. ’

Ainsi se trouvent précisées, pour la théorie des
systémes hors d'équilibre, les conditions générales -de la
description de l'état d'un systéme en Mécanique statistique
qui ont été esquissées au paragraphe 2.1 : elles conduisent a
concevoir 1'évolution du systéme comme résultant de deux con-
eributions : 1'une est déterminée par la variation "lente"
des variables "macroscopiques” et correspond en fait au com-
portement "le plus probable du systéme ; l'autre est un terme
de fluctuations dfi aux mouvements rapides et désordonnés qui
révilent la structure microscopique sous-jacente. Du point de
vue des technigues mathématigques, il est intéressant de signa-
ler quiune telle décomposition se préte 3 la mise en oeuvre
du formalisme des opérateurs de projection celui~-ci est no-
tamment 1'outil de base des méthodes utilisées pour décrire
1'évolution des fenctions de phase associées aux diverses
grandeurs macroscepiques (cf. § b.a) ; dans ce cas, l'effet
"macroscopique" des variables microscopiques non observables
est exprimé par une "fonction de mémoire", sur laquelle doi-
vent porter les hypothéses de nature statistique permettant
d'aboutir & une description autonome de 1'état du systéme.
Pour ce qui concerne la description cinétique qui nous inté-
resse ici plus particuligrement, la nréduction” de la descrip-
tion résulte d'un procédé différent et moins formel, qui per-
met en fait de préciser le contenu réel des méthodes fondées
sur la définition d'opérateurs de projection ; ainsi gue nous
1tavons vu précédemment (cf. § b.8), ce procédé consiste en
effet 3 tenter de déduire, & partir des propriétés intrinseques
des éguations de la hiérarchie, la réduction de la description
maximale {avec la densité de probabilité a N particules) 2 une
description cinétique qui ne dépend que de la seule fonction
de distribution réduite & une particule p,{x,5t) ; de ce point
de vue, on peut dire que ce processus de "réduction” revient &
“projeter” les solutions générales de la hiérarchie sur les
solutions de 1l'équation cinétique.
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-d- Processus limites. Les analyses précédentes
montrent que le probleme central de la MSHE est de justifier
de maniére rigoureuse les hypothéses statistiques nécessaires
4 la déduction d'une évolutien "macroscopique’ autonome ; en
effet, en 1l'absence dtune telle justification, ces hypothéses
se présentent comme des approximations plus ou moins bien dé-
finies qui peuvent devenir incompatibles avec 1'évolution dy-
namique sous-jacente. De maniére plus précise, on voit que ce
probléme comporte deux aspects : d'une part, établir 1'exis-
tence d'un certain régime d'évolution "macroscopique” (comme
le régime cinétique), d'autre part, prouver que les fluctua-
tions du systéme par rapport 3 cet état "macroscopique" res-
tent trés petites en valeur relative durant toute l'évolution.
Comme dans le cas de 1'équilibre, de tels résultats ne peuvent
3tre obtenus qu'en effectuant des passages a la limite appro-
priés, dans lesquels on doit d'abord tenir compte du carac-
tére macroscopique du systéme ; on est donc conduit a consi-
dérer de nouveau la limite N + =, afin d'étre en mesure d'ap-
pliquer le théoréme limite fondamental du calcul des proba-

bilités.

Cependant, le passage 4 la‘limite des "grands sys-
témes" {(ou limite thermodynamique définie en 2.5) n'est pas
bien adapté au cas de systémes hors d'équilibre ; en effet, ce
procédé permet seulement 1'évaluation asymptotique de gran-
deurs qui ne dépendent pas de la forme ou des dimensions du
systéme (comme les grandeurs globales de la Thermodynamique),
et ne vaut de ce fait que pour des systémes spatialement uni~-
formes (cf. Mori [27]). Il en est autrement en MSHE out l'on a
généralement affaire 3 des situations non-uniformes, et ol
1'on s'intéresse & l'évolution instantanée du systéme. Dans ce
cas, les passages 3 la limite mis en oeuvre doivent dépendre
des paramétres microscopiques qui interviennent dans les lois
du mouvement (essentiellement la portée r, et 1'ordre de gran—
deur X du potentiel d'interaction), ainsi que des grandeurs
‘qui caractérisent le niveau de description considéré. Ils se-
ront en fait déterminés de maniére 4 satisfaire aux lois-qui
gouvernent les changements d'échelle d'un niveau de descrip-
tion A un autre, ce qui conduit & prévoir des régles de trans-
formation différentes pour les quantités macroscopiques et mi-
croscopiques.
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Considérons par exemple le cas de la description
cinétique, ol la longueur caractéristique est le libre par-
cours moyen %. Dans le régime cinétique, le rapport ./L est
petit mais doit demeurer fini”, car la limite /L + 0 carac-
térise le régime hydrodynamique. Si 1'on effectue alors le
passage & la limite N » = en maintenant fini le l.p.m., les
dimensions macroscopiques du systéme doivent aussi rester in-
changées, de sorte que la densité numérique n = N/V(A) devient
elle-méme infinie. Comme 1'on a approximativement & = i/nwo?
pour un fluide de sphéres dures de diamétre o, on voit que %
ne restera fini que si o » 0, de telle maniére que no® = cte
lorsque n + = ; comme l'on a par contre no® » 0, on voit que
1a limite ainsi définie correspond au cas d'un fluide Zdéal
dans lequel le volume relatif occupé par les particules {ou
1a densité "sans dimension" no®) tend vers zéro, bien que la
densité numérique n devienne infinje. Clest la limite de
Boltzmann~Grad dont 1l'importance a été mise en évidence par
Grad [28] : elle permet d'établir sur des bases rigoureuses
1'équation de Boltamann, qui décrit un régime cinétique dans
lequel les phénomeénes de transport sont uniquément dus aux
collisions binaires (comme & reste fini, celles-ci donnent
effectivement des contributions finies, bien que les autres
aspects "granulaires" de la matidre disparaissent asymptoti-
quement). A cette limite, 1'évolution du systéme vérifie exac-
tement 1'équation cinétique de Boltzmann, sans terme de fluc~
tuations : dans le cas d'un systéme réel {dont 1'état est voi-
sin de celui d'un fluide idéal) cette équation décrit seule-
ment 1'évolution la plus probable, & laquelle s'ajoute de pe-
tites fluctuations qui s'évanouissent 4 la limite. Remarguons
aussi que ce passage a la limite consiste bien & transformer
de maniére différente les longueurs "macroscopiques" et "mi-
croscopiques” ; en effet, alors que restent inchangées les
longueurs "macroscopiques", d'un ordre de grandeur comparable
au l.p.m., les longueurs microscopiques de l'ordre du diamé-
tre moléculaire (ou de la portée du potentiel d'interaction)

¥Rappelons que L représente la longueur caractéristique au ni-
veau hydrodynamique.
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3
deviennent des quantités évanescentes .

Comme les situations physiques en théorie hogs\
d'équilibre sont trés variées, gn'est na?urellemegt ame?e'i
envisager différents types d? limites ; 1% fauqrgl? en hal
pouvoir associer un passage a la limite blen‘def%nl‘a chaque
situation considérée. Cela ne semble toutefois reallsa§le_que
dans certains cas, comme le montrent par e%e@ple les difficul-
tés de la théorie cinétique en milieu modérément ?ense (cf.
§ 3.2c) : pour de tels systémes en effet, }2 pa?ameFre iarac-
téristique est la densité sans dimension nd qui doit alors
rester finie, ainsi dtailleurs que %e rappo?t %/L ; on a dogc
affaire dans ce cas 5 un régime cinétique dlffe?enF de“celgl
de Boltzmann-Grad, intermédiaire entre la description "maxi-
male" et celle du fluide idéal, pour lequgl aucun passage a 1§
1limite ne semble propre 3 justifier 1e§ diverses quatlons qui
ont été proposées pour CeS systémes.'Blen que la suite ge cet
exposé porte pour ltessentiel sur lietude de la limite de
Boltzmann-Grad, nous considérerons egglement @eux autres pas-—
sages a la limite pour lesquels des resultgts importants ont
été obtenus : (i) la limite du couplage faible (van Hove),
dans laquelle on fait tendre l'ordre d§ grandeur X §u poten-
tiel d'interaction Vers zéro et la duree dtobservatlon vers

1infini, de telle maniére que xzt'= cte si A~ 9 et t ~ z 5
elle correspond au cas ot 1'évolution est déterminee par de
nombreuses mais trés petites collisions, qui donnent une‘goni
¢ribution. finie pour des durées suffisamment’%gngues g (i1) la
limite du. champ moyen (ou régime de Debye) définie par }es L
conditions N + =, » ~ 0, M1 = cte ; elle perm?t de dgcrlre es
contributions finies (effets collectifs) dus a un falb}e po-
rentiel de trés longue portée, et joue de ce fait un rolg es~
sentiel en théorie des plasmas, notamment dags 1a déduction
rigoureuse de 1'équation de viasov (cf. section 4).

Les caractéres propres aux passages a la limite de

#Signalons que le cas du fluide idéal peut étre également tril~
¢4 avec d'autres changements d'échelle, dags’lesquels ce 502 .
les longueurs microscopiques qui resFenF §1xees, alors que ei
longueurs macroscopiques deviennent infinies (cf. Tokuyama

Mori [29] et Morita, Mori et Tokuyama {30]).



1a MSHE étant ainsi précisés, il reste a déterminer sous
quelles conditions peuvent &tre effectivement obtenues les
équations relatives 2 une description "macroscopique" autono-
me. A cet effet, on ne peut s'appuyer en MSHE que sur 1l'équa-
tion de Liouville, en vertu de laguelle la densité en phase a

N L. . . .
i )(P) est en principe bien déterminée, dés que

N particules ¢
1'on se donne la densité en phase initiale péN)(P). Il s'en—

sqit gque les seules hypothéses de nature statistique, compa-

'tibles ?Vec la dynamique sous-jacente, ne peuvent porter que
(N . L. p

sur DO‘ (P) : une fois choisie cette donnée initiale, la den-

(N)

sité en phase P ’(P) s'en déduit par un mécanisme détermi-

niste.

La suite de cet article sera donc consacrée a
1'étude du probléme suivant : déterminer les conditions néces-
saires et suffisantes qui doivent &tre remplies par les densi-
tés en phase initiales, pour que les passages 3 la limite dé-
finis ci~dessus permettent de déduire rigoureusement de 17é-
quation de Liouville des équations décrivant le comportement
du systéme A& un certain niveau "macroscopique". D'aprés les
raisonnements précédents, ces conditions ont & satisfaire a
deux exigences : diune part, permettre la définition de va-
riables "macroscopiques" dont la dispersion devient nulle &
une c?rtaine limite ; d'autre part, étre telles que cette
dernie?e propriété soit comservéde au cours du temps, de sorte
gque 1'évolution du systéme devienne autonome 4 cette limite
c'est-a-dire s'exprime en fonction de ces seules variables '
"macroscopiques”.

o 4 titre d'exemple, revenons au cas de la théorie
cinétigue : on sait gque la propriété {(ou hypothése) de chaos
moléculaire est nécessaire pour établir formellement 1'équa-
tion de Boltzmann et qu'elle doit &tre vérifide & chaque ins-
tant de l'évolution (cf.. § 3.3) ; elle peut donc entrer en
contradiction avec les lois dynamiques sous-jacentes, d'olt
1iappari§icn possible de paradoxes. Par contre, cette proprié-
té pent &tre postulée & l'instant initial sans risque de con-
tradiction, mais elle n'est alors pas conservée au cours du
temps si le systéme est fini, en vertu méme de 1'équation de
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Liouville. Pour fonder 1'équation de Boltzmann sur une base
rigoureuse, il faut donc montrer que la propriété de chaos
moléculaire est comservée au cours du temps a4 la limite de
Boltzmann-Grad, et que cette propriété permet en outre de dé~
finir des grandeurs sans dispersion : c'est 1l'objet du théo-
réme de Lanford (cf. Section 4).

En conclusion, on voit que la déduction de résul-
tats rigoureux en MSHE implique la double démarche suivante :
d'abord, rechercher s'il est possible de caractériser une si-
tuation physique donnée par un passage 3 la limite approprié ;
ensuite, établir les conditions nécessaires et suffisantes
qui doivent &tre satisfaites 3 cette limite par la densité’
initiale néN)(P) pour qu'une description réduite autonome
puisse &tre obtenue. Or, du point de vue de l'interprétation
stochastique de la Mécanique statistique (cf. § 2.1), la den-
sité en phase péN)(P) définit dans l'espace [ un processus
stochastique non statiomnaire ; en passant 3 la limite, on
obtient donc un certain processus limite dont les lois peuvent
dtre rigoureusement déduites de 1'équation de Liouville. On en
conclut que la déduction de résultats rigoureux en MSHE passe
par la démonstration de théorémes limites établissant 1'exis-
tence des processus limites qui peuvent atre associés aux di-
verses situations physiques considérées. Ces processus sont
généralement markoviens, comme le montrent les exemples tirés
de la théorie cinétique (modéle de Lorentz, gaz de Boltzmann,
mouvement brownien,. etc.) ol les limites markoviennes jouent
un réle essentiel (analysé en profondeur par Spohn [4]). Les
équations vérifiées par ces processus possédent pour la plu-
part* les propriétés d'irréversibilité et de dissipativité
propres au domaine macroscopique .3 elles décrivent exactement
1l'évolution du systéme a la limite considérée, en termes de
variables "macroscopiques" (ou semi-fines) de dispersion nul-
le ; dans le cas des systeémes physiques réels, dont 1tétat est
seulement voisin des conditions limites, elles représentent

¥Cotte reserve concerne essentiellement 1'équation de Vlasov
correspondant & la limite du champ moyen (cf. chapitre 4).
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alors 1'évolution la plus probable du systéme, & laquelle
s'ajoutent de petites fluctuations qui tendent vers zéro & la
limite.

La démonstration de l'existence de tels processus
limites joue donc un triple réle ; elle permet : (i) de dé-
crire l'état du systéme au moyen de variables "semi-fines" ou
"macroscepiques” significatives, construites i partir du mo-
déle microscopique ; (ii) de déduire des principes de base les
équations (généralement’ irréversibles) vérifides par ces va-
riables ; (iii) enfin, de déterminer les propriétés et 1l'effet
des fluctuations au niveau de description considéré. Cette no-
tion de processus limite est donc essentielle pour la justifi-
cation des méthodes de la MSHE : elle permet notamment de con-
cevoir comment 1'évolution macroscopique irréversible peut ré-
sulter asymptotiquement des propriétés intrinseques d'un mo~
déle mécanique, réversible et déterministe ; de ce point de
vue, l'irréversibilité apparait comme unme propriété limite
attachée & une description "réduite" (ou incompléte) de 1'état
d'un systéme dynamique.

Ces méthodes générales conduisent & envisager des
suites infinies de systémes finis et jouent donc en MSHE un
role équivalent & celui de la limite thermodynamique dans la
théorie des systémes & 1'équilibre. Elles peuvent d'ailleurs
s'appliquer a tous les niveaux de description "macroscopiques”
(cinétique, hydrodynamique, ...) moyennant des adaptations con-
venables. En particulier, le passage a la limite 1/L + O per-
met de déduire les équations du régime hydrodynamique & partir
de la description cinétique ; on peut ainsi obtenir une formu-
lation cinétique de la théorie des coefficients de transport
qui résulte de deux processus de "réduction" successifs a par—
tir de la description "maximale" (1'un s'exercant d'abord au
niveau microscopique et l'autre au niveau cinétique) ; remar-
quons en passant que ce formalisme aboutit 4 une définition
cinétique des coefficients de transport qui échappe aux pro-
blémes mathématiques de la théorie de Gréen-Kubo, relatifs a
1'évolution temporelle de systémes infinis. La suite de cet
article est essentiellement consacrée & 1'application de ces
méthodes au "miveau cinétique™, notamment 3 1'exposé des prin-
cipaux théoéres limites qui ont été récemment démontrés dans
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ce domaine. Nous considérons les limites de Boltzmann—?rad,'
du couplage faible et du champ moyen qui permegtent.d'eta§1%r
sur des bases rigoureuses un certain nombre d'équations cine-
tiques bien connues (équations de Boltzmann, de Fokker—Plaan,
de Vlasov, ...}, qui avaient été obtenues au moyen d'hypthe—
ses heuristiques et de méthodes approchées. A cet effet, il
nous faut au préalable indiquer les grandes lignes qu‘fgrma—
lisme de la hiérarchie B.B.G.K.Y et de la théorie cinétique
des gaz, ce qui nous donnera l'occasion dfillustrer concrete-

- ment les considérations générales de ce paragraphe.

3.2. Hiérarchie B.B.G.K.Y¥*

Le formalisme de la hiérarchie fournit un cadre
approprié pour traiter le probléme de lg "réducti9n" de"lg )
description d'un systéme du niveau "maximal" au niveau "ciné-
tique" ; il repose sur la définition des fonctlo?s de d1§tr1~
bution réduites i partir de la densité en phase & N particules

QEN)QP).

a. Fonctions de distribution réduites. Elles s'introduisent
naturellement si l'on remarque que la plupart des grandeurs
dynamiques (ou fonctions de phase) correspondant aux observa~
bles macroscopiques usuelles admettent une expression fonc—
tionnelle particuliérement simple : ce sont soit des sommes de
fonctions & une particule, de la forme

N
' -+ -+
(3.1)  A(P) = A(§1,...,XN) = 121 HERN
soit des sommes de fonctions a deux particules, telles que :

(3.2)  A(P) = E;z Aa(xp,x5)

ou les A‘(;i) dé;ié;int une méme fonction des différentes va-
riables ii’ et de méme pour A, (en vertu de la nécessaire sy-
métrie de A(il,...,QN)-; cf. [20]). A titre d'exemples, citons

1 + .
1'énergie cinétique des particules : A(P) = 5 ; 1pi, ol lion
1=

¥ Bogolioubov, Born et Green, Kirkwood, Yvon.
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a d'aprés (3.1) A;(;i) = 5;/2m, et 1'énergie potentielle du

systéme : A(P) = V(;,,.a.,; ) = ¥ o( |r.-r.|), ou L'on a
i<j=1 )

draprés (3.2) Az(gi,;j) = ¢(l;i—;j|), dans le cas de particu-

les ponctuelles interagissant par paires.

Si 1l'on consilére alors les valeurs moyennes de
telles fonctions de phase, il est aisé de voir d'laprés (2.9)
qu'elles ng dépendent que _des fonctions de distribution ré-
Juites P (X.3t) et 0.(xi,xp3t) définies ci-dessous. En effet,

en tenant compte de la symétrie de piN)(P) z pN(§l,§2;..,,§N;t),

on a pour des fonctions du type (3.1)

N
— { 5 -+ -
(3.3) ) = I j A‘(Xi)pN(x"'°"xN5t)dr
Ly

1

r
A1(§1)91(£l5t)dx!9

AxR?

i
B [ E N PNE I M R
[

= N

ol la fonection de distpibution réduite spécifique 4 une parti-
cule

> <+ EY - -
(3.4) o.(xy5t) = J oN(xﬂ,@a.,xN;t)dxz...de
(AxR*)™
est définie sur 1'espace des phases & une particule u = AxR’;
pour tenir compte de 1'indiscernabilité (au sens-classique)

des particules de méme espéce, on introduit la fonction de
distribution générique i une particule

(3.5) Sx(;zit} 2 pr(§x§t) s
avec laquelle la valeur moyenne (3.3) s'éerit

(3.6) Ku(t) = f Ax(;x)ax(§xit)d§1 3

AxR? N
remarquons que la fonction de distribution p,{x,;t) ainsi dé-
finie représente le nombre probable de particules du systéme
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contenues dans 1'unité de volume de 1l'espace u,, puisque
p1(x13t) est par définition la densité de probabilité de la
particule 1 dans u,.

On a de méme pour des fonctions du type (3.2) :

i

- + - S
N(N—l)[A,(xl,xz)pN(x,,...,xN;t)dP
T
IA;(X;,XZ)Sz(X;,Xz;t)dxldxz,
(AxR?)? :
otl 1'on a introduit la fonction de distribution réduite & 2
particules »

(3.7) Bt

i

i

-+ B - +
N(N~1)[9N(x,,...,xN;t)di,...de

(AxR® N-2
H(N-1)p,(x,,x,3t) .

Dans le cas ol les grandeurs dynamiques significatives sont
toutes de la forme (3.1) ou (3.2), on constate ainsi que 1'e-
tat macroscopique du systéme est entierement déterminé, si
l'on connait les deux fonctions de distribution réduites
5.(X5t) et B,(x,,x,3t) 5 d'apres leur définition méme, il
est clair que ces fonctions de distribution contiennent une
information considérablement réduite par rapport a 1t'informa-~
tion maximale contenue dans oy (processus de marginalisation).

(3.8) 52(;1,;2512)

HH

Nous allons voir toutefois que cet avantage est
difficile & exploiter, car 1'évolution de 5,(x,3t) et
5,(X,,X,3t) met en jeu toutes les fonctions de distribution
réduites d'ordre supérieur et dépend finalement, a travers
celles-ci, de 1'évolution de pN(P;t) déterminée par 1l'équation

de Liouville. Cette remarque nous conduit a généraliser les

définitions précédentes, en introduisant les fonctions de
distribution réduites d e particules

- g > . i - > ES >
(3.8) ps(xl,xz,...,xs,t) = TﬁgéTT [ ON(X‘&""XN’t)dxs+1"'de’
N
qui sont symétriques en X;, Xp,c.ccc0 X et satisfont a la
relation de normalisation s
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~ -+ -+ > -+ N!
(3.9) [DS(Xl,;..,XS;t)dxl...dXS = Tﬁ:ETT = N(N—l)...(N—S+1).
(AxR?)
la représentation de 1l'état statistique du systeme
par 1'ensemble des forictions Bs (1<s<N) est naturellement

équivalente 2 celle définie par la fonction de distribution
oy i1 est parfois commode de considérer la suite compléte de

ces fonctions de distribution comme définissant formellement
un seul vecteur 3 N+1 dimensions :

E {poyplypz""ypN 1>

(3.10)

1ot
[H]

avec po = 1, EN = N!pN et BN+1 - 0. Notons encore que, dans le

cas ou s > 1, les fonctions Es sont souvent appelées fonetions

de corrélation, puisqu'elles permettent effectivement d'ex—
primer les corrélations entre les s particules de 1'essaim &
un instant donné. Si 1l'on considére par exemple un sous-ensem-
ble quelcongque © Cu de l'espace des phases a une particule,
on a dtapres les définitions précédentes :

(3;11) [ 5.(X,st)dx, = n (€],
w

ol Ew(t) est la valeur moyenne 3 1'instant t du nombre de par-
ticules contenues dans w (ou nombre d'occupation nm), et

~ > - - +
(3.12) 5 p,(X,,X 5t)dx dx, = man—li(t) 3
wxw
-i1 s'ensuit que 1'autocorrélation de la variable n 3 1'ins-—

tant t, définie comme le carré moyen des fluctuations (nm-ﬁw)z,
s'exprime bien au moyen des fonctions de distribution réduites

p; et P2-.

b. Différentes formes de 1a hiérarchie. Le systéme des équa~
tions de la hierarchie B B.0.K.¥. décrit 1'évolution des fonc-

. ,

rions de distribution réduites Bs et se déduit de 1réquation

de Liouville en intégrant celle—ci sur les (N-s) variables

ceeeeXye Nous considérons dans ce qui suit un systéme clas—

b 4
5+1

si . . C .
dogzelfzgizéagzqstltue ge N particules supposées ponctuelles
jon est décrite par des f i
a0 ; s forces centrales, in-
pendantes de la vitesse des particules, et dérivant d:un

potentiel additif V = [ [ ¢ i r.-r
' i<ji1 (rij), ol Ty, = lrifrjl ; 1'hamil-
tonien d'un tel systéme s'écrit
R N p? N
(3.13) Hy(%1,% ) -] o '
N(xlzxz,...,xN) “‘L ia + z E ¢(r..) 5
i=1 i<j=1 M

‘2 . . .
et 1'équation de Liouville (2.6) qui gguvérne 1'évolution de

la densité en phase & N i
forme particules QN(X"""XN5t)’ prend la

( N
3.1 — = S
} 4) 3t [HNJQN] = LNpN
ou 1l'opérat i i $fini

p eurNde+%1quv1lle LVNeStai?flnl par
(3.15) Ly = - [ .3+ I !l

L T L
= r. i#j=1 P
5 J 8Ty - 9Py

en 1 q 19 e a lerarcnie en “l‘e ran e -
3 N ua ns
On., Obt] t e e t d ! h ™ h > t g t ll

quation (3.14) sur les i
variables x LpcterXy s oen admettant

Ue 1e . > - <
gérivézs§on?tloni de distribution (ainsi que leurs premieres
3 s'annulent sur le i yste
mpulsions infinies (5 =;w§ parois du iysteme et pour des
3 =), on montre¥ que les fonctions de

distribution p_(X %
Xiyeoe,X_3 i 5 ,
( 355 (X1, .00,x st) satisfont au systéme d'équations
3.16) — = L B ~
= L3 =+
3t §S Cs,s+1ps+1 ?

ou L Topé i i i
s est 1l'opérateur de Liouville relatif a4 un essaim de s

particules, défini par (3.15) avec N = s, et ol 1l'on a posé

(3 . S . ae(r. )
.17) c 3 - 2 dX l,S+1 -~
s,s+1 s+l "L, s+l - B Pse1

3
AxR? 3;- : 35
1 i

*N [ 3 .
1e§uzu$ indiquons pas la démonstration qui figure dans tous
rages classiques ; voir par exemple [20, 31, 32, 33]
2 B @
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On voit d'aprés (3.16) que 1*évolution de SS+1 résulte de la

somme de deux termes : le premier, Lsas’ décrit le mouvement

des s particules en interaction entre elles, alors que le se-

cond, C p_ ., représente la contribution due & l'interac~
s,s+1 s+1

tion des s particules de l'essaim avec les N-s particules
restantes (en vertu de. la symétrie des fonctions de distribu-
tion) ; l'équation relative a P fait donc intervenir la fonc~

tion d'ordre supérieur o de sorte que les équations du

s+1’
systeme (3.16) sont couplées de proche en proche, et forment
une chaine équivalente 3 1'équation de Liouville (3.14) : ce
sont les équations de la hiérarchie B.B.G.K.Y.

On tire immédiatement de ces équations 1lfimportan-—
te conséquence suivante : les fonctions de distribution ré-
duites ¢, et p, ne permettent pas de définir une description
réduite autonome de l'état du systéme. En effet, dans les cas
particuliers s = 1 ou 2, on voit d'aprés (3.16) que 1'équa-
tion d'évolution de 5, dépend de p,, que celle de 5, dépend a
son tour de p;, et ainsi de suite jusqu'a SN ;5 il s'ensuit

que l'évolution de 0, et 6, est en fait déterminée par 1'évo-
lution de la fonction de distribution & N particules Py qui

obéit elle-méme a l'équation de Liouville. Ainsi, bien que
ltétat statistique d'un systéme puisse généralement s'exprimer
au moyen des seules fonctions réduites p, et p, (comme nous
ltavons vu ci-dessus), la connaissance de ces fonctions & cha-
que instant t implique nécessairement 1'intégration de 1'équa-
tion de Liouville, c'est-a-dire le recours & la "description
maximale". Pour obtenir une description réduite autonome, il
faut donc pouvoir s'arréter dans la hiérarchie (3.16) A4 un
certain rang : ceci n'est possible que si 1l'on peut exprimer
le terme d'interaction (3.17) au moyen des seules fonctions de
distribution 55, de rang inférieur & s+! : c'est le rble des

hypothéses de fermeture de la hiérarchie, qui portent sur la
statistique des interactions entre particules et quli permettent
d'introduire l'irréversibilité et la dissipativité dans 1'évo-
lution.

D'aprés les raisonnements du paragraphe précédent,
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la justification rigoureuse de ces hypotheses repose néces-
sairement sur la mise en oeuvre de passages a la limite appro-
priés. Nous verrons dans la section 4 qu'il y a lieu de pro-
céder, a cet effet, a un changement~d'éche11e convenable des
fonctions de distribution réduites Pg- Pour traiter le passa-

ge a la limite thermodynamique, il est commode de faire appa-
raitre dans la normalisation le volume V(A) occupé par %e .
fluide, en introduisant les+foncti?ns @e di;tribution rédui-
tes spécifiques Fs(xl,,...,xsgt) définies par :
+ + -+
(3.8") FS(§1,...,§S;t) = Ve f pN(x“...,EN;t)dxs+1...de ,
(AXRB)N’S

avec la condition de normalisation

- -+ -+ ->
(3.9%) [ Fs(xl,.,.,xs;§)dx1...dxs =V .
(AxR*)®
Les équations de la hiérarchie (3.16) s'écrivent dans ce cas :
O N-s -
(3'18) E Lst Ty (%,s+1Fs+1 2
3 la limite thermodynamique N + =, V + «, lim N/V=n=cte, elles
se réduisent a :
aF

(3.19) == =LF +nC

F
at s's s,s+1 s+l ’

a condition natureilement d'admettre l'existence des fonctions
FS 4 cette limite. ‘ -

Pour étudier les problémes de fermeture, il est
alors utile de faire apparaitre dans (3.19) les paramégres
caractéristiques du systéme. On remarque d'abord la presence
de la concentration n devant le terme d'interaction du second
membre de (3.19), ce qui suggére l'emploi de techniques de
perturbation dans le cas de milieux modérément denses. En in-
troduisant d'autre part llordre de grandeur ¢, et la porteée
neffective" r, du potentiel d'interaction, ainsi que la vites-

—1‘ »
se moyenne (thermique) v = (kT/m)?, on peut mettre les équa-
tions (3.19) sous la forme "sans dimensions" (cf. [34]) :
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aF!

(3.20) 522 + K F! - LIRSS F! = (nrg)(g%)c !

kT s s,s+1 s+1 ’

dans lesquelles les Fé sont des fonctions de distribution sans

dimensions et ol l'on a posé d'aprés (3.15) :
' s s 3¢(r..)

(3.21) L= -K +71 ,. K =) —=.8% 1 =77 32 2
- <

O]
1" ar, S 4 j=1 ar, 3p

H i 1

[ ]
+
+

les opérateurs KS et IS correspondant respectivement a 1'éner-—
gie cinétique et & l'énergie potentielle des s particules de

,

lt'essaim considéré.

Ltintérét des équations (3.20) est de montrer que
la hiérarchie dépend essentiellement des deux paramétres sans
dimensions ¢,/kT et nr; qui représentent respectivement le
rapport de l'énergie potentielle d'interaction de deux parti-
cules 4 leur énergie cinétique moyenne et le nombre moyen de
particules contenues dans la sphére d'interaction (de rayon
r.). Selon les valeurs prises par ces paramétres, on est con-
duit a définir différents régimes caractéristiques de 1'évo-
lution du systéme qui comportent comme cas particuliers les
situations limites évoquées au paragraphe précédent. On dis~
tingue ainsi

-~ le cas des systémes dilués ou modérément denses,
avec un couplage fort & courte portée, ol 1'on a :
(3.22) nard = e << 1, $o/kT = 1
3 la limite nrj + O, on obtient le cas d'un fluide idéal dont

le comportement cinétique peut &tre décrit a la limite de
Boltzmann-Grad (avec nri = cte) par 1'équation de Boltzmann.

- le cas des systémes faiblement couplés, satis-
faisant &

(3.23) nry =1, ¢,/kT = e << 1

la situation limite correspondante est naturellement celle du
gouplage faible, définie au paragraphe précédent, qui conduit
a une équation du type Fokker-Planck.
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- le cas du "régime de Debye", défini par les con-
ditions

(3.24) 0o /KT = € << 1, nr; = 1/¢ ,

qui sont vérifiées par des interactions faibles a longue por-
tée (forces coulombiennes) lorsque les effets collectifs
jouent un rdle dominant ; cette situation concerne essentiel-
lement les milieux ionisés {plasmas) pour lesquels la portée
effective (r;) de 1'interaction est égale 3 la longueur de
Debye Ty (qui traduit l'effet d'écran des particules de signe

opposé) ; 1'état d'un tel systéme est alors caractérisé par le
paramétre de plasma g = bo/KT = {/nrg. Le cas limite corres-—

pondant n'est autre que la limite du champ moyen, pour laquel-
le e(=g) ~ 0 ; dans ce cas, les équations (3.20) se réduisent
formellement & la hiérarchie de Vlasov
aF .
S

(3.25) — 4 KSFS =

3t cs,s+1Fs+1 e

d'oll peut étre déduite l'équation de Vlasov (¢f. chapitre 4).

L'étude des solutions de la hiérarchie pour ces
différents régimes est 1'un des problémes majeurs de la MSHE.
Ainsi que nous l'avons indiqué au’ paragraphe (3.1d), des so-
lutions rigoureuses peuvent &étre établies dans les cas limites
considérés ci-dessus ; elles permettent de retrouver les équa—
tions de Boltzmann, de Fokker-Planck et de Vlasov, et font
1'objet des théorémes limites que nous étudierons dans le cha-
pitre 4. En dehors de ces situations limites particuliéres, la
résolution du systéme (3.20) n'a pu &tre abordée dans le cas
général qu'au moyen de méthodes de perturbation suivant 1'un
des petits paramétres définis ci-dessus. On considére ainsi
des développements en puissances de la densité (pour les gaz
neutres modérément denses), ou suivant le paramétre g (pour
les plasmas), qui conduisent a écrire, compte-tenu de 1'exis~
tence de différentes échelles de temps dans 1'évolution du
systéme, des relations de fermeture valables pour les premiers
ordres d'approximation. Ces méthodes se présentent en fait com-
me une application aux systémes hors d'équilibre des techniques
de développements en fonctions d'essaim (ou "clusters') mises
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en oceuvre avec succés en MSE ; toutefois, 1'utilisation de
tels développements en MSHE rencontre de sérieuses difficul-
tés lides & l'apparition de divergences dans les termes d'or-
dre supérieur a 2, de sorte que le domaine de validité des
résultats obtenus demeure assez restreint.

c. La description cinétique au sens de Bogolioubov. Comme nous
nous intéressons surtout a la démonstration de résultats ri-
goureux, un exposé deices méthodes perturbatives sortirait du
cadre de cet article¥. Cependant, pour illustrer les considé-
rations générales des paragraphes (3.1c et d), il nous parait
utile de rappeler briévement les. grandes lignes de la méthode
proposée par Bogolioubov [31-33], ol les idées physiques sous-
jacentes sont bien mises en évidence.

Nous considérons pour simplifier le cas des gaz
neutres modérément denses, avec des forces répulsives i courte
portée r,, pour lesquels les conditions (3.22) sont vérifiées.
Comme la condition nrj = e s'écrit aussi r,/2 = ¢, (avec
L = 1/nr?), on voit qu'un tel systéme comporte deux échelles
de longueur trés différentes r, et %, auxquelles il faut en-
core ajouter une échelle macroscopique L >> &, caractéristique
du niveau hydrodynamique. A ces trois longueurs correspondent
les trois temps caractéristiques tc = r,/v (durée d'une "col-

lision"), t, = &/v (temps moyen entre deux collisions) et
T = L/v (temps macroscopique), qui satisfont & la relation
tc << t, << T ; dans ces conditions, le mouvement des parti-

cules dans le systéme est libre la plupart du temps, 4 1'excep-
tion de bréves "collisions" dont la fréquence dépend naturel-
lement de la densité n. Ceci étant, 1l'idée fondamentale de
Bogolioubov consiste a supposer que ces trois échelles de temps
caractérisent également trois étapes fondamentales {ou trois
“niveaux de description") de 1'évolution du systéme, qui sont
réalisées pour une large classe de conditions initiales ; ce
sont successivement :

-a) L'étape initiale, 0 < t < s durant laquelle

#Ces meéthodes ont d'ailleurs fait l'objet de nombreux exposés
dans la littérature ; voir notamment [35-37].
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i S i bissent des change-
1es fonctions de corrélation FS (s >2) su

ments trés rapides qui dépendent étroite@ent.des\condltlozi
initiales alors que la fonction de d1§tr1butlgn a gne par
cule F;(;l;t), varie trés lentement a cette échelle.

3

8 inéti U varia-
-B) L'étape cinétique, €. <t < t,, oula

‘ ié sterminée par celle de
tion temporelle des FS est entidrement déte p

F (gl.t) quelles que soient les condition; initia}es); igzes
: DS ronisation
un temps t de llordre de te {(temps de sync ,

i clati i t des fonctionnelles de Fi,
fongtigns de gorrelat{onadeglennen+ oS Lo évalution
F (xl,xz,e..,xs;t) - Es(x,,xz,.a.,xsq Ge)), A

S - » -
g dépend plus a cette échelle que de la f9n§t10n
G SYSCGGE o g (¥,;t) qui satisfait, pour des conditions
de distribution ¥ lX,;5%) S . po
initiales convenables, a une équation cinetique de la forme

(326) %—g—l- = A(;l‘Fl)

-v) L'étape hydrodynamique, T, <t < T, os’ia di—
pendance temporelle de F, est a son tour entiérement determ

née par celle de ses cing premiers moments, c‘est;a—dtgg des
cing quantités macroscopiques n(r,;t) = (§/V)IF,(xl;t P1

{densité locale), n(;i;t)a(;l;t) = (N/V)f%i gé(xl;i)dpl £v1~
z Dy .e)d
tesse locale) et % k n(r,;t)T(rst) = (N/V)fzm F,(x,;t)dp,

(tQmpérature locale} qui définissent l'état'hydr?dygamtzgz du
fl;ide ; du point de vue physigue, cec?lrev1ent 2u;f§:amment
¢ tordre de ty, il y a eu :

u'aprés un temps t de 1 or ) : ¢
ge collisions dans le fluide pour que~s'itabliz:evziizgizzlmad
S cquili ‘ actérisé par les ¢ ;

b d‘?QU1i1:TeElZ§a%, zirpour que Ea fonction de distribu-
croscopiques R = '

i Fp(% ;t) éevienne une fonctionnelle de ces vgrlables‘
EL?Q é) i’F (%,ln u T)k; cette hypothése est d'ailleurs iden—
X 5 : ‘ ’ » . - ~
tiqué’é cellé qui ésﬁ 4 1a base de la méthode de Hilbert-Enskog

pour résoudre 1téquation de Boltzmann.

On remarquera l'analogie entre les hypotheses g et
. .o s -
vy qui définissent les passages aux ;nlvgguxt’c;?eziggzszzfsyde
i tprocessus de reauctio
drodynamique comme deux "pr ) su : o
la discription du systéme, conformement aux considérations
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paragraphes (3.1b8 et ¢) ; on retrouve ainsi le premier ingré-
dient nécessaire i toute description macroscopique d'un sys-
teéme hors d'équilibre. En particulier, lthypothése g relative
3 la dépendance fonctionnelle des FS par rappert a F, revient

3 introduire un certain "coarse-graining" spatial et temporel,
d'échelles (r, et t_), en vue d'obtenir une description ciné-
c

tique autonome de 1'état du systéme au moyen d'une équation
du type (3.26) ; les fonctions de distribution Fs('Fl)’ si

elles existent (!), correspondent alors a une classe de solu-
tions particuliéres de la hiérarchie, celles ou les FS( st)

se réduisent aux fonctionnelles FS([FL(C)). De méme, 1'hypo-

thése v conduit a rechercher la classe particuliére des solu-
tiomns "mormales” de l'équation cinétique de Boltzmann, pour
lesquelles 1l'évolution temporelle de F, est déterminée uni-
quement en fonction des grandeurs macroscopiques n, u, T et de
leurs dérivées, qui satisfont aux égquations de 1'hydrodynami-
que.

La validité des hypothéses précédentes dépend na-
turellement de 1l'existence de ces classes de solutions parti-
culiéres pour la hiérarchie et 1'équation cinétique respecti-
vement. Si l'existence de telles solutions pouvait &tre éta-
blie, il est clair que les "processus de réduction” définis
ci-dessus ne constitueraient plus des hypothéses plus ou moins
plausibles mais résulteraient des propriétés mémes des équa-
tions de la hiérarchie. FEtant donné la complexité de ces équa-
tions, ces problimes n'ont pu &tre abordés gu'au moyen de
techniques de perturbation suivant l'un des paramétres de la
hiérarchie, ou suivant le "paramétre d'uniformité" £ qui appa-
rait dans 1'éguation cinétique. L'exposé de ces méthodes étant
ici hors de propos, nous nous bornerons a en résumer les ré-
sultats les plus significatifs :

- Pour étudier le passage au niveau hydrodynamique,
on part d'une équation cinétique, celle de Boltzmann essen-
tiellement, dont on cherche les solutions "normales" sous la
forme de développements de F,(X,|n,4,T) en puissances du para-

(1

métre £ = %/L en posant F, = FEQ)(glin,ﬁ,T) + EF )(;lln,E,T)

(

2),* + . . p .
+ LEF, )(xiln,u,T) + ... Cette méthode, développée systémati-
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quement par Chapman et Cowling [381, permet : (i) de calculer
effectivement les approximations successives de la fonction

de distribution, FEO), Fgl), F§2>, etc. ; (ii) d'obtenir a
chaque ordre d'approximation les équations hydrodynamigques
correspondantes pour les variables n, u et T : équations
d'Fuler & l'ordre zéro (pour le cas limite § - 0), équation de
Navier-Stokes a l'ordre un, de Burnett.a l'ordre deux, ... ;
enfin (iii) de calculer les approximations successives des
coefficients de transport qui interviennent dans les équations
hydrodynamiques & partir de 1l'ordre un. Quant au domaine de
validité de ces résultats, il apparait assez bien établi, gra-
ce notamment 3 des travaux de Grad [39] ob il est montré que
les solutions de 1l'équation de Boltzmann relatives a un cer-
tain probléme initial tendent asymptotiquement (avec £ comme
petit paramétre) vers les solutions "normales' d'Enskog-
Chapman. On peut donc en conclure que la méthode de Hilbert-
Enskog-Chapman conduit & une description satisfaisante du "ni-
veau" hydrodynamique et qu'elle permet notamment de calculer
les coefficients de transport du fluide en évitant les diffi-
cultés de la théorie de Green-Kubo (cf. § 2.6) ; mais son ap-
plication reste -subordonnée a la déduction préalable d'équa-
tions cinétiques définissant unm régime ‘intermédiaire entre les
descriptions maximale et hydrodynamique.

_ Pour obtenir effectivement les équations corres-
pondant & 1'étape cinétique, on cherche des solutions parti-
culisres de la hiérarchie sous la forme des fonctionnelles
Fs(;..lFl), en développant celles—ci en puissances de la den-

sité
(3.27) B (eelF) = B R e BV LR o
+ nl Fgm)(..vlFl) Foeee .

Avec ces développements, la hiérarchie devient un systéme d'é-
(2)
s

découplées ; elles permettent donc de calculer de proche en

quations fonctionnelles relatives aux F qui sont maintenant

proche la dépendance fonctionnelle en F, des Fgl)(...tFx), a

condition de se donner des conditions aux limites (ou asympto-
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tiques) convenables qui jouent le réle de conditions initia-
les. Dans le cas des gaz neutres, avec des forces intermolécu-
laires répulsives et de courte portée, on admet (avec
Bogolioubov) comme condition aux limites pour des systémes
spatialement homogeénes :

5
(3.28) 1in W' R (o X RGO - ') n R e -0,
tre . i=1
ou Uis)(il,...,§s) = é%p[«t Ls(;”"";s)} est l'opérateur

d'évolution (2.4) relatif i un essaim de s particules en in-
teraction. Cette condition signifie que les fonctionnelles
FS(...IF,) se factorisent en un produit de F, lorsque les dis-

tances interparticulaires deviennent suffisamment grandes (par
rapport a r,) : c'est une forme atténuée de 1'hypothése du
chaos moléculaire, en ce sens que l'absence de corrélations
n'est postulée que pour les instants ol les particules sont
infiniment éloignées ; elle n'est donc pas incompatible avec
les équations du mouvement, mais elle introduit un élément
d'irréversibilité dans le formalisme, puisqu'elle revient a
supposer que le passé est caractérisé par un état sans corré-
lations (cf. [32-33]). Ainsi, la condition (3.28) correspond
dans cette théorie au deuxiéme ingrédient nécessaire i la MSHE
que nous avons mentionné en (3.1-c) : c'est une hypothése de
nature statistique qui porte sur 1'état initial du systéme et
qui a pour conséquence de sélectionner, dans l'ensemble des
solutions FS(...IF,) de la hiérarchie, celles qui peuvent con-

duire & un comportement irréversible du systéme.

La connaissance des approximations successives

Fil)(...!Fl) permet alors d'obtenir 1'équation cinétique (3.26)

sous la forme d'un développement en puissances de la densité

(analogue ‘au développement du viriel dans le cas de 1'équili-
bre). Cette équation se déduit de 1'équation de la hiérarchie
relative & F (x,;t) :

3 - . >
(3.29) 3%1 + %L.Egi = n Cx; F, = n_f dx, 3¢(£12)'3F2(Xl,x2;t)
ar, AxR? ar, Ip,

en y remplagant F,( ;t) par F,(...|F,) et en utilisant le dé-
veloppement (3.27) ; 1l'équation cinétique (3.26) s'écrit ainsi:
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(3.30) S _ LR g fd?c’z a“’(’;”).[BFz (oo IF)
¢ e, AxR®  ar, ©3p,
(1) > ES i), >
+n 3§£—~£iii—gii + ...} = A(x,|F,) = A(O)(xl{Fk) + n'h( )(xi§F,)
3P, Co
+ n? A(Z)(illFl) Foeea
ou le terme A(O) = - %l.égi correspond au mouvement libre des

ar,
particules ; quant aux termes A(l) (£ 1), ils résultent des
interactions, ou "collisions", & 2,3... 1 particules, et s'ex-
priment sous la forme d'intégrales de collisions qui mettent
en jeu successivement la dynamique du probléme & deux corps

(A(l)), celle du probléme a trois corpS‘(A(z)),etc. L'équation
(3.30) constitue donc une généralisation de 1'équatiom de
Boltzmarm au cas des fortes densités. Le terme du premier de-
gré en n correspond & l'approximation des gaz dilués dans la-
quelle n'interviennent que les collisions binaires ; on obtient
alors une équation du type Boltzmann généralisée qui, dans le
cas spatialement homogdne, se réduit rigoureusement & l*équa-
tion de Boltzmann elle-méme. Le terme du second degré en n est
la contribution 4 1'équation cinétique due aux collisions ter-
naires ; si l'on néglige les contributions dfordre nl{1 >3),
ce terme représente une correction & l'équation des gaz di-
lués qui a pu étre effectivement calculée [31,32,35,40,41].
Mais, pour tous les termes d'ordre supérieur i n?, il apparait
dans les A 1)(1;Z 3) des divergences pour t - = gui sont dues
aux "recollisions" successives entre deux particules, provo-
quées par les autres particules de l'essaim.

Liexistence de ces divergences est une des diffi-
cultés majeures de la théorie des gaz modérément denses, fon-
dée sur des développements en puissances de la demsité. Leur
origine a pu étre étudide systématiquement en appliquant aux
fonctions de distribution hors d'équilibre Fs(.n.;t), des mé-

thodes de développement en fonctions d'essaim ("clusters")
analogues & celles utilisées dans le cas de l'équilibre [35,
36,371]. Pour un systéme situé dans l'espace physique ordinaire
(ot d = 3), on trouve ainsi que le terme A(3§ diverge pour
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t * @ comme 1og(t/tc) et que les termes A

3

(1), avec 12 4, di-

, 2= . N . .
vergent comme (t/tc) 5 pour un systéme & deux dimensions

(ot d = 2), on trouverait que la divergence en log(t/tc) a

(2) (1)

lieu pour le terme A , alors que les termes A , avec 1 2 3,

. 2 sz s .
divergent comme (t/tc) . Une analyse détaillée des intégra-

les de collisions montre que ces divergences proviennent de ce
que les particules de; l'essaim considéré peuvent se déplacer
librement sur des distances arbitrairement longues entre deux
"recollisions" ; or, dans un systéme i N particules, cette
distance ne peut en réalité excéder quelques l.p.m., en raison
de la présence de toutes les particules du systéme extérieures
a l'essaim considéré. Il s'ensuit que les développements en
puissances de la densité ne sont pas bien adaptés a 1'étude
des systémes hors dféquilibre, puisque chacun de leurs termes
ne dépend que de la dynamique d'un petit groupe de 1 particu-
les, considérées séparément du reste du systéme.

) On conclut de ce qui précéde : (i) que le dévelop-
pement (3.30) de l'équation cinétique en puissances de la den-
sité n'est valable que jusqu'au terme 1 = 2 (dans le cas phy-
sique olt d = 3) et n'est donc pas valable pour des gaz denses
(ii) qu'il en est de méme pour 1'hypothése de la dépendance
fonctionnelle des FS par rapport & F, qui sert & définir 1'é-

3

tape (ou le "niveau") cinétique. Cette situation peut cepen-
dant &tre améliorée en utilisant des techniques de "resomma-
tion" des termes divergents qui reviennent i tenir compte de
l'effet du l.p.m. dans les intégrales de collisions [42,43] 3
on montre aleors que ces termes "resommés! donnent une contri-
bution en n’logn dans les coefficients de transport, de sorte
que ceux-cl ne peuvent pas s'exprimer seulement par des déve-
loppements en puissances de n. On voit ainsi que la descrip-
tion cinétique d'un fluide pose des problémes délicats dés que
l'on s'écarte notablement du cas du fluide dilué ; ceci est
d'ailleurs & rapprocher des difficultés mentionnées en (3.1-d)
concernant la définition d'un passage & la limite convenable
pour un gaz modérément dense. Pour les gaz dilués, les métho-
des perturbatives conduisent seulement i une certaine généra-
lisation de 1'équation de Boltzmann dont la validité est su-
bordonnée a celle de 1'ensemble de la théorie ; d'od 1'intérét

149

qui s'attache 3 la démonstration de résultats rigoureux dans
le cas de la limite de Boltzmann-Grad.

d. Cas du modéle des sphéres dures. Pour étgdier le passage

3 12 1imite de Boltzmann-orad (o4 r, - 0), il est‘commode de
se placer dans le cas ol 1'inter§ction entre pa?t;?ules est
représentée par un modéle de sphéres dures de dlamet?e a. Led
L'utilisation de ce modéle rencontre cependgnt des d%ffxcu‘tes
d'ordre technique dues au caractére discontinu de 1'§volutlon
résultant des collisions instantanées entre les particules.

' 1e formalisme de 1'équation de Liouville et de la hiérarchie,

qui suppose une évolution et\des forc?s d‘?nteract%on conti-~
nues, doit donc &tre adapté a c:§t1':e‘S}tv.xatlon'particullere}.1
On y parvient en modifiant la définition de l'espace %es pha-
ses de maniére & retrouver dans le nouvel espace une eYolut§on
continue ; il résulte d'une analyse non trlylale gC?rc1gnan%
[44] et Lanford [2]) que ceci est possible a condltl?ndde nei
gliger 1'ensemble des points de phase cgrresponda?t a des co
lisions "rasantes" et aux collisions trlp%esleu d'ordre supe-
rieur. L'évolution du systéme est alors decrlt? par une equa-
tion de Liouville, d'olt 1'on peut déduire 1e§ équations de la
hiérarchie B.B.G.K.Y. pour le modele des spheres dures ; cel-
les-ci s'écrivent sous une forme analogue a (3.16) :

aps

5 o < s< N
(3.31) = P T Cs,s+lps+1 TR ’

dans lesquelles LS est 1'opérateur de Liouville & s particules

(comprenant les collisions élastiques binaires entre celleij
- . * 3 * 0] 3 nant e—
ci) et ou 1'opera§eur de collisions CS,S+1 est mainte

fini par : ‘ 5 E ‘
~ v [, N i]~ + r
(3.32) Cs s+1Ps+1 7 cfflfdps+1dw P'{—__ﬁ__— ps+1(x“°"’xs’ i
3 i= .
s*xR? +08,D_ ) 3

s+1

dans (3.32), © représente le vecteur-unité po;té par la ligne
des centres des deux particules (i) et (s+1) & 1'instant de
leur collision et pointant du centre de (i) vers (s+1)’e§ @m
est 1'élément d'aire de la sphére+unité 5%, Avec ges+def1nt£
tions, les deux inégalités 8.(pi—ps+1) >0 et m.(pi—ps+1) 0

correspondent respectivement au cas ol les deux particules (i)
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et (§+1) se rapprochent avant une collision et celui ol elles
se seéparent apreés une collision.

I1 est utile d'écrire 1'équation relative a
0 (x;;t) qui peut étre mise sous une forme trés voisine de
1'equatlon de Boltzmann. A cet effet, on décompose 1'intégrale
sur ® figurant dans C1 )2 en deux intégrales prises sur les

deux demi- spheres (S ) gt (s*) définies respectivement par :
(pz—px) >0 et a. (pz—pl) < 0 ; grice A la nouvelle défini-
tion de ltespace des phases, on peut alors remplacer dans la
premiére 1ntegralu le point de phase (rl,pl,rl+cw,p2) corres-
pondant au cas ol les deux particules se séparent aprés une
collision, par le point de phase (r,,pl,rl+ow,p2) correspon-—
dant au cas ou les deux particules entrent en collision Lavec
des impulsions (pl,pz) Ta (p,,pz) qui redonnent pl et p2
aprés la collision (voir § 3.3). En changeant @ en -@ dans
cette 1ntegrale et en remarquant que L, = —(pl/m) a/ar,, la
premiére équation de la hiérarchie (3.31) s'écrit finalement :

02[ dadp, G.[ ‘—pz]
m
STxR?

(3.33) ———-~——-a°*(’;;’t) N T LHE I
m e
ar,

- Y -+ -+ ~ ~ + + + N
{p.(ry,pl,r,-0,p}5t) - pz(rx,Px,Fx+0wsBzit)} s
d'olt 1'on peut déduire formellement 1'équation de Boltzmann

moyennant des hypothéses que nous allons discuter dans le pa-
ragraphe suivant.
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