155

Annales de la Fondation Louis de Broglie,
Vol. 8, n° 2, 1983

SUR UNE METHODE DE MOYENNISATIONFVALABLE
DANS UNE LARGE ZONE DE RESONANCE POUR DES
'SYSTEMES HAMILTONIENS CLASSIQUES
NON AUTONOMES ET NON LINEAIRES
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Résumé : On étend & des systémes hamiltoniens
classiques non—linéaires la méthode dite "des moyennes réson-
nantes' antérieurement proposée dans lé cas linéaire, notam—
ment en méeanique quantique (Lochak-Thiounn, 1969).

Le systéme type cité ict en exemple sera un systéme autonome
intégrable sounis 4 une perturbation périodique ou presque-
périodique par rapport au temps. La méthode proposée est une
généralisation de la méthode des moyennes de Bogolioubov et
Mitropolsky (1963) et som avantage, par rapport 4 d'autres
méthodes, est de fournir une solution approchée qui reste va-
lable aussi bien loin d'une résonance que dans son voisinage
inmédiat. Il devient alors facile de suivre par continuité la
réponse du systéme intégrable considéré (systéme dit "on per-
turbé") lorsqu'on fait varier l'une des fréquences partielles
de la perturbation dans un_large intervalle pouvant inclure
une fréquence propre du systeme non perturbé. La méthode sera
illustrée par une application d la perturbation paramétrique
sériodique d'un pendule non linéaire.
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Introduction et remarques générales

Avant d'exposer la méthode d'approximation que nous
proposons pour les systémes classiques hamiltoniens soumis a
des perturbations qui oscillent dans le temps, nous voudrions
dire briévement quelles ont été nos motivations. Elles sont
de deux ordres.

Tout d'absrd, les études poursuivies, depuis quel-
ques années, sur les ihvariants adiabatiques des systémes sou-
mis & des perturbations périodiques exigent qu'on sache dé-
crire lf'évolution d'un tel systéme lorsquion fait lentement
varier l'un de ses paramétres, méme si une fréquence propre
de la perturbation vient ainsi 3 traverser une fréquence pro-
pre du systéme non perturbé. Il arrive, en effet, que le ca-
ractére adiabatique de la transformation n'en soit pas affec~
té (voir 1'exposé d'ensemble de ces problémes : G. Lochak et
A. Alaoui, 1977). En mécanique quantique, une telle méthode
existe déja : c'est la méthode des moyennes résomnantes, dont
nous aurons i reparler et dont on trouvera des applications
citées dans la bibliographie de llarticle ci-dessus. Mais en
mécanique classique, nous ne connaissions pas de telle méthode
générale et nous avons voulu combler cette lacune. Tel est
donc notre premiére raison.

) L'autre raison se trouve dans la nature méme

de l'algorithme que nous proposons. En effet, en mécanique
quantique, la méthode des moyennes résonnantes utilise les
facilités qu'offre la linéarité des équations et on pourrait
croire, & premiére vue, que le probleme serait donc radicale-
ment plus compliqué en mécanique classique, mais il n'en est
rien et nous voulions le prouver. En effet, ce dont la métho-
de a besoin c'est de la loi de composition des transformations
canoniques, or celle-ci est trés simple en dynamique hamil-
tonienne; dés qu'on exprime celle-ci sous la forme de Jacobi
et qu'on introduit les fonctions génératrices des transforma-
tions ; nous voudrions faire a ce sujet quelques remarques.

Rappelons que, si un méme systéme est décrit par
deux ensembles de variables canoniques (q,p) et (q',p'), avec
les hamiltoniens correspondants H(q,p,t) et H'(q',p',t), ceux~
ci sont liés par la relation :
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3F
(0,1) H'(q',p',t) = H(q,p,t) + 5z{a,q',t)

ott F(q,q',t) est la fonction génératrice de la transformation.
Inversement, d'aprés (0,1) et les formules du changement de
variables canoniques : :

oF 3F
(0,2) p=g5le,at) » P = - Friwalst)

on voit que si 1l'on se donne a priori deux hamiltoniens
H(q,p,t) et H'(q',p',t) 1la fonction génératrice F du change-
ment de variables qui passe de l'un & 1'autre obéit & l'équa-
tion aux dérivées partielles :

F

3{ t) =0 .

aF 3F
(0;3) + H(Q:Saxt) - H'(Q')‘

T
Or on sait que, dans chacune des deux représenta—
tions (g,p) et (q',p'), le systéme dynamique peut gtre décrit,
respectivement par les équations de Jacobi :

35 35 . 3§ 3s' .\ _
(Oy4) _a—t. + H(q;sa;t) =0 5 'é_t—_ + H‘(q'QT’t) =0 .
Prenons alors des intégrales complétes de chacune d'elles :
s(q,a,t) et S'(q',e,t), en prenant soin de faire correspondre
entre elles les caractéristiques en choisissant un méme ensem-
ble de constantes «,8. Il s'ensuit que la fonction

(0,5) Fla,a',t) = S(a,0,£) = §'(q",0,t)

ne dépend pas de o puisque

as _ 3s' _
3a  da

(0,6)

et d'aprés (0,4), elle est solution de (0,3) : ctest donc une
fonction génératrice de la transformation et, si nous écrivons
maintenant (0,5) sous la forme :

(0,7) S'(q',0,t) = S(q,a,t) - Fla,q',t),
nous pouvons 1tinterpréter en disant que ltaction S' exprimée

4 1'aide des '"nouvelles" variables canoniques (q',p') s'ob-
tient simplement en retranchant de 1'action S, exprimee a



158

1ltaide des "anciennes" variables, la fonction génératrice F
de la transformation. Et ceci est une loi de groupe car si
lton effectue deux changements de variables canoniques succes-
sifs

(q,p) > (a*,p") ~ (g",p")
dérivant, respectivement, des fonctions génératrices F(q,q',t)
et F'{q',q",t), on montre facilement qu'en vertu du principe
de moindre action, 1€ cchangement de variables (q,p) > (q",p")
dérive lui-méme de la’fonction génératrice

(0,8) F"(q,q",t) = F(q,q',t) + F'(q',q",t) .

Bien entendu, F" ne dépend plus de q', en vertu méme des for-
mules du changement de variables

‘ aF aF
(0,9) p' = - gaT(q,Q',t) = 5T

Ctest l'additivité de cette loi de groupe qui permet de trans-
poser au cas classique les calculs linéaires quantiques.

(q*,9",t) .

Ces simples remarques, .jointes a une généralisa-
tion de la notion de moyenne temporelle, se trouvent a la
base des calculs qui vont suivre. Mais ces remarques ont une
signification plus importante.

Nous savons, en effet, depuis Hamilton lui-méme
(et cette interprétation se trouve a l'origine des idées de
de Broglie et Schrddinger), que l'action lagrangienne S peut
étre regardée comme la phase d'une onde. Par conséquent, les
formules (0,7) et (0,8) montrent que les transformations ca-
noniques classiques ne sont rien d'autre qu'un groupe parti-
culier de transformations de jauge, ce qui constitue la clé
du rapprochement entre les transformations canoniques classi-
ques et quantiques (voir A. Amiet et P. Huguenin, 1982). C'est
pour cette raison que la méthode des moyennes résonnantes, que
nous développons ici en mécanique classique, constitue 1l'exac-
te transposition de la méthode antérieurement développée sous
ce méme nom en mécanique quantique : on devrait méme pouvoir
retrouver la méthode quantique en introduisant la méthode
classique dans 1'intégrale des chemins (G.J. Papadopoulos,
J.T. Devreese, 1978).
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1. Rappel de résultats antérieurs

Pour montrer ol se trouve la difficulté que notre
méthode se propose d'écarter, il convient de .rappeler, dans
ses grandes lignes, la méthode des moyennes de Bogolioubov et
Mitropolsky (1963). On sait que c'est une méthode de change-
ment de variables qui s'applique 5 des systémes mis sous la
"forme standard”

n
(1.1 g% = e X(t,x) ;5 x, X e R
ol € est un petit paramétre. On cherchera une solution appro-

chée dont la forme générale, au n-iéme ordre, s'écrit
r n
(1.2) xn(t,i) = £ + € A (E,E) +:i..t+ € An(t,E) 3 EAL € R

oti les A (t,£) sont définis de fagon telle que la nouvelle
inconnue £ obéisse & une équation approchée d'ordre n de la
forme '

n o - n
(1.3) $5 = e z(e) wor T2 (0) 5 8, B €W
ou les 51(5),.,.,3n(£) ne dépendent pas - du temps. Le systéme

(1.3) sera donc plus facile & intégrer que (1.1) et on montre
que {(1.2) fournit alors une solution approchée de (1ii)ﬁ a
ltordre n. Bogolioubov ltappelle "approximation améliorée
d'ordre n" car, en réalité, si on arréte le développement (1.2}
au terme n - 1 (sans changer 1'équation (1.3)), on obtient dé-
ji une approximation d'ordre n, dite "approximation ordinaire'.
Mous reviendroms sur ce point.

Pour obtenir le systéme (1.3), Bogolioubov et
Mitropolsky supposent d'abord qué les seconds membres de (1.1)
sont de la forme '

. ivt
(1.4)  X(e,x) = [ X (x)
Y - .
Pour toute fonction F(t,x) de la méme forme :
ivt
e Fv(x)

définitions suivantes

F(t,x) =

W ¢ 1

ils posent alors le
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(1.5) M F(t,x)} = Folx)

ivt ivt

(1.6) F(t,x) = 1 S — F (x); %(t,x) =3 %T—TT F (x) 5..0
\);0 1V \Y \)#0 iv Y

d'ou 1l'on a évidemment -

.y E_F_ow, LU T

3t b3t

Par un procédé pas & pas que nous ne reproduirons pas parce
que nous le retrouverons plus loin sous une forme plus géné-
rale, ils obtiennent les expressions (1.2) et (1.3). Souli-
gnons ce point important que les A (t,£) du changement de va-
riahle (1.2) sont toujours oscillants, c'est-a-dire du type
F, F, etc., tandis que les I, , sont des grandeurs moyennes
(en 1'occurence, elles ne dépendent pas du temps). Par exem-
ple, au premier ordre, on trouve pour (1.2

qy 48 _ o g -

(1.8) gx=° Xo(8) = & MX(£,x) ]

tandis que la solution améliordée du premier ordre stécrit
ive
e

(1.9) x = £+ ¢ [ =55 Xv(€)=5+€X(t,€) .

V£
La méthode est puissante mais elle présente le
défaut dans les problémes de résonance, d'obliger & distinguer
entre le cas résonant et le cas non résonant. Comme c'est un
point d'une grande importance physique, nous voulons le pré-
ciser sur un exemple, celui de la perturbation paramétrique
dtun oscillateur linéaire

o

(1.10) g + will - Em coswt)g = 0 .

Pour mettre ce systéme sous la forme standard, nous introdui-
rons de nouvelles variables X,y grice aux formules

iwgt ~iwgt
e +y e

(1.11)

@

. iwet
q = iwex e °

. -iw,t
- 1w,y e

et nous obtiendrons des équations de la forme (1.1)
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x = g X(x,y,t)
%E[x(eimt . e_imt) . y(ei(m—Zmo)t R e-i(m+2mu)t)]
(1.12)

y = ¢ Y(X’YJt)

-3 %[x(el(m+2w°)t N e"i(w—Zwu)t)
Les f{équences v qui figurent dans (1.4) sont donc égales,
ici, 4 : %o, #(wr2e,), #(w-2uw,). . ’

+ y(elmt + e°lmt)]

Limitons nous, pour simplifier, & l'approximation du premier
ordre et & la premiére résonance : W, = w/2.-Si w, se trouve
loin de cette résonance, donc ‘

o - 2w,| >> ¢

les formules (1.5) et (1.6) s'appliquent aussitdt et on voit
que l'on a

(1.13)

iwt -iwt i{w-2w,)t e—i(w+2mo)t

T e . e
X=- 4[ — - )+ x( T

avec des formules analogues pour Y.

w o+ 2w,

Au contraire, si nous sommes a la résonance exacte w = 2w,
ces formules ne seront plus valables, et nous aurons

. . €
(1.14) g{X }== i i y

~ iwt ~iw ~2i
g - E[x(e e 1 t) _y o let]
4 w ® 2w

avec des formules semblables pour Y. Ceci entrainera donc un
changement dans la forme des équations approchées, et il
existe, de.ce fait, un hiatus entre la résonance et la non
résonance. On peut, certes, améliorer cet état de choses et
examiner une zone entourant la résonance en posant

3

2

w
+axE

(1.15) wj = 5

il
4

. 2 . . aw »
a est un parametre réel sans dimension et T € represente
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1'écart par rapport & la résonance. L'équation (1.10) s'écrit,
3 0(e?) pres :
2
(1.16) q + %—[1 + %E(a - cosut)lq = 0 .
N . w o
Le changement de variable (1.11), ot 1l'on substitue 5 a 4y,
donnera alors le nouveau systéme :

(1.17) x = € X(x,y,t)
= -1 %[y - 2ax + x(elwt LTty y e_21mt]
§ = & Y(X’Y:t)
= i i[x - 2ay + y(e1mt f e Yy L x e21wt]
d'ou
(1.18) g{x}=i§(2ax-y)
iwt ~iwt -2iwt .
€ e e ) e EEX e—lmt]
X:_Z[x( w w -y 2w Y TS

et des expressions analogues pour Y. Les équations (1.8) et
1a solution améliorée (1.9) prendront donc une nouvelle forme
qui est valable dans un intervalle entourant la résonance

w = 2w,, mais il s'agit seulement d'un petit intervalle (de
1'ordre de €) et on est obligé, en réalité, de supposer que

a = 0{1).

Autrement dit, on reste dans l'obligation de distinguer entre
la résonance et la non-résonance, sans pouvoir suivre, sur
une méme expression analytique, la réponse d'un systeme a une
perturbation dépendant du temps, lorsqu'on modifie 1'une de
ses fréquences caractéristiques dans un large intervalle de
valeurs comprenant une résonance. Ceci présente des inconvé-
nients importants dans certaines applications physiques et
c'est a cela que nous voulons remédier.

2. Généralisation du principe des moyennes

Ce que nous proposons est une généralisation de la
méthode de Bogolioubov et Mitropolsky fondée sur une extension
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de la notion de moyenne, et donc sur l'utilisation d'opérateurs
lissants plus faibles et plus généraux que la moyenne tempo-
relle. Ce procédé a déja été appliqué avec succeés en mécani-
que quantique (Lochak-Thiounn, 1969) ; il nous permettra de
construire un algorithme valable pour les systémes classiques
non-linéaires (et non autonomes). Commengons par exposer suc-
cintement le principe de notre méthode.

Tout d'abord, pour généraliser la notion de moyen-
ne, nous avons été amenés a y faire figurer le temps (c'est ce
qu'admettent également d'autres auteurs (Grebenikov et Riabov,
1979). Le systéme approché (1.2) et (1.3) s'écrira donc mainte-
nant :

(2.1) x_(£,8) = & +eA (6,04 s "s“An(t,e;) 5B Ay € Rr"

dg

(2.2) T

= €3, (t,E) aor enEn(t,E) ; , £,5 € r"

ou les E aussi bien que les A, dépendent maintemant du temps,
mais pas de la méme maniére. Nous adopterons une idée essen-
tielle qui apparait implicitement dans la méthode de Bogolioubov
et que nous généralisons : A4 tous les ordres d'approximation,
les A (t,£) dans 1'expression (2.1) de x (t,E) seront “oscil-
lantsK en t (donc rapidement variables) Brandis que les Ek(t,i)
de 1'équation approchée (2.2) seront des "moyennes" (donc
lentement variables). Bien entendu, ce choix est a priori ar-
bitraire et il ne peut étre justifié qu'aprés coup par les
conditions d'application physique de la méthode.

On peut résumer notre principe sous la forme in-
tuitive suivante : comme les seconds membres de (2.2) sont
d'ordre € et lentement variables, &(t) oscillera lentement,
de sorte que 1'expression (2.1) de x(t) apparaitra comme une
onde porteuse rapidement oscillante sur laquelle le vecteur
£(t) inscrit un signal lentement modulé défini par 1ltéquation
(2.2).

Notre premier probléme sera maintenant de définir
ces termes "oscillants" et "moyens' sous une forme générale
qui remplacera (1.5) et (1.6). Nous donnerons plus loin des
exemples concrets que nous utiliserons dans les applications,
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mais tout notre algorithme se déduira des quelques conditions
générales suivantes.

Nous supposerons que les seconds membres de (1.1),
ainsi que toutes les fonctions du méme type {que nous dési-
gnerons par F(t,&) ou F(t,x)) dépendant explicitement du temps,
qui apparaitront dans les calculs, seront dérivables par rap-
port 4.t autant de fois qu'il le faudra et bornées pour tout
t > 0 ; nous supposerons en outre que nous savons définir un
opérateur lissant = et un opérateur oscillant T qui n'agissent
que sur la dépendance explicite de F par rapport a t et qui
possédent les trois propriétés suivantes 3¢)

A. F(t,x) admet la décompositionl:

=  ofF
(2.3) F = F «+ 3

B. F(t) et F(t) sont bordnées pour tout t =0, ainsi que les
itérdes des opérations et .

C. Les deux opérations sont "orthogonales"

~

(2.4) F=F-=0.

Ces conditions entrainent i elles seules des propriétés inté-
ressantes. En effet, appliquons par exemple & F la décomposi-
tion (2.3) et nous aurons

(2.5) F=F

L'opérateur lissant est donc idempotent comme il convient a
une moyenne. Inversement, appliquons l'opérateur 2 (2.3) ;
il s'ensuit que

a1l

(2.6) = 0

(%) On verra que ces propriétés sont suffisantes pour dévelop-
per notre méthode, mais soulignons ici que nous n'avons pas
la prétention d'énoncer une axiomatique.
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ce qui veut dire que le second terme de (2.3) est nul "en
moyenne", tout comme F. Maintenant, appliquons d'une part la
décomposition (2.3) a la fonction F et, d'autre part, 1'opé-
ration = a la Qécomposition (2.3) de F. Nous trouverons

of  oF
at | ot

(2.7) F =

et on voit que " est un opérateur "intégrant”.

Enfin, notre terminologie sur “ et  sera justifiée par les
propriétés des moyennes temporelles de F et de F. En effet,
dtaprés (2.3), on a

T
1 i = L
T fOF dt = 5 fo F dt + T[?(T) - F(0)]

i

et comme F a été supposée bornée pour tout t >0, il s'ensuit
que )

T 1 T
(2.8) lim t f Fdt = lin 1 f F dt |
Tee 0 Tae 0
on voit donc. que F et F ont méme moyenne temporelle. D'autre
part, dtaprés (2.7), on a

(2.9) lin 7 f Fat = Lim g[R(T) - F(0)] =0 5
T+e 8] . T+ .
¥ est donc nul en moyenne temporelle, ce qui justifie qu'on

qualifie F de fonction "oscillante".

Donnons maintenant des exemples.

1. On vérifie que nos conditions sont évidemment satisfaites
par les moyennes temporelles et les fonctions oscillantes de
Bogolioubov (1.5) et (1.6).

2. Remarquons de plus que si F se présente sous la forme d'une
somme de Fourier : .

v b

(2.10)  F(t) = ] &VF F
: v

(ce qui est d'ailleurs le seul cas envisagé par Bogolioubov),
prendre la moyenne temporelle de F(t) reveint tout simplement
3 ne conserver que le terme constant F, du développement. Une
généralisation évidente consistera 3 faire, tout simplement,

une troncature plus large en se donnant un nombre N > 0 et en
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posant :
ot ei\,ut
(2.11) F= 1 e F,; F= 1 =5 Fus .o
ot lN v o | >N iv v

Les conditions posées plus haut sont satisfaites et c'est ce
procédé qui nous permettra, plus loin, de résoudre le problé-
me de la traversée d'une zone de résonance. Bien entendu, il
s'agit 13 d'une idée-classique : elle a été employée en mé-
canique céleste (H. Poincaré, 1892), ainsi que dans 1'approxi-
mation dite du "champ tournant' en résonance magnétique nu-
cléiare (Abragam, 1961), ou dans des problémes analogues en
mécanique quantique. Cependant, il ne stagissait pas jusqu'ici
d'une véritable méthode, mais seulement d'un artifice qui se
limitait aux équations linéaires et au premier ordre d'appro-
ximation tandis que nous en ferons ici un procédé systématique,
étendu a tous les ordres d'approximation et applicable aux cas
non-linéaires.

3. Un autre exemple de décomposition (2.3) nous sera donné par
des fonctions amorties du type :

(2.12) F =1 e(‘X +iv)e F, (x > 0)
v
On peut prendre alors la décomposition :
. (=a+iv')t
. = (=r+ivi)t
(2.13) F = z e F\)" F = 2 —W F\)" 5 ewe

[ vt <N [ v >N ,
Ici aussi, nos conditions sont satisfaites. Cette décomposi-
tion s'est révélée trés utile dans la théorie quantique des
interactions entre la matiére et le rayonnement {Lochak-~
Thiounn, 1969) car on peut représenter ainsi la largeur spec-
trale du rayonnement incident. Remarquons que dans ce cas la
notion <de moyenne temporelle telle que 1'emploie Bogolioubov
serait .inefficace, puisque celle-ci serait toujours nulle, si
bien que l'éguation approchée (2.2) se réduirait trivialement

a %% - 0, ce qui n'est plus le cas avec 1a définition (2.13).

Venons—en, maintenant, 3 1'algorithme gque nous
proposons. Nous devons d'abord écrire sous forme commode les
équations que nous voulons traiter. En effet, dans le cas des
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systémes hamiltoniens, les équations analogues a (t.1) sont
les équations de Hamilton ; mais en réalité, c'est sur 1l'équa-
tion de Jacobi que nous développerons notre méthode. La raison
en est que les opérateurs et ~ étant lindaires, nous profi-
cerons de 1'additivité de 1l'action et des fonctions génératri-
ces lors des compositions de transformations canoniques. En
fait, c'est cette propriété qui s'utilise déja dans la métho-
de de Lindstaedt-Poincaré (voir : Poincaré, 1892 ; Juvet, 1926;
Lochak, 1981,1982).

3. la réprésentation d'interaction en théorie de Hamilton-
Jacobi

Nous considérerons par la suite des systémes. de
Hamilton-Jaccbi de la forme :

(3.1) 3+ H(o, -2-%5, £) = 0

H(e¢, J, t) = Ho(J) + ¢ (e, J, t) 5 9,J E}Rn

ott H, est le hahiltonien du systéme "non-perturbé”, qui est
supposé conservatif et intégrable : c'est ce systéme non per-
turbé qui définit les variables action-angle (J,¢) a 1'aide
desquelles (3.1) est exprimé ; eK est une perturbation dépen-
dant du temps ; € est un petit parametre.

Nous nous placerons désormais en représentation
d'interaction (qui équivaut & la mise sous forme standard de
Bogolioubov et Mitropolsky). Dans le cas présent, grice au fait
que (3.1) a été écrit en termes de variables action-angle de
Hy, la transformation est triviale. I1 suffit de poser :

(3.2) (s, J, ©) =8(s, I, t) - B t 5 Eo =H(U),

oii E, n'est autre que 1l'énergie du systéme non perturbé. Nous
aurons alors pour (3.1) la représentation cherchée :
38 a5

(3‘3) vl K(Q, 5—5’

3t t) =0

4. La méthode des moyennes résonnantes aux deux premiers ordres
d'approximation

Nous transposons maintenant 3 (3.3) les principes
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énoncés au § 2, en atilisant notamment les fFormules (2.3) et
(2.4). Nous nous contenterons, dans ce paragraphe, de calculs
formels que nous justifierons au paragraphe suivant dans le
cas général.

4.1 épg£9§igggion du premier ordre

Nous allons construire une transformation canoni~-
que (6,J) ~ (x,L) du premier ordre en ¢ et du type (2.1) s
olle dérivera donc d'une fonction génératrice telle que :

(1.1) G,(e, L, ) = ¢ L€ F.(e, L, t)

ol F, est une fonction inconnue, mais que nous déterminerons
en lui imposant d'étre purement oseillante (donc de moyenne
généralisée aulle) et en exigeant que (3.3) se transforme a .
Jes termes O(e?) prés, en une équation du type :

38, 35,

(4.2) — + € K. (x, EaR

at £ =0

ou K, est une seconde fonction inconnue qui sera supposée
non-osceillante en t.

La relation classique qui donne le nouvel hamiltonien en fonc-
tion de l'ancien et de ia fonction génératrice (Goldstein,
198) s'écrit ici, en tenant compte de {(4.1) :

. — 3
(4.3) € Kalx, L, t) = € Ko, I, €) Lige, 1, 1)

il

af
e K(¢, J, t) - € ﬁ-*-w, i, t)

Appliquons alors 4 K la décomposition (2.3) et (4.3) stécrira:
N T - 3k ]
(4d) Faly, Ly ©) = Ko, 3, 0) = 50, 3, 0) = Fie, 1, 0)

Nous allons montrer que cette identité sera satisfaite au pre=
mier ordre en € si nous adoptons pour F, et K, les décomposi~
tions suivantes :

(4«5) F;(Q}, L, t) = K(¢9 L, t) H K;(X, L, t) = K(X’ L, t)

ob K est l'hamiltonien du systéme initial (3.3) 5 il s'en sui-
vra donc la forme explicite de (4.1) :
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(4.6) Gi(o, L, t) = o L - <Ko, L, t)

3s, — 38,
(4.7) Frai e K(x, ' t) =0

En effet, le changement de variable canoniques qui dérive de
(4.6) s'écrit :

©, R

(4.8) J =735 =L - eﬁ(w, L, t)
i) 3k
x=ﬁi,=¢—€ﬁ(¢, L, t)

et comme ces transformations sont infinitésimales, elles stin-
versent facilement au premier ordre en € et nous obtenons :

(4-9) J=L-c¢ ‘g’%(x, Ly t)

¢=x+6-2%(x,L,t)

, Ceci est 1l'analogue de la transformation (2.1).
On sait que (¢,J) et (x,L) ne different que par des termes
oscillants, de l'ordre de &, et si l'on introduit (4.9) dans
(4.5), on vérifie aussitdt que 1'identité (4.4) est satisfai-
te au premier ordre en €.

Nous pouvons donc énoncer le procédé d'approxima-
tion suivant :

a. On substituera a 1'équation initiale (3.3) 1l'équation ap-
prochée (4.7) dont on cherchera une intégrale complete
S,(x,e,t) et on définira 11évolution de x et L par la méthode
de Jacobi :

3S o : '
(4-10) B8 = 'S'al(x, a, t) 3 Jl = ”‘(X, a, t)

ol a et 8 sont des constantes d'intégration.

b. En posant alors simplement pour les variables ¢ et J du
systéme initial :

(4.11) ¢ =X ; J =1L

on obtiendra une approximation ordinaire du premier ordre.



170

¢. Si maintenant nous introduisons x et L dans le changement
de variables (4.9), on obtiendra ce que nous appellerons en
reprenant la terminologie de Bogolioubov, une approximation
améliorée du premier ordre, Ce que nous légitimerons au para-
graphe suivant.

4.2 Approximation du second ordre

En utilisigt les résultats déja acquis (4.6) et
(4.7), nous chercherons une nouvelle fonction génératrice et
une nouvelle équation sous la forme :

(4.12) Go(, L, t) = ¢ L - € R(e, L, t) - 2 F(0, L, t) 5

3S 3S b3 3S
Egi Sii’ t) + €? K2(¢’ ——l’ t) =0

+ e K(x, ™

(4.13)

ol K est 1'hamiltonien de (3.3) et ol F, et K, sont deux nou-
velles fonctions inconnues (respectivement ogcillante et non—
oseillante) que nous allons définir. En écrivant, comme en
(4.3), le nouvel hamiltonien de (4.13) en fonction de 1'hamil-
tonien initial de (3.3), il vient :

(4.14) € K(x,L,t) + €? K,(x,L,t) = € K(¢,J,t) + 39-"‘-(¢,L,t)
at

ce qui donne, en tenant compte de (2.3) et de (4.12) et en
simplifiant par € :

(4.15) KOo,L,e) + € Ralx,Lyt) = K(0,9,8) + %%(@,J,t)
r,

3t

ak
- 5;(¢,J,t) - € (¢,L,t)
Pour déterminer K, et F,, nous allons dt'abord écrire cette re-
lation & lt'aide du seul systéme de variables (y,L) et de la
transformation qui dérive de (4.12) :

B G, ak 2 9F,
(4.16) J = -é-¢—— =L~ € ""a¢(¢yL5t) - € 30 (¢’L’t)
- 3G, _ _S_K 2 _3._& :
K= gt = 0 - e gplelt) - et gpi(e L)

Les relations (4.16) s'inversent facilement 3 0(e®) prés et
donnent sous forme explicite (x,1) = (J,9) :
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. v 2
(wan 1 -1 - Fogro - e(BRLofeLe « Fatoo]
2
¢ = X + € %%(X,L,t) + E‘[%Q%E(X,L,t)%%(x,L,t) + :iz(x,L,t)]

Introduisons alors ces formules dans (4.15) et nous aurons,
toujours au second ordre (et les arguments étant partout X, L,
t) : ' :

af, oK ok oK sk _ 3’K ok

‘(4.18)?24-———‘:——————--——-.-—-____—_

3t | 3y 8L al 3x atal 3y

On peut donner & cette formule une forme plus‘intrinséque en
faisant apparaitre des crochets de Poisson et un produit sca-
laire :

= aF, = 1., a8, 1 & ok 3k
(4.19) K, + rli [K,K] + E[K’SE] -3 3;(“* =7 3
En appliquant au second membre de (4.19) la décomposition
(2.3) et en identifiant, entre les deux membres, les parties
moyennes et oscillantes, on trouve K, et ¥, en fonction de
1'hamiltonien K du systéme initial (exprimé en termes de va-
riables ¥, L, t) .

(4.20) Ko - (OF] « 20,2 - L 2G50
‘ = 1 TR 3,3k 3k
(4.21) By = [E,R] + 5[R55] - 1 =Gy

Ce sont les expressions que nous devons introduire dans {(4.13)
et dans (4.17), et nous définirons comme suit l'approximation
du second ordre : :

2. On substituera a 1'équation initiale (3.3) 1lt'équation ap-
prochée (4.13), avec K, défini par (4.20) ; on en cherchera

une intégrale complete S,(x,e,t) et on définira 1'évolution

de y et L par la méthode de Jacobi :

g as 3
(1.22) 8= 320,v,0) 5 L= 2xe0)

b. Si on revient maintenant aux variables ¢, J en introduisant
y et L dans les formules (4.17) limitées aux termes du premier
ordre (ou, ce qui revient au méme, en utilisant les formales
(4.9)) on obtiendra une approximation ordinaire du second ordre.
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c. Si, au contraire, on~introdu?t x et L dans les f9rm31es
(4.17) complétes, avec F, défini par (4.21), on obtiendra une
approximation améliorée du secon@ ordre (gn.reprenant, 1cz .
aussi, la terminologie que Bogolioubov utilise dans sa prop
méthode). Nous justifierons cela au § 6.

5. Approximations 3 l'orndre n

Supposons qiie les formules analogues & (4.6) et
3 {(4.7) solent connues jusqu'a 1tordre n-1 et cherchons les
formules correspondantes 3 l'ordre n. Nous devons donc cons-
truire une fonction génératrice @ .

n
Kk
(5.1) G (o, L, ) =0 L=1 ¢ F (e, L, ©)

k=1 .
dans laquelle les § sont purement oscillqntes'; par hypothe-
se, Fi,eee,F son% déja connues. Pour déterminer F_, nous

introduisonsnaans (3.3) la transformation (¢,3) + (x,L) qui
dérive de Gy

©y ©y
(5.2 J = ng(¢, L, t) 5 X = 32—(¢, L, t)

et nous imposons la condition que la transformée de (3.3)
puisse s'écrire, 3 1'ordre n, sous la forme :
v aSn kg aSn 0

(5.3) 57+ ki_i e K lx, 57 ©) =

oit les K, devront &tre des fonctions moyennes, dont les n»i .
) PR “ a

premiéres sont déja connues par hypothése, seule.Kn reizan

déterminer. F_ et Ky stobtiendront alors en exprimant

1'ordre n) le nouvel hamiltonien figurant dans (5.3) en fonec-

tion de 1'ancien hamiltonien K (celui de (3.3)) et de la

fonction génératrice G . En tenant compte de (5.1) et de

(5.3), on aura : o

(5.4) b MK (x, L, ©) + EEEW, L, t)] = ¢ K(s, J, ©)

De méme qu'on l'a fait aux deux premiers ordres d'approximg—
tion, nous devrons exprimer (5.4) en termes des seules var%a—
bles (x,L), ce qui exige d'expliciter (5.2) sous la forme :
n
k
kAk(x, L, t) ¢=x+k2 e B (x, Ly t).

n
(5.5) J =L - Lce
k=1 i
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Ici encore, les coefficients A"""An—l et Bl,...,Bn_1 sont

déja connus par hypothése et il est facile de voir gque ce sont
des polyndmes construits sur R(x,L,t) et ses dérivées jusqu'a
1'ordre n-1 (K étant toujours l'hamiltonien de (3.3)). Il
reste donc, dans l'inversion de (5.2), a calculer A_ et B ,
ce qui est facile, bien qu'un peu long. Dans A et B , agpa—
raitront les n-&mes dérivées de K. Etant donnénque‘la trans-
formation (5.2) dérivant de (5.1) est infinitésimale en e, on
voit que : st les dérivées de 1'hamiltonien K du systéme ini~
tial existent et sont borndes(*)jusqu'd 1'ordre n+l pour

t >0, les formules (5.2) seront inversibles dés que e sera
suffisament petit, et nous trouverons (5.5) @ des termes

0(€n+1) prés.

Remarque : On pourrait objecter que nous formulons cette
proposition alors que F n'est pas encore déterminée.
Mais en réalité, F_ (et ses dérivées premidres) n'inter-
vient dans (5.5) qﬁe dans les termes d'ordre n et il
suffit donc de supposer, a priorti que F a des dérivées
bornées pour que la construction soit possible et de
s'assurer a posteriori que cette condition est bien sa-
tisfaite en vertu des conditions posées sur K, puisqu'on

trouvera pour Fn un polyndme sur K et ses n premiéres
dérivées.

Si nous obtenons alors une intégrale compléte Sn de (5.3),

‘ as . .
elle nous donnera le mouvement ¥, L = > du systeme moyenne
(5.3) ; si nous introduisons x et L dans les formules (5.5)
nous obtiendrons 1'approzimation améliorée du n-éme ordre ;
mais nous aurons déja une approximation ordinaire du n-éme
ordre en introduisant ces mémes y et L dans les formules
(5.5) limitées aux termes en n-l.’

6. Justification de la méthode proposée

Les notations que nous avons utilisées jusqu'ici
suffisent pour les applications, mais pour justifier la mé-
thode, nous devons les préciser quelque peu.

T¥%) Cette condition sera évidemment satisfaite sur un compact
ott K est n+l fois continliment dérivable.



174

Reprenons donc G_, défini par (5.1), et la trans-
formation (5.2) qui en dérive et que nous prendrons comme
transformation exacte. Dans un domaine de {¢,J,x)1}oﬁ K est
n+l fois continiiment dérivable, (5.2) sera inversible pour e
suffisamment petit et nous pourrons écrire, au lieu de (5.5):

n
Jer- ] Lo s Sale Lo 5 fall = o)
(6.1)
ok g n+1
o= x+ [ B (x,Lt) + e ble,yLt) s [} =0(1)

1

les A, et les Bk ayant les expressions précédemment obtenues
par recurrence.
Désignons alors par €M(x,L,t) l'hamiltonien exact obtenu en
introduisant dans (3.3) la transformation dérivant de (5.1).
Nous aurons la relation :

G
(6.2) eM(x,L,t) = ¢ K(¢,J,t) + 3EE(X,L,';)

que nous prendrons, elle aussi, sous forme exacte. Mais in-
troduisons maintenant dans (6.2) la transformation (6.1) qui
dérive de (5.1) : nous voyons que (6.1) n'étant autre que le
développement de Taylor, & l'ordre n, de (J,¢) au voisinage
de (L,x), nous trouverons d'aprés (6.2) l'expression de
eM(x,L,t) comme développement de eK(¢,J,t). Mais nous connais-
sons les n premiers termes, qui ne sont autre que l'hamilto-
nien approché qui figure dans (5.3), et comme la dérivée

(n + 1)-éme de K est supposée continue, le reste sera borné;
et si nous supposons que les dérivées d'ordre (n + 2) sont
continues dans un certain domaine, les dérivées de ce reste
seront bornées également

: n
(6.3) eM(x,L,t) = I €K (x,L,0) + ™0 R(e,x,L,t)
k=1

R = 0(1)

et nous écrirons 1l'équation équivalente & (3.3) par la trans-
formation (5.2) ou (6.1) prise sous forme exacte :

n n+l 3L
€

3L k= 3z
(6.4) = + € Kk(X, B—X'g t) + R(E}X)a—xyt) =0

3t
k=t R = 0(1)
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Mais d'autre part, nous reprendrons l'équation approchée
(5.3), mais en désignant maintenant par x_ , L les variables
canoniques correspondantes pour les distinguer des variables
exactes qui sont définies par (6.4)(*). Nous aurons donc :

(6 BSn % k aSn
L5) e ek (y, —, t) =0 .
it bk *n 3%,

Seit alors Sn(xn,a,t) une intégrale compléte de (6.5), ol

nous désignerons par o et 8 les constantes habituelles de
Jacobi. La solution du systéme approché s'écrira donc :
aSn aSn .
6.6) L = ~— ; =
(6.6) S (xn,a,t) s By = 52 (xn,c,t)
n
Effectuons maintenant une dernieére transformation canonique :
celle qui dérive de S_ prise comme fonction génératrice et
que nous ferons agir sur 1l'équation exacte (6.4). En désignant
par p,0 les nouvelles variables, (L,yx) » (p,0) s'écrira donc:
38 ) 3s
v n n
(6.7) L = EQ"(X’p’t) 3 0= 3;“(X,D,t)

En appliquant cette transformation & (6.4) et en désignant

n+1i : . . ) . .
par- € R#*(a,p,t) 1'hamiltonien dans la représentation (p,q)
nous aurons
n
k=1
Mais comme S_ est une intégrale compléte de (6.35), la relation
(6.8) se réduit & :

asS

n+l
+ R(X,L,t) + SEE(X’D’t}

(6.8) ™ R*(o,0,t) = [ K (y,L,t) +

(6.9) R¥(a,p,t) = R(y,L,t)

{0,0) et (y,L) étant 1liés par la transformation (6.7) et com-
me cette derniére est inversible (par l'hypothése méme que

» Sn est une intégrale compléte), il s'ensuit que R¥ restera

(¥) L'usage des lettres indicées telles que y et L  serait,
par contre, inutile dans les applications et ne ferait
qu'alourdir les notations.



176

borné avec ses dérivées premiéres dans tout domaine ol il en
sera ainsi pour R. Donc dans un tel domaine, (6.4) (qui est
dquivalente 4 1'équation initiale (3.3)) sera équivalente a
1'équation
L n+l ., 3L sl -

(6-16) ‘B‘E"" + € R7“(69 _30—.’ t) =’0 s |R"Ll <C
oll C st une certaine constante et I¥ la nouvelle fonction
principale de Hamilton, qui s'exprime en termes de o et t.
Si nous appliquons la méme transformation (6.7) & 1'équation
approchée (6.5), nous obtiendrons par définition de Sn’ 1'é-
quation :

QS§
(6.11) 35 0
olt §% est la nouvelle fonction principale approchée qui s'ex-
prime en termes des nouvelles variables canoniques s O

Choisissons pour intégrale compléte de (6.11) n

5.12 ¥* = .
(6.12) Sn o a
d'ol il suit évidemment, en accord avec (6.6) :
353 BS§
(6.13) ﬂn=*a—0—;=ﬁ 3 B=-§a~=dn

D'autre part, choisissons pour (6.10) une inté-
grale compléte I¥(o,a,t), avec les mémes constantes a et
telle qu'a 1l'instant t, on ait

(6.14) I¥(o,a,t,) = g.a

ce qui signifie qu'on a

* 3*

(6.15)  olt,) = %é— =a=p ; B-= %é— = o(t,) = o,
te t,

autrement dit que le mouvement exact défini par (6.10) et le
mouvement approché défini par (6.11) commenceront avec les
mémes conditions initiales. Introduisons alors cette inté-
grale compléte dans (6.10) ; comme nous avons pour tout t
IL¥ 8 ITH

Y] ’ T 3a

(6.16) o =
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nous optiendrons, en dérivant (6.10) par rapport i o et i a
et en intégrant par rapport au temps, en tenant compte de

(6.15) :

i

t
n+l R3¢ 3I¥
(6-17> o(t) - Dn —-€ I 3o a, rvat 6)de

t
n+1 ® 3R L
glt) - 0 = - t o8 Pt
(t) n € I 3a 7 T 8)ds
. - . o
OY,.Sl l'hamiltonien K de (3.3) est n + 2 fois continfiment
dérivable dans un certain domaine, nous pourrons nous placer
dans une domaine correspondant de p,0 tel que

(6.18) ||2R% 2R¥
3o

<o

3o ! <GC,

“et il suit de (6.17) que

(6-19) I1e(t)=p 11 <y e Hjemt,| 5 [lo(t)=o || <Cpe™ ety

et donc

(6.20) [lo(t)-a 1< Ci €5 Jlo(t)=0 || € C,e” si [t-t,| <

M|

Cela signifie que, pendant une durée qui n'excéde pas 1/e,
p(t) et o(t) ne s'écarteront pas plus que de e par rapport
aux ‘valeurs approchées p, et o

. Nous pouvons maintenant remonter jusqu'aux varia-
b}es initiales. Effectuons d‘'abord, sur {(p,d) et (p ,0 ) la
méme transformation (6.6) et (6.7) qui est continue et inver—
sible, si bien que nous pouvons affirmer qu'il existera deux
nouvelles constantes D, et D, telles que, d'aprés (6.20)

(6.21) [IL(6)-L ()11 < Dy €™ 5 [Ix(£)-x (t)]] <D, €

si |t - tylg

LA ]

Si nous appliquons maintenant & (L,x) et (L ,x ) la transfor-
matign’continue et inversible (6.1), nous oBtigndrons encore
des inégalités du méme type que (6.21) entre les variables
(J,¢) du systéme initial et des variables que nous désigne-
rons par (J',¢') qui sont les transformées de (L_,x ) p;r
(6.21). Donc, avec de nouvelles constantes D}, D} n
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(6.22) 11F()-F ()11 < pye 5 113(e)-3 (e) 1] < Dye”
si |t-tal <%

Mais si, au lieu d'appliquer (6.1) aux variables (L ,%),
nous appliqugns*la transformation approchée (5.5), nous aurons,
au lieu de (J',¢'), un nouveau couple de variables que nous
désignerons par (Jn,mh) et tel que :

Tk
-7 €
k=1

n
+ - > k - >
)Lnyt) 3 Qn = Xn +kz € §k(x > L
=1

n’t)

(6.23) Jn = Ln Ak(xn 0
Mais (fn,$ ) n'est autrg que 1' approxzimation améliorée du
n-iéme ordre, puisque (x _,L ) sont fournis par 1'équation

approchée (6.5). Or les Brafisformations (6.1) et (6.5) (ou

(6.23)) ne différent que de O(en+1). Donc (6.22) est aussi
valable pour (Jn,¢n) avec de nouvelles constantes E;, E,

(6.24) 113(e)-T ()11 <E, 5 [1B(0)-5 ()] < B, &

. 1
si Jt-t,] = <

Donc : Si une solution exacte du systéme initial
et une solution améliorde du n—iéme ordre ont mémes condi~
tions initiales, leur différence reste de l'ordre de e pen-
dant une durée de l'ordre de 1/c.

Mais observons maintenant qu'en négligeant le
dernier terme de (6.23), nous obtiendrons de nouvelles varia-
bles (J',¢')

n’’'n
n-1 k+ - >
Yoe A (xn,L

L 1t) 3 6
kel k n

(6.25) Jé = Ln -

&> n-1 k> ,+ =
= X - X e B (X 7L 7t)
ooy k'™ ™n’n

Clest ce que nous appelions 1'approximation ordinaire. Or
(J ,8 ) et (J!',¢') ne différent que de quantités du n-iéme
ordre, si bien que nous aurons aussi, avec de nouvelles cons-
tantes

(6.26) |3(e)-Fr(e)| < By &5 [8(t)-d ()] < By &

. 1
sift-to]| <7 .
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Et on voit que : 1'approximation ordinaire du n-ieme ordre
posséde des propriétés asymptotiques analogues d celles de
1'approximation améliorée. Mais bien entendu, nous aurons

(6.27) EY 2 E, ; EY, 2 E,

et 1l'approximation améliorée mérite donc bien son nom, mais
elle l¢ mérite surfouf parce qu'elle fait apparaitre dans
E (x ,L ,t) et B (x ,L ,t) des harmoniques supérieures des

. . n . 3 Lo
vibrations, qui son absentes de 1l'approximation ordinaire.

Remarques : -

1. Le procédé que nous employons dans la démons-
tration du théoréme ci-dessus est la transposition a la méca—
nique classique de celui utilisé en mécanique quantique
(Lochak-Thiounn, 1969). On retrouve le méme procédé chexz
Arnold (1976) et d'autres auteurs, mais limité a 1l'approxima-
tion ordinaire du premier ordre dans le cas des moyennes tem-
porelles de Bogolioubov et Mitropolsky.

2. On peut remarquer qu'en réalité, ce théoréme
n‘a aucun rapport avec des moyennes, quelles-qu'elles soient
Méme nos relations (2.3) et (2.4) n'ont pas été utilisées. Le
sens de ce théoréme est donc trés général : S¢, par um change-
ment de variables infinitésimal d'ordre n en €, tel que (5.2),
on substitue au systéme (3.3) une équation approchée telle
que (5.3), les formules (6.23) et (6.25) donneront des appro-
ximations asymtotiques (respectivement améliorée et ordinaire)
sous réserve que les fonctions K, Kk, A §k sotent suffisam-
ment réguliéres et © suffisamment petit.
Mais cela signifie donc qu'il faudrait établir un théoreme
beaucoup plus fin pour pouvoir vraiment comparer les diffé-
rentes définitions possibles des moyennes.
7. Conclusion

Nous voudrions enfin, souligner 1'intérét princi-
pal de la méthode que nous proposons : A notre avis, cet in-
térét réside en ce qu'il ne s'agit pas la d'une méthode de
calcul aux régles rigides, mais plutdt d'une "recette" per-
mettant de construire facilement des méthodes de calcul dif-
férentes adaptées & différents problemes que l'on peut ren-
contrer. Cette souplesse provient évidemment de ce que l'al-
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gorithme propose n'utilise que les propriétés generales A, B,
C (§2) imposées aux moyennes, la définition précise de celles—
ci étant laissée ad Libitwunm, c'est-a-dire adaptable & chaque
cas particulier (nous en donnons un exemple en Appendice).

Le domaine d'application de la méthode ne semble
limité, a priori, que par deux exigences

1) Notre systeme type (3.1) est supposé représen-
table par un systémeé 'mén perturbé” qui est conservatif et in-
tégrable auquel se superpose une "petite perturbation” dépen-
dant du temps. C'est le systéme non perturbé qui fournit les
variables action-angle mais celles-ci n'ont pas a &tre connues
exactement : notre méthode étant asymptotique (donc valable
pendant un temps fini) il suffira de trouver pour le systeme
non-perturbé, des variables action-angle elles-mémes approchées
et valables pendant un temps fini, pourvu que l'approximation
ainsi introduite soit au moins aussi bonne que celle que l'on
recherchera ensuite, par la méthode des moyennes, sur le sys-—
téme {3.1) tout entier. Fn d'autres termes, le systéme non
perturbé H, dans (3.1) n‘a pas a étre intégrable, il suffit
qu'on puisse l'approcher par un systéme intégrable, ce que
nous verrons concreétement dans 1'exemple traité en Appendice.

2) La seconde condition restrictive de la méthode
est, bien entendu, de savoir effectivement définir une moyenne
satisfaisant 4 nos conditions. Nous avons donné au § 2 quel-
ques exemples dont 1l'un sera utilisé dans 1'Appendice.

APPENDICE A

Nous traiterons, a titre d'exemple, le probleme
d'une perturbation paramétrique périodique d'un pendule non
linéaire, en prenant pour hamiltonien

2

(A.1) H(q,p,t) = %n + wi{l-cosq) - % € w, coswt q?
soit, pour des angles q suffisamment petits
{A.2) H( tv)~-£(2 202) wi o 1 2
Ao q,P, ) p +weq "ﬁq —§ € w, coswt q

Nous devons d'abord faire apparaitre les variables action-
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angle du systéme non perturbé

on

w 4

q

|

(A.3) H, = %(p2+w§qz) -

o
=

C'est un probléme sans difficulté de principe qu'on résout,
par exemple, grice & la méthode de Lindstedt-Poincaré (Poin-
caré (1892-1893-1899), Juvet (1926), Goldstein (1980), Lochak
(1981)).

Cependant, les calculs sont assez longs et comme ils ne sont
pour rien dans 1’illustration de notre méthode, nous les
omettrons en ne donnant que quelques intermédiaires. La mé-
thode de Lindstedt-Poincaré fournit une suite de transforma-
tions canoniques approchdes qui seront valables ici pour des
angles suffisamment petits, et qui seront définies par des
fonctions génératrices G;, G,,... etc. On trouve d'abord
(p,q) +» (J,,%,) qui dérive de la fonction :

33,

Wy

- q? + J, Arc sing

w W
(A.4) Fl(q,Jx) = i‘o' 2}1

Puis on définit (J,,¢,) + (J,,9,) griace a

J2 . L ’
(4.5) Folopd,) = 00 J, - 24;u(sm2¢1 - g sinds,)
A 1l'aide de ces deux transformations, (A.2) prend la forme

(A.0) H(9,,T,,t) = wy J, - - ¢ J, coswt sin?y,

TB J2
qui est bien du type (3.1), mais nous pouvons la simplifier
encore grice au changement de variable (¢,,J,) +~ (¢;,J,) dé-
fini par :

JZ
(A-7) F3(¢2y~]3) = ¢2(J3 + TE‘(ﬁ) )
qui nous donnera, au lieu de (A.0)
(A.8) H(¢s,d5,t) = wy J; — € J; coswt sin?¢,

Et enfin, nous définirons (¢,,J;) » {¢,J) par la fonction :

(A.9) Fu(‘bsp’) =J ¢3 - J w, t
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qui nous donnera
(A.10) H(o,J,t) = —€ J coswt sin?(p+u,t)

d'ou nous tirons 1l'équation de Hamilton-Jacobi

(A1) %% - € coswt sin?(¢+wyt) 32 0

qui est bien de la forma'sfandérd (3.1)
3 3¢

(A.12) 3§+ e K(o, 3% £) =0,

avec K que nous écrirons sous forme développée :

J - .
(A.13) K(¢,J,t) = Z{cos[(w~2ma)t*2¢]+ cos{(wt2w,)t+2¢ ]~ 2cosuwt}
Nous voyons aussitdt apparaitre l'écart par rapport 4 la ré-
sonance paramétrique linéaire : w-2w,. C'est pourquoi nous
adopterons les définitions suivantes pour les parties "moyen-
nes" et "oscillantes" de K : °

(A.14) R(9,3,5) = J cos[(u-20,)t ~ 20]
1(5%55:7 sin[(w+2w,)t + 20] - %B sinwt

Ces définitions sont du type (2.11) et satisfont évidemment a
(2.3). L'équation approchde (4.2), au premier ordre en ¢,
s'écrira donc ici, d'apreés (4.5), (A.11) et {A.14)

3S, € 39S,

(A.lé) 3;— + Z cos[(w—Zmo)t - Zx} 5;_ = Q

(A.15) R(e,J,t)

D'aprés ce que nous avons vu au § 4, cette équation se déduit,
a ¢? prés, de (A.12) grice 4 une nouvelle transformation ca-
nonique {¢,J) + (x,L) qui dérive de la fonction génératrice
(4.1). Cette fonction s'écrira ici, d'aprés (4.5) et (A.15)

—y 3 . € .

. = [ 2 i
(A.17) G(¢,L,t) = L{¢ Tooal) sin[(w+2w,)t+2¢ ] + 5 sinwt}
Pour trouver une solution approchée au premier ordre de (A.11),
nous devons donhc, tout d'abord, trouver une intégrale compléte
de (A.16). On trouve facilement 1'intégrale

183

(A.18) $,(x,a,t) = a{% Arctg[gjé7z tg(6t-x)] - ¢}

oli o est une constante d'intégration habituelle de Jacobi.
Nous avons posé en outre :

w—2w e €2
(A.19) § = ,)0 3 A = § - 16

dos

Notons que nous sommes ici en dehors de la zone de résonance
paramétrique, c'est-a-dire :
€

(4.20) fw - 2w,] > 5

Nous trouverons maintenant l'évolution temporelle des varia-
bles x et L en introduisant 1l'expression (4.18) de S,(x,o,t)
dans les formules {4.10) et on trouve ainsi :

S - ¢/4 tgd(t—t,) ]

(4.21) x = 6t - Arctgl i

a € )
L= gzl6+ 7 cos2A{t=t,) ]
Si nous posons simplement, comme dans (4.11)
(A.ZZ)' ¢ = X 5 J =L

les formules (A.21) nous donneront -1 approximation ordinaire

du premier ordre des solutions du systeme (A.11). Pour trouver

1tapproximation correspondante du systeme initial (A.2), il

suffira de remonter les changements de variables définis par

(A 9), (A.7), (4.5) et (A.1). Malgré les apparences, le calcul
‘est pas trés long et on trouve finalement :

/2 wt w? wt |
(A.23) q :J/i:ET {1+ A)t/(é + 5)cos at-t, )(51n- + 63 Bcoss—)

- wt w? . wi
- /8 = i)SlnzA(t—to)(COS§~ - 61 B sxni—ﬂ

avec les définitions
2
%T %7 sin2{wt-4) .
(A.24) A = =2 < :
§ + — cos28(t-t,)

£
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- 38,
(1.25) B = (5t

rol =

)%T %T[sin(wt -u) - % sin2(wt - u) ]

§ - e/4

(8.20) tg 5 = ==

tga(t-t,)

Mais nous pourrions, de méme, obtenir L 'approxzimation amé-
liorée du premier ordre en définissant ¢ et J non pas & par-
tir de (4.11) ou (4.22), mais & 1'aide de (4.9), ce qu'on
obtient facilement grice & la définition (A.15) de R({x,L,t).
On trouve ainsi, au lieu de (A.22) :

- ~ € . . e .
(A.27) & = x + osey sin{{w+2wy)t + 2y] 55 sinwt

J =L - ETEEEE;T cos{{w+2wy)t + 2y]

ot ¥ et L conservent évidemment les expressions (A.21). Pour
trouver 1l'approximation améliorée, c'est aux variables (A.27)
qu'il faudra, maintenant, faire remonter la suite des trans-
formations.

On observera que les termes qui se sont ajoutés a
x et & L dans les formules (A.27) oscillent "rapidement",
avec les fréquences w et w+2w,. Leur influence ne sera impor-
tante que loin de la résonance car ils deviendront alors,
comparables aux termes "lents", qui oscillent avec les fré-
quences A et 24 et qui figurent déja dans (A.21). Au contraire,
prés de la résonance, on aura une prépondérance des termes
"lents" : ceux-ci décriront l'essentiel du phénomeéne, tandis
que les termes "rapides" dans (A4.27) n'ajouteront qu'une pe-
tite oscillation autour des termes lents.

Signalons encore qu'en passant au second ordre en
€, il est facile de retrouver le déplacement de résonance pa-
ramétrique. En effet, il suffit de calculer, dans (4.13), le

terme K, donné par la formule (4.20). Un calcul tres simple
montre alors, en utilisant (A.15), que 1'équation (4.13) que

nous devons maintenant substituer i (A.16) s'écrit ici

08) 352 £ " -9 ef _ 1 138, _
(A.28) i {4 cos[(w-2w,)t - 2y] + 1% w+2w°} el 0
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On vérifie alors que tous les calculs précédemment faits res-

tent valables, mais que la résonance w = 2w, y est simplement

e? 1

10 w+2w,

déplacée de
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