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3.3 Théorie cinétique des gaz et équation de Boltzmann

o Pour préciser l'objet et la signification physique
des théoremes limites exposés dans le chapitre 4, il nous faut
encore rappeler briévement les idées d'ensemble qui sont i la
base de la théorie cinétique des gaz au sens de Boltzmann.
Celle-ci est en outre un exemple intéressant d'une autre  défi-
nition de la "description réduite" de 1'état d'un fluide : elle
repose en effet sur 1'introduction préalable de variables
fsemijmacroscopiques" et s'apparente de ce fait aux méthodes
¢voquées en (3.1 ba) ; elle différe donc de la description ci-
netique au sens de Bogolioubov, olt 1'on considére d'abord des
variables "fines" et oll le processus de "coarse-graining" ré-
sulte (en principe !) des propriétés des solutions de la hié-
rarchie.

o ‘a - Description cinétique dans l'espace u[2,33,45].
L'et@t dynamique d'un systeme a N particules peut etre repré-
senteé par un ensemble de N points (ou de N sphéres dures) dans
l'espace des phases i une particule u = A xR®. Pour tenir comp-
t? de l'imprécision des observations macroscopiqdes, on consi-
dgre une partition de 1l'espace u en cellules w,, supposées pe-
tites a 1'échelle macroscopique mais suffisamment grandes pour
que chacune d'elles contienne un grand nombre n, de particu-

les ; il faut donc admettre que les dimensions des particules
sont elles-mémes trés petites & 1'échelle des w,. L'état "ma-
croscopique" du systéme est alors défini en thédrie cinétique
des gaz par l'ensemble des nombres d'occupation n, associés

aux cellules w.. A chaque état dynamique du systémé, représen—
te par un point P de l'espace des phases T, correspond un ensem—
ble de nombres d'occupation bien déterminés n, (P). Au cours

de 1'évolution, le point P décrit une trajectoi%e dans T,
P + P_, entrainant une variation des nombres d'occupation qui
devierinent des fonctions de Pt fn (p) - n, (Pt> ; ces nom-—

bres ne sont donc bien déterminés adi cours du temps que si
1l'on connait la trajectoire exacte de Pt'

I1 est alors facile de voir que la description
"réduite” définie par les nombres n, (Pt) n'est pas autonome,

c'est-i-dire que la donnée initiale des n, (P) ne permet pas
i
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d'en déduire les n (Pt)' En effet, 4 chaque systéme de nom-

bres o (tels que Zlni = N) correspond un ensemble d'états

. 41 . . .
dynamiques possiblSs satisfaisant aux conditions n (P) = n; s
&

X . . . i
les points représentatifs de ces états occupent dans [ une
grande "cellule" (ou "constellation") 9, dont le volume est

(3
donné par : V{q.) = (N!/& n.!)Hm?l( ). De cette cellule ini-

. ) 1. 1.1 : ; . .
tiale Q. est isSue une fimil1ietdd trajectoires dans 1, a la-
quelle On peut associer un ensemble de valeurs possibles pour
chaque n (Pt) ; comme ces valeurs correspondent toutes a la

w. .
" i . e o . .
méme condition initiale n (P), on vérifie bien que les' n ‘(Pt)
[ Wz
o 1 . . 1
ne définissent pas une desCription autonome.
Toutefois, comme les dimensions des cellules wu,
sont finies et que les nombres d'occupation n  sont tres
w-

. . i .
grands, il est vraisemblable que l'ensemble des valeurs possi-
bles des n, (Pt) aura tendance & se grouper, avec une faible

dispersion, autour d'une certaine valeur moyenne, contformément
aux considérations développées par P. et T. Ehrenfest & propos
de la courbe H (voir en particulier les conjectures IV dans
[11]). Pour donner & cet argument une signification précise,
on est conduit & revenir au point de.vue de la Mécanique sta-
tistique, en considérant un ensemble statistique de systémes a
N particules, défini par une densité en phase p (P) (par exem-
pie la mesure de Lebesgue) sur la grande cellulé g, de r. du
cours du temps, on a d'aprés l'équation de Liouvilie

ou{P) » p (P;t) ; 1'évolution du systéme est ainsi décrite par
un proces%us stochastique dans © et les nombres d'occupation
deviennent des variables aléatoires n (Pt), dont la valeur

moyenne n (t) et les corrélations son% définies par les for-

mules (3.1}) et (3.12) ol interviennent les fonctions de dis-
tribution réduites 5,(X,;t) et p,(X,,X,;t). Comme 1'évolution
de ces fonctions est liéde, & travers toutes les équations de

la hiérarchie, & celle de la densité en phase QV(P’t) qui re-

% On notera que le symbole wy représente a la fois la cellule
considérée et son volume.
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présente la description "maximale" de 1'état du systéme, il
s'ensuit que les nombres d'occupation moyen a, (t) ne permet-

tent pas, en principe, de définir une descript%on réduite au-
tonome (cf. 93.1b). Cependant, si la propriété mentionnée ci-
dessus est vérifide, la valeur relative de la dispersion des
variables n (Pt) doit devenir trés petite lorsque les n,

sont Suffisaﬁmentgrands. On peut dans ce cas chercher & dé-
finir un systéme de nombres n, (t) (avec N ni(t) = N), déter-

) - . . 1‘ i . s
minés uniquement en fonction des nombres d’occupation ini-

. _ t . - ¢ -
tiaux ni(O) =ny, tels que l'on ait nw'(t) ni(t) et

: i, .
(n (P ) - n.(t)2/N*~+0, cette convergenCe impliquant un cer-

i . . . . .
tain passage a la limite ou N » =, Si cela est possible, les
nombres n (t) (= ni(t) a la limite) définissent effectivement

D . . . s
une descrlptlon réduite autonome au niveau cinetique : on a

au cours du temps n.{(0)(=n.) +~ n.(t), 1'évolution étant alors
déterminée par les solutions d'ufie certaine équation cinéti-
que [2]. En d'autres termes, les variables aléatoires nm'(Pt)

. . i
convergent dans ce cas vers les variables certaines

Hm (t) = ni(t) qui fournissent une description compléte de
i . N
1'8tat macroscopique du systéme.

D'une maniére plus générale, on peut considérer
l'ensemble statistique défini par une densité en phase ini-
tiale OV(P;O) telle que l'on ait

L

(3.34) (nw.(P) - Hw.(O))VNz = e (e << 1),
1 1

~

— ' + -
avec n (0) = n, = [w p,(x,;0)dx,. D'aprés les raisonnements

. .41 . & . . . .
précédeiits, on obtiendra une description réduite autonome en
termes des variables n, {t) si les conditions suivantes sont

, . ) i, . ,
satisfaites : (i) la condition (3.34) est conservéde au cours
du temps pour une durde suffisamment longue, d'ol

(3.340) (n, P =, TEFAN? = ¢

i
avec n (t) = f p.(x,5t)dx, ; (ii) € + O pour un certain

1 w,
1
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t s . . .
l*echel}e*macroscoplque » nous utiliserons la notation -

8% = &r 4p pour représenter la cellule centrée au point (r,p)
de l'espace u. Les nombres d'occupation n,»(P_) ne pouvant
¢videmment pas &tre déduits de 1'svolutiod dyramique exacte du
systeéme, on est conduit 4 introduire la notion de fonction de
distribution” des vitesses dans l'espace u ; c'est la notion
centrale de la théorie cinétique des gaz qui repose en fait sur
plusieurs hypothéses. Compte tenu du grand pombre de particu-
les contenues dans chaque cellule 4x = Ar Ap, on admet d'abord
qu'il existe une fonction f(r,p), lentgment variable 4 1'échel-
le des 4x et telle que n, =(P) = § f(g,g)Ar 4p_; on suppose en-
suite qu'au cours de 1'évolu§ion,+f(§,p) > flr,p;t), de telle
maniére que nAQ(Pt) = N f(r,p;t)ar ap, ou f(r,p;t) est la solu-
tion d'une certaing équation cinétique correspondant a la con-
dition initiale f(r,p).

: Les considérations du paragraphe précédent permet-
tent de préciser a4 la fois la signification et les limites de
ces hypotheses. Si 1l'on considere par exemple des cellules w,

- i
grandes par rapport aux (Ar ap), on a (en remplagant les somfes
par des intégrales)

nwl(P) > g b nm.(pt) e -+ -+
(3.36) — = [ f(r,p)dr dp, ~—%———— = [ f(r,p;t)dr dp
! W E w.
i S i
avec f fdrdp =1 ;
AxR?

€n comparant avec les formules (3.35), on voit que la fonction
f Jjoue le rdle de la fonction de distribution & une particule
L1 N)p (x;;t) (dans la mesure ou o estoelle<mime solution
d'une équation cinétique) ot qu'elle peut ainsi s'interpréter
comme representant l'état "le plus probable! du 'systéme. 11
est cependant important de remarquer que sa sienification phy~
sique est tres différente de celle de la fonction 5.(X,5t) ;
en effet, la fonction f de la théorie cinetique des gaz est eop
fait définie comme la densité des particules du systéme au

*On remarquera que ceci implique en fait de considérer; en plus
de la limite N = ®, un autre passage 4 la limits dans lequel
les ‘dimensions des w. tendent vers 2ero, mais assez lentement
pour que leur nombre d'occupation reste trés grand (Cf. p. 2213,
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"voisinage" du point (;ﬁg)*de l'espacg u et.elle*n'a de senz
que pour des cellules 4r 4p de dimen31o?s’flgle§ , contenin
un grand nombre de particules. De son cote, o, (x5t) es‘c~ a
densité de probabilité marginale (dans l'equcg P) corre?p?n—
dant & un ensemble statistique de systeémes défini dans l'espa-
ce T par une mesure absolument continue DN(P?dF ; elle estb.
donc bien définie en tout pgint x, € u, alnsi que»la prgbg i-
1ité infinitésimale o,(x,)dx,. Le lien entre ces deux def%nl—
tions apparait clairement dans le cas ou les cellules w, sont
de mémes dimensions que les (4r Ap) ; on a alors .

= ( N = f(r,p;t)borap = L’N)l 5, (X ;t)dx,,
nwi(Pt)/N = nA;Ag(Pt)/N f(r,p;t)arap = (1, o

d'ou il ressort que f est une quantité "semi-fine" &coar§?—
grained) qui peut &tre définie comme la moyenne de pl.pr}be )
sur la cellule (ar ap). Notons d'ailleurs que cette dlffgrenbe
de points de vue joue un rdle important‘daqs lgs'd}scu551ons
relatives dux divers paradoxes de la théorie cinétique des

gaz [25].

* dyant ainsi défini la fonction de distri@u;ion ges
vitesses f(r,p;t), il reste a établir 1'égquation cinethu? a
laquelle elle doit satisfaire. Dans le §a§‘de? gaz neutres
dilués; ol 1l'on peut négliger les "collisions' trlples&et
d'ordre supérieur, un raisonnement bien connu condu1§ a la
lébre équation de Boltzmann, qui joue un rdle essentiel en .
théorie cinétique. Il suffira pour notre p;opos'de rappele? es
principales hypothéses & la base de c§tte équation, en nous
placant dans le cas du modé&le des spheres. dures.

Nous considérons donc un systeme constitgé de N
sphéres dures de diamétre o, conten&es.dan§ une ence}nte A*gt
repérées par la position r et l'impuls%on p.de 1?%r uentrg .
Comme le syst@me est supposé tres dilué (SOLC_NO /V(A? - 0),
on n'a & tenir compte que des collisions binaires, qul appa-
raissent comme des évenements relativement rares ; entre celles-
ci, les particules se meuvent librement et Qecrlvgnt des seg-
ments de droite (libres parcours) avec une }mpulSLOn constante
*bien qu'elles soient considérées comme infiniment petites a
1'échelle macroscopique (!).

¥0n néglige ici le mouvement de rotation des particules.
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p. Le taux de la variation temporelle de f(;,*-t) se compose

k)
ainsi de deux termes : il = (ﬁﬁ) + {327 ol { = - B af
f m ar

{ of

at t ’ It
3 g at Je at
est le terme de flux correspondant au mouvement libre des par-

. faf) .
tcules, et ou'(sgj represente la contribution des collisions

. N co . . .

b}nalres a }a variation de fi Ce dernier terme résulte lui-

méme d'un bilan entre deux contributions, soit

[3t) _ [af of [of

[3tlc = 5% . -\ , ou lsg est le terme correspondant aux
. .

collisions qui font entrer une particule (avec la positioh r

et 1'impulsion 5) dans la cellule ar Aﬁ et {af\ celui corres-

)
pon?gng)aux particules qui sortent de ar AS apres une collision
cen (r,p).

. Le calcul de ces deux contributions met en jeu la
dynamlqug des collisions élastiques binaires ; comme la théorie
en est bien connue, nous nous bornerons a expliciter les nota-
tions. Considérons la collision de deux particules 1 et 2 si-
tuees dans 1'élément de volume 4r et d'impulsions initiales
P et p, ; celle-ci sera bien déterminée si 1'on connait en
outre la direction de la ligne des centres au moment de la
collision, repérée par le vecteur unité & ; pour que les deux
particules se rapprochent avant la collision, on doit avoir
necgssaiyement w:(p1~p2)2> 0, cette inégalité définissant la
deml:spherg unite S5*. Apres la collision, les impulsions fina-
les.pﬂ et p; des deux particules sont déterminées par les re-
lations

SRR )

t

o
ot
£>

il

1 -+ -+
i( P P,=P,) ]
|

-
k ;J ‘pz)]
ou l'opérateur Ty conserve le volume et satisfait i T2 = | ot
T@ = T 55 cette dernlgrg relation exprime la microré&ersibi_
lité du processus collisionnel puisque T 5 décrit la collison
"inverse" de (3.37), celle ol les deux particules d'impulsions
f;.males*?l et¢?2 se sont rencontrees avec des impulsions inji-
tiales p; et p, et avec une ligne des centres dirigée sujivant

PSRN
o

)

=T
! Wl i
) (P,

A

o
€5
T

£>

+ 1

o

2
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Considérons alors le terme (5f(;1,51:t) 3t At qui
représente la variation de f(g;,p\:t) due aux particules qui
sortent de la cellule Ax, = ar, AP, 4 la sulte des collisions
durant it : ce terme est naturellement proportionnel au nom-
bre de vollisions subies durant At par les particules de la
cellule ar, 4p,. Ceci ¢tant, un ralsonnement dlémentalre mon-
tre que la particule (1) d'impulsion (p,,4p;) n'entrera en
collision avec une particule {2) d'impulsion (p,,4p,) que si
cette dernidre se trouve située dans un certain Mcylindre de

collision" de volume JZ{p‘;p21.$ AG At, ol (@, 4w) détermine la

direction de la ligne des centres lors de la collision. Fina-
lement, le nombre de collisions des particules (1) de la cel-
lule ax,, avec les particules (2) d'impulsion (p,.ap,), est
égal au nombre total des particules (2) situées dans l'ensem-
ble des "cylindres de collision" relatifs aux particules (1),
4 < T * e zfgx"pz) ~oan
ont le volume estv = N flr,,p,;t)ar, 8py x O\l—fa__J'” Aw AT,
C'est pour évaluer ce nombre que l'on est amené a faire l'hy-
pothése fondamentale de la théorie cinétique des gaz ; on
suppose. en etffet que le nombre total de particules (2) d'im-
pulsion- (p,,ap,) contenues dans le volume V est donné simple-
ment par ¥ x N f{ri,p,st). Cette supposition, anodine en appa-
rence, est en fait une hypothése tres forte sur le comportement
statistique du systéme, puisque le volume v dévend des posi-
tions et impulsions des particules (1) par l'intermédiaire de
la fonction f{r,,p,;t) : elle revient de ce fait a admetrtre
que les particules (1) et (2) ne sont pas corréldes juste avant
la collision, et ceci quel que soit t. C'est la célébre ayro-
thése du c¢haos moldeulaire ; elle donne lieu a deux remargues
importantes : d'une part, elle introduit manifestement une
dissymétrie dans 1'évolution temporelle Jdu systéme, l'indé-
pendance statistique entre les particules (1) et (2) étant
postulée avant la collision et non apres ; d'autre part., com-
me elle doit &tre valable a tout instant t, elle peut entrer en
conflit avec l¢s lois du mouvement et n'est en fait justifice
que pour un certain passage a la limite.

. L'hypothése du chaos moléculaire etant admise, le
nombre total de collisions subies par les particules contenues
dans la cellule aX, = ar, Ap, est, d'aprés ce qui précade, don-
né par
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oy oy of! .. - . 3

(3.38) N 5=, 8t &r, 8p, = N* 0’4t 4ar, Apl( dadp, o PP,
Lat)- |- 2 W. -

S xR t )

£(r Py EIf(r,,pyst).

On montrerait de méme, en utilisant les propriétés de micro-
réversibilité et de conservation de la mesure de 1'opérateur
T3, que l'on a, pour le nombre total de collisions "inverses"
- i . - -
faisant entrer une particule dans la cellule ar, ap,

-

A (af) + - - > OO
(3.39) NfsEJ‘At Ar, Ap, = N?g?At ar, Ap, r d@dpza_(Pl Pz
L - S"’XRB L m J

-

f(;l,'gllit)f(;l)g'zit);

" . > hd -, . . ’

ou pi et pb sont définis par (3.37). En réunissant ces diver-
ses contributions, on obtient finalement 1'Zquation de Boltzmann
pour le modele des sphéres dures

., >

flr,,p,5t)

-
ar,

L af(;l:51§t) 5x
{3.40) Y - =

R - N . .
= NOZJ . dwdp, 5. B szg(r“p,”t)f(r“p,zst)
ST xR? { m j
- f(;1,61§t)f(;1;525t)] R

ou le terme de collisions du second membre satisfait aux rela-
tions de conservation du nombre de particules, de 1'impulsion

et de l'énergie cinétique ; on remarquera dans ce second mem—

bre la préserice du facteur No?, caractéristique de 1'état gra-
nulaire de la matiére puisqu'il est inversement proportionnel

au l.p.m. des particules.

On sait que cette équation permet d'obtenir des
résultats remarquables dans la théorie des gaz neutres dilués.
Mais, pour notre propos, son importance tient essentiellement
a son caracteéere irréversible qui est illustré par le célebre

Théoreme H de Boltzmann Soit H(t) la fonction du

temps definie par
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dr, dp. £(ry, pust)log £(r,,pist)
. . AxR?
si f(r,,pi;t) est solution de 1'équation dé Boltzmann (3.10)
et si les collisions des particules avec les parois de A sont
élastiques; on a

dH(t) -
dt 9

1'égalité n'ayant lieu que dans le cas ou f est maxwellienne®:
H{t) est donc une fonction monotone décroissante du temps.
Comme 1'on montre également que H{t) est bornde inférieurement
si 1'énergie cinétique totale du systeme est finie [37], on
peut en conclure que, pour des conditions assez générales, la
fonction. de distribution fir,,p,;;t) tend vers la distribution
d'équilibre de Maxwell-Boltzmann lorsque t ~ = [37,33].

(3.41) H(D) = [

Ltéquation de Boltzmann permet ainsi de prévoir le
retour vers l'dquilibre d'un systdme initialement hors d'dqui-
libre, conformément aux données de l'observation macroscopique.
Mais ce.comportement irréversible du systéme s'oppose a la ré-
versibilité des équations dynamiques qui régissent l'évolution
au niveau microscopique.. L'équation de Boltzmann et le théo-
réme H qui en résulte comportent donc un élément d'irréversi-
bilité incompatible avec l'évolution microscopigue sous-ja-
cente ; cette incompatibilité fut a l'origine des paradoxes
bien connus de la théorie cinétique des gax et donna lieu d de
longues discussions qui devalent déboucher sur l'interprétation
statistique de la théorie. En fait, si l'on examine la démar-
che suivie pour établir 1'équation {3.40), on voit sans peine

* Liinégalité (3.42) resulte du fait que dH,/dt peut se mettre
i f

Ng? . s ~pn, L. .
sous la forme di_ No dudp,dp,dr, a. B pz;(t&t} - £,
KT B {
STxR xR’ xR? ).
[log(fxgz)*— log{fity)] <O, ot l'on a posé : £, = flr,.,pist),
£, = f{ry,ps3t), £1 = tir,,p} et f4 = flry,py :t) 5 l'éga-

3 ?t)
lité n'a lieu que si f,f, = f£if}, ce qui implique une distri-

bution maxwellienne.
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que 1'élément d'irreversibilité ne peut provenir que de 1'hy-
pothése du chaos moléculaire qui permet d'exprimer lenombre de
collisions binaires comme fonctionnelle de f . Pour récon-
cilier la réversibilité dynamique et l'irréversibilité de 1'é-
volution résultant du théoréme H, on doit alors admettre, con-
formément aux notions de babe de la théorie cinédtique des gaz
que cette hypothése n'est en fait valable que pour "la plupart”
des points P de l'espace des phases compatibles avec 1'état
cinétique du systéme (cf. (3.35) et les remarques du début de
ce paragraphe) ; de ce point de vue, on peut dire que 1'dqua-
tion de Boltzmann décrit le comportement "le plus probable" du
systeme. Ainsi se trouve mise en évidence la nature essentiel-
lement statistique de l'hypothése du chaos moléculaire ; pour
la justifier rigoureusement et donner un sens précis aux con-
sidérations précédentes, on doit nécessairement revenir aux
concepts de la Mécanique statistique ou les notions de mesure
et de probabilité s'introduisent naturellement.

¢ - Equation de Boltzmann et hiérarchie B.B.G.K.Y.[2,28]
Dans cette perspective, on est conduit & comparer l'équation
de Boltzmann (3.40) avec la premigre équation de la hiérarchie
(3.33) pour le modeéle des sphéres dures. On constate aisément
que cette derniére équation se réduit a 1l'équation de Boltzmann
a condition : a) d'exprimer, dans le second membre de {3.33),
la distribution réduite 5, sous la forme d'un produit de o,
en posant

(3.43) sz(xl;x2§t) = Sl(xxst)sx(xzit) 3

(b) de remplacer % 51(§1;t) par f(;l,sl;t), ce qui fait appa-

raitre le facteur N au second membre de (3* 5 (c) de faire
tendre o » O dans f, de sorte que f(r,tdd,p,;t) i(rl,pz, ).

Ces trois conditions permettent de déduire formel-
lement 1'équation de Boltzmann de la hiérarchie B.B.G.K.Y. en
effectuant le passage a la limite de Boltzmann-Grad. En effet,
pour que le terme de collisions demeure fini lorsque o - U, il
faut nécessairement que N » = de telle maniere que No? reste
fini ; il s'ensuit que la condition ¢) revient a prendre la
limite de Boltzmann-Grad et que l'équation de Boltzmann n'a de
sens que pour cette situation limite particulidre, c€ qui est
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d'ailleurs conforme aux hypothéses de base de la théorie ciné-
tique des gaz. La condition b) permet d'autre part d'identifier
a la limite la densité de probabilité 3 une particule
(1/N)ei(x:;t) a la fonction firy,p,;t) de la théorie cinétique.
Quant & la condition de factorisation (3.43), e=lle joue évi-
demment le méme Tdle que 1'hypothése du chaos moléculaire. Pour
le voir, il suffit de remarquer que l'intégrale de collisions
de (3.33) est définie sur la sphére-unité S* (correspondant au
cas ou les particules 1 et 2 sont sur le point d'entrer en col-
lision) et que la condition p, = p1p, exprime de ce fait ltab-
sence de corrélations entre ces particules avant la collision;
si 1'intégrale de collisions &était par contre définie sur la
sphére S~ (correspondant au cas ol les particules se séparent’
juste aprés la collision), la méme condition reviendrait a
postuler l'absence de corrélations entre les particules aprés
la collision ; dans ce cas; le terme de collisions de l'équa-
tion de Boltzmann serait changé de signe, et le sens de 1'é-
volution inversé. La condition (3.43}) introduit donc l'irré-
versibilité dans le formalisme de la hiérarchie ; mais, comme
elle doit étre valable quel que soit t, cette condition n'est
pas compatible avec le modele dynamique sous-jacent, tout

comme 1'hypothése du chaos moléculaire a laguelle e&lle est
pratiquement équivalente. Cependant, sa justification devient
possible si 1'on passe a la limite de Boltzmann-Grad ; on peut
alors montrer que la propriété de chaos moléculaire se conserve
au cours du temps sauf pour des situations ”e(»eptlonnelle*”
correspondant a des ensembles de "trés petite mesure” {voir a
ce propos les analyses détaillées de Grad dans [23]).

La signification de la condition de factorisation
(3.43) peut &tre encore précisée, en remarquant qu'elle permet
de satisfaire aux conditions (3 34) relatives a la dispersion
des nombres d'occupation n (P ). En effet, en portant (3.43)
dans les définitions (3. 11) e% (3.12) et en divisant NZOil
vient

— —
- nm(t3 - nm(t) 1 J O {1 ~ - -
3.4d) ————— = o7 | 5,(xi,x50)dxdx, = I | e (x st)dx,
N NE b N
fn ()2
= e
N )

de sorte que la dispersion des nw(Pt)/N s'écrit alors
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(n,(P.)

- nw(Pt))z n;(Pt) 'nm(pt)]Z

lH(t)

(3.44") T

qui est évidemment
On vérifie que les
"bonnes" variables
satisfaite, ce qui

)
trés petite dés que N est suffisamment grand.
variables aléatoires n {(P_)/N deviennent de

macroscopiques si la condItion (3.13) est
constitue une justification des méthodes de

NI T U XN J N

la théorie cinétique des gaz.

Les conditions précédentes montrent que le passage

4 la limite de Boltzmann-Grad permet de déduire formellement
1'équation de Boltzmann des équations de la hiérarchie. Ce pas-
sage 4 la limite a essentiellement pour effet d'assurer la con-
/servation au- cours du temps de la propriété. de chaos molécu-
laire ; il devient ainsi possible de "fermer" la hiérarchie et
d'obtenir au niveau cinétique une description réduite autonome
en termes de la seule fonction de distribution & une particule
qui satisfait A4 1'équation de Boltzmann. Mais, pour établir ces
analyses formelles sur une base rigoureuse (et donner notamment

un sens a4 des expressions telles que "presque tous les points P",

"trés petite” dispersion, etc.), il faut prouver que les solu-
tions de l'équation de Liouville et de la hiérarchie B.B.G.K.Y.
convergent en un certain sens, a la limite de Boltzmann-Crad,
vers une solution de 1'équation de Boltzmann. C'est précisé-
ment 1'objet du théoreme de Lanford que nous allons traiter
dans la section suivante.

d - Hiérarchie de Boltzmann [2,44]. Pour étudier la con-
vergence Jdes solutions de la hierarchie vers une solution de
1l'équation de Boltzmann, il est utile d'introduire les gquanti-
tés correspondant en théorig cinétique des gaz, aux densités
de probabilité redultes ) ((1,...,x ;t). On Ebt ainsi conduit
3 considérer la suite des fonctions”f (K,,...,x st), (s=1,2,
vev,iyee) telles que : s

>

s
- -

(3.45) f (X 0e.,x 5t) = T £(x.;t) .

s S : i i

i=1

ol (X, st) est une solution de 1'équation de Boltzmann (3.40),
les tonctlons fs sont don¢ définies par des relations qui gé.
néralisent la cdndition de chaos moléculaire. On vérifie alors
aisément que cette suite de fonctions satisfait au SySteme

d'équations

T S - 0 _ 0
(3.46) o LS fS . Cs,s*l fS+l s
ou R
s p.
- i )
(3.47) L=~ [ — . =
i=1 ar

est 1'opérateur de Liouville correspondant au mouvement libre
d'un essaim de s particules, et ol le terme de collisions

o f stécrit pour le modéle des spheres dures
s,s+1 s+l
(3.48) (CS ,S+1 fs+f(xl’xz""’xs)

S p.-P. .

~ +11 .- - - > -

= No? § { RS T SR Ly O O U SR S S

izl STXR? s+1 m )Y s+l 1’71 1 ?*1

a -+ + - - -+ \
fs+1(xl""’ri’pi’""ri’ps+l)

dans‘(3.48), les quantltes*caracterlsant*la+collision sont dé-
finies par les relations (pi’ps+l) = Ta (p ’ps~1) analogues a

(3.37).

Le systdme d'équation (3.40) est un systeme liné-
aire d'équations couplées de proche en proche : c'est la hté-
rarchie de Boltamann pour le modéle des spheéres dures. Elle
est vérifiée par les fonctions f_ si f, est solution de 1'é-
quation de Boltzmann (3.40) ; in%ersement, si des fonctions de
la forme (3.45) sont solutions de (3.40), la fonction f,{x,;t)
est alors solution de 1'équation de Boltzmann. Il s'ensuit gque
1'équation nonlinéaire de Boltzmann (3.40) est equivalente a
la hiérarchie linéaire {3.46) complétée par la condition de
factorisation (3.45).

La hiérarchie de Boltzmann peut &tre considéree
comme 1l'analogue, en théorie cinétique des gaz, de la hiérar-
chie B.B.G.K.Y.. Toutefois, la hiérarchie de Boltzmann, comme
1'équation de Boltzmann elle-méme, n'est pas invariante par le
changement de t en -t ; elle a donc un caractére irréversible
qui la distingue fondamentalement de la hiérarchie B.B.G.K.Y.
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I1 convient d'ailleurs de souligner qu'il existe une différence
importante dans la définition de ces deux notions ; en effet,
la hiérarchie B.B.G.K.Y. est déduite de l'équation de Liouville
relative & la densité en phase o (P;t) par un procédé de ré-
gression, alors que la hiérérchié de Boltzmann est au contrai-
re construite i partir de la fonction de distribution a une
particule f,(x;;t) en supposant l'absence de corrélations entre
les particules (avant les collisions). Cette réserve gtant
faite, les équations (3.46) sont a comparer aux éguations (3.31)
de la hiérarchie B.B.G.K.Y. pour le modéle des sphéres dures ;
on constate sans peine que l'on passe formellement d'un sys-
téme & l'autre : (i) en substituant les fonctions f_ de la
théorie cinétique des gaz aux densités de probabilifé o ; (ii)
en remplacant l'opérateur de Liouville L par l'opérateur L; ol
ne figurent plus les interactions entre les s particules ;
enfin, (iii) en faisant tendre o ~ O dans l'intégrale de col-
lisions de (3.32) de manidre a obtenir le terme C; sil de
(3.40). ’

4. Théoreémes limites en Mécanique statistique hors d'équilibre

Dans la section précédente, les problémes posés par
la justification des méthodes de la MSHE ont été examinés de
divers points de vue, dans le but de mieux comprendre la portée
et la signification exacte des théorémes limites que nous allons
maintenant exposer.

Dans tous les cas, il nous est apparu que des ré-
sultats rigoureux ne pouvaient &tre obtenus que pour des si-
tuations limites particulidres ou N -~ = et que les passages a
la limite considérés avaient a jouer un double rdle : d'une
part, permettre la définition de quantités "macroscopigues”
dont la dispersion s'annule a la limite ; d'autre part, assu-
rer la conservation de cette propriété au cours du temps, de
maniére a aboutir i une description réduite autonome de 1'évo-
lution du systeme. Comme l'état d'un systéme en Mécanigue sta-
tistique est compleétement déterminé a partir de la densité en
phase initiale o (P;0), les effets de ces passages a la limite
doivent porter a la fois sur les conditions initiales et sur
les mécanismes de 1'évolution.
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Ainsi que nous l'avons vu dans les paragraphes 3.2
et 3.3, l'application de ces idées générales au formalisme de
la MSHE conduit finalement a rechercher sous quelles conditions
les solutions de la hiérarchie B.B.G.K.Y. peuvent converger
vers une classe de solutions particulidres satisfaisant a une
certaine équation cinétigue, généralement irréversible. Des
problémes de ce type ont été notamment rencontrés dans la dé-
finition de 1'"étape" cinétique selon Bogolicubov (§ 3.2¢c) et
lors de la déduction formelle de 1'équation de Boltzmann sui-
vant la méthode de Grad (§ 3.3c). Clest donc 1'étude des mo-
dalités de telles convergences, pour des passages 4 la limite
déterminés, qui constitue l'objet précis des théorémes limites
que nous allons examiner dans cette section. Du point de vue
technique, la démonstration de tels théorémes repose sur la
considération de suites infinies d'ensembles de systémes finis
de plus en plus grands et requiert la définition d'un certain
mode de convergence ; la méthode suivie s'apparente ainsi &
celle utilisée dans 1'étude de la limite thermodynamique pour
des systémes 4 1l'équilibre.

Un certain nombre de théorémes de ce type ont été
démontrés ces derniéres années ; ils-peuvent 3tre considérés
comme les premiers résultats rigoureux de la MSHE. Nous allons
exposer dans ce qui suit ceux qui nous paraissent les plus si-
gnificatifs pour les besoins de la théorie cinétique, en trai-
tant successivement les limites de Boltzmann-Grad, du couplage
faible et du champ moyen®* ; nous insisterons plus particulisre-
rement sur la démonstration du théoréme de Lanford qui consti-
tue 1'un des résultats les plus remarquables obtenus dans ce
domaine. ’

4.1. Limite de Boltzmann-Grad et théoréme de Lanford(2.4.20]

Conformément & l'argument original de Lanford [2], nous allons
étudier la limite de Boltzmann-Grad des solutions de la hié-
rarchie B.B.G.K.Y. en nous placant dans le cas du modele des
sphéres dures. Nous considérons donc un systéme constitué de N
sphéres dures de diamétre o, contenues dans une enceinte A et
interagissant entre elles (et avec les parois) par collisions
¢lastiques. Comme l'on peut montrer que 1'ensemble des points

*Pour une. étude plus compléte, voir notamment. [4].
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de l'espace des phases correspondant a des collisions triples
fou d'ordre supérieur) est de mesure de Lebesgue nulle [44,46]
on peut admettre que l'évolution d'un tel systeme est déte;- ]
minée par les collisions ¢lastiques binaires et par les col-
lisions avec les parois¥. D'apreés 'sa définition méme, le pas-
sage 2 la limite de Boltzmain-Crad peut alors étre représents
indifféremment par les conditions N + = ou o » 0, pourvu que
1'on ait dans les deux cas No? = Cte. L'étude de ce passage a
la limite nous conduit ainsi .a envisager une suite infinie de
systémes, chacun d'entre eux étant caractérisé par son nombre
de particules N et par la valeur correspondante du diamétre ¢.

‘ Du point de vue de 1la Mécanique statistique, 1'état
de chaque systéme de cette suite est décrit par un ensemble
statistique, défini dans 1'espace des phases I, = (AxR*)N par
, une mesure absolument continue, ou une densits de probabilité

(g}, ) . . .
o (P;t), satisfaisant & l'eéquation de Liouville. A la suite

des nombres ¢ correspond donc une suite d'ensembles statisti-
ques, auxquels on peut associer, par le procédé habituel de
regression (3.3), les fonctions de distribution réduites

(), o)+ - (o), + s
pr{x,5t), 0, (xl,xz;t),...o( )(xl, -+,X_5t)..., qui sont

sont solutions de la hiérarchié B.B.G.K.Y.S(3.31) relative au
modele des sphéres dures. Mais, en raison de la relation de
normalisation (3.9), ces fonctions doivent diverger lorsque

g =+ 0, puisque l'on a

. ‘,(g) -+ > -+ +
1im [ o Xy, lx ;t)dxl...dxs = 1im N(N-1)...(N-s+1) = =
g+Q (1xR*)S N+

Un est ainsi conduit a changer 1'échelle des fonctions 5(0),
en introduisant de nouvelles fonctions de distribution rdduites

') definies par
A N I I S CIE U )
pour lesquelles on a
(4.2)  lim f f;o)(§x,§2,...,§S5t)d§l...d§ -1
70 RS ’

*I} suffit pour cela que la distribution initiale des N sphéreg
soit absolument continue par rapport i la mesure de Lebesgue,
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. . (o o . . X .
ces fonctions f( ) satisfont également aux dquations de la
hiérarchie (3.3?), dans lesquelles on a seulement i remplacer
g% par No? dans l'opérateur de collisions (3.32 '

Ceci étant, on se propose d'étudier le comportement

- . (o)
limite des fonctions t( ( ;t) lorsque g » 0, en vue de montrer

. S .. ; A . o
que les solutions de 13 hiédrarchie (3.31) tendent a la limite

. . N . oola) .
¢ = 0 vers une solution particuliére telle que lim tlg (x5t)

a+0
soit solution de 1l'équation de Boltzmann (3.40). D'aprés les
résultats du paragraphe 3}.3.d, il suffit pour cela de prouver

o
que les fi )( ;t) tendent lorsque ¢ ~ O vers des solutions de
la hiérarchie de Boltzmann (3.46) ; on est ainsi conduit a
suivre la démarche suivante

- a - Un suppose d'abord que la suite de fonctions

de distribution initiales féo)( ;Q0) converge pour ¢ + U vers
une limite (continue) in)( ;0), soit

- L -.(0) > > ~(0) = >
(4.3) lim ts (K1:~-'5x550) = ts (xl,,..,xS;O),

g+0
ol le mode de convergence reste a préciser. Au cours de l'évo-
. . {g ) . o) \
lution, on a ensuite f ‘)( ;0) - fﬁg)( ;T), ou les I(c ( :t)
sont les solutions de la hiérarchié (3.31) corresponaant aux

o Lo (o),
conditions initiales fé )( ;0).
- b - Avec ces hypothéses, on peut alors montrer
que :
: -a il existe un temps tini t, > O tel que,
[} .
pour O < t < t,, les fé )( ;t) convergent presque partout pour

g - 0 vers des fonctions limites f;O)( ;E), soit
(4o 1im £ k0 - % Lk
S S S S
g+
~-8) les fgo)( ;t) sont des solutions de la

hiérarchie de Boltzmann (3.46) ;
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-Y) 8i les ffO)( ;0) satisfont 4 la condition de
factorisation s
R S .
(4.3) f(o)(xl,...,x ;0) = 1 fEO)(x.;O),
s . S . i
-.-'l::]_
(0)

il en est de méme pour les fs ( 5t) qui vérifient alors la

relation de factorisation (J3.45), de sorte que fgo)(;l;t) est
une solution de l'équation de Boltzmann (3.40).

Ces trois propositions constituent l'essentiel du
théoréme de Lanford, dont la démonstration permet en outre
d'établir : (i) le type de convergence qui doit &tre mis en
oeuvre dans (4.3) et (ii) la valeur de t, pour laquelle le
théoréme s'applique : en fait, cette valeur est malheureusement
petite (de l'ordre d'une fraction du temps de l.p.m.), ce qui
entraine une limitation certaine de 1la portée du résultat ob-
tenu.

Avant d'entrer dans le détail de 1a démonstration,
il est intéressant d'essayer de préciser la signification phy-

sique du théoréme. En rapprochant les conditions (4.3) et (4.5),

on voit d'abord que celui-ci peut se ramener i 1la proposition

(o)

suivante : si les conditions initiales f ;0) convergent a
la limite de Boltzmann-Grad vers des fonltions satisfaisant a
{4.5), alors les solutions de la hiérarchie B.B.G.K.Y. (3.31)
convergent vers celles de la hiérarchie de Boltzmann (3.46)

et la relation de factorisation (4.3) est conservde pour des
temps au moins égaux a t,. En d'autres termes, le théoréme de
Lanford montre que l'on obtient, & la limite de Boltzmann-Grad,
une description réduite autonome de 1'stat du Systéme au moyen

de la fonction de distribution 3 une particule fEO)(;K;t),

pourvu que soient satisfaites certaines conditions initiales.
Un est ainsi en mesure de préciser, dans le cas des gaz dilués,
la nature des deux ingrédients neécessaires i toute description
macroscopique {(cf. % 3.1c et d) : Au premier ingrédient, cor-
respondent les conditions (4.3) et (4.3) relatives a 1'sétat
initial ; elles permettent de définir une description "réduite!
de 1'état cinétigue du systéme valable a la limite ¢ » O. Le
second ingrédient résulte des conclusions du théoréme de
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Lanford gui garantissent la conservation de la relation (4.3)
pour des durées au moins ¢gale a t, ; il s'ensuit que la des-
cription réduite, détinie a t = 0, demeure valable pour
O <t <ty et que 1'évolution du systeme est alors déterminde
par 1l'équation de Boltzmann.

D'autre part, d'aprés les remarques de la fin du

paragraphe 3.2c,.la relation de factorisation (4.3} peut aussi

s'interpréter de maniére simple dans le langage des nombres
d'occupation n»(P). En utilisant (3.44) et en désignant par

- ( . N . Ao .
(%) 1les moyennes calculées avec les fonctions £~ , on voit
en effet que les conditions (4.3) et (1.3) perme%tent d'ecr1~'
re

—0 - 2

nZ (0)=(n (0)) . e (3) -
lim — R 2 = limf’{fgc)(xl,tz,O) - fﬁj)(x1;01
o+Q ) o+0{

wxw
(4.6)

£09)(%,,0) lax 4%, -3 {f(l")(.%l;o)dxl

: J . Tw ;J

= J[fgo)(il,iuopfﬂm(;l;oj)f(lm(x“o)j:dx,dxz =0,

wxw ’ ’
de sorte que la dispersion des variables aléatoires n (P)'N
tend vers zéro a la limite de Boltzmann-Grad ; on peui encore
dire gque (4.3) et (4.5) impliquent la convergegge en Erobabi—
lité des ny(P)/N vers les grandeurs certaines n (0)/N*. De
plus, si ces conditions sont réalisées a'l'instant initial, le
théoréme de Lanford nous apprend alors que la propriécé (4.0)
2st conservée au cours Jdu temps, soit

—, T Sou‘l 2
nz (t)“(n (t)) L f - -+ > vpiQ) =
(4.7) linm Sy - J‘fEONXsz;t)_f‘io’ul;mW(xz;t)‘
a+0 ’ x‘f -
dX;dXz = OJ

*Nous verrons plus loin (ctf. p. 238)‘qu'il v a en fait équiva-
lence entre les conditions (4.3) et {4.3) et l‘absgnce de
fluctuations a la limite N + = pour les nombres nw(P)/N.

3

J
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ol la fonction fEO)(il;c) est la solution de 1l'équation de
Boltzmann correspondant a la condition initiale f(o)(xl;o).

On en conclut que le passage a la limite o + O et la relation

ﬁg)(

(4.5) de factorisation des f* ;0) & l'instant initial per-
mettent de satisfaire aux conditions (3.34)- (J 34'), d'apres
lesquelles les nombres d'occupation moyens n’(t) peuvent etre
considérés comme des varlables'"macroscoplques” significatives;
ainsi se trouvent justifides a la limite de Boltzmann-Grad les
definitions heuristiques de la théorie cinétigue des gaz. .

Ces remarques générales étant faites, venons-éen a
la démonstration de ce théoréme. Le procédé utilisé consiste
essentiellement a considérer les solutions formelles en séries
de perturbation de la hiérarchie B.B.G.K.Y., et & les comparer
‘aux solutions correspondantes de la hiérarchie de Boltzmann.

A cet effet, il est commode d'écrire les équations de la hié-
rarchie (3.31) scus une forme compacte en introduisant, comme

(a) (o) (o)
AL

dans {3.10), le vecteur & N+1 dimensions f
f(o) 7

S bl
distribution réduites t

! LA

-} qui a pour composantes l'ensemble des fonctions de

(o )

0 <s< N) ; notons qu'a la limite

{o)

de Boltzmann-Grad, le vecteur f a une infinité de compo-
santes. Avec ces notations, le systéme d'équations (3.31)
peut se mettre sous la forme

3f(0)(...;t)
(4.3) — 7T

(o) ‘ . . S (G)S

est une matrice diagonale dont les éléments LS

U e e,

ou L ,
ss
sont les opérateurs de Liouville & s particules (comprenant
les collisions élastiques binaires et les effets de parois),

(o) (o )

et ou C est une matrlce constituée des éléments C sap22VeC
des zéros ailleurs ; d'aprés (3.32), l'action de Ci ;+1 sur

o), > > 1T
les fonctions changées d'échelle i (xl,...,xs) s'ecrit

) S .
(°) o i“z)(x X)) = Not [ dp dé G2ty

(4.9) (c

-
((1,..‘,x s, +0W,p ).

)
+1

(ﬁ

On voit ainsi apparaitre au 5econd membre de (J4.3)

l'opérateur total L( 9) + C(U), dans lequel le terme de colli-

~(a)

sions C peut &tre considéré comme une perturbation. En
1'absence de ce terme, l'évolution du systéme est déterminse

(o)

par l'opérateur non perturbé L , la solution de (4.3) s'é-
crivant dans ce cas i

(4100 £ = s e

it

(o0, (5800 = 0 e,

avec
g .
()(t)t;((ﬂ(...;\))) = e £ (.. .:0),

(o
Lé )t {g)
ou l'opérateur e = U7 (-t) décrit l'évolution d'un groupe
de s spheéres dures de diamétre o interagissant par collisions

¢lastiques (entre elles et avec les parois). Sigsnalons toute-

(4.11) (S

fois que l'utilisation des opérateurs b(g) demande quelques
précautions puisqu'ils ne sont définis que si 1r ~r.|] = 3.
vi,j = 1,2,...,N ; nous n'insisteérons pas sur ced dittlbUltLS
techniques qui peuvent &tre surmontées, par exemple en posant
f(O)

- . e
(x,,...,x_) = 0 lorsque jr.-r.| < o.
S i)

Ceci étant, on peut obtenirdes solutions formelles
de 1'équation compléte (4.3) en appliquant le formalisme des

séries de perturbation dépendant du temps (Dvson) ; il vient
ainsi
@® To T
(a2 £ 0 = s e o - ( dtljdtz...
b b m=1
m-1 0 Q
f dr ' (oo et s ey s T e et Lo,
o m m’ <




to
s
™~

ol l'on doit naturellement préciser le sens de la convergence.
Par un raisonnement analogue, on obtient également des solu-
tions formelles de la hiérarchie de Boltzmann, qui s'écrivent:

’ L S A
(4.13) t(o)(...;t) = a(o t)f(o)( c30) = fdt,[de,. .. dtm
"o o 0
stV )(t t, )‘( s (0)(t1—t2)...C(O)S(O)(tm){(o)(...;O),
ol (0)(t) décrit le mouvement libre des particules, soit

(1.14) (S(O)(t)f(o)(---;o)) SELTEIUNY TP S
~ S m m

-+ - S -+

pz:"':rs“a—ty psio)’

- (0) .y .
et ou C est l'opérateur correspondant aux termes de colli-

sions de Boltzmann (3.43).

dAvant d'aller plus loin, il convient de remarquer
que, malgre leur analogie formelle, les séries (4.12) et (4.13)
doivent 2tre traitdes de maniere différente. Ceci résulte en
effet de la définition méme des deux hiérarchies et du fait
ieme

que la contribution du m terme a la fonction fS ne met en

jeu que fS+m' Or, dans le cas de la hidrarchie B.B.G.K.Y., on
a) . . . .
a f‘ = 0sii>N; il s'ensuit donc que les séries (4.12)
se réduisent a des sommes finies pour des valeurs finies de a.
(o)

Comme la solution £ {...:t) est en principe bien définie par
la dynamique des N sphéres dures, on a seulement & vérifier la
validité de (4.12) dans le cas fini. Par contre, comme la

hiérarchie de Boltzmann est construite a partir de l'équation

(9)

de Boltzmann relative & f, ', il n'y a pas lieu d'annuler iden-

tigquement les fg ) a partir d'un certain rang. Il faut donc
examiner la con%ergence des séries (4.13) en vue de montrer
qu'elles définissent bien une solution de la hidrarchie de
Boltzmann.

1o
.
(o)

Etant donné les solutions formelles (4.12) et

(4.13), la démonstration des trois propositions a-y du théo-
réme recherché passe alors par les étapes sulvantes : (1) deé-
finir pour les séries (4.12) les conditions d'une convergence
uniforme pour o ~ U ; (1i) prouver que les séries (4.13) con-
vergent vers une solution de la hiérarchie de Boltzmann et

que cette solution satisfait a la condition de factorisation
lorsque celle-ci est réalisée & l'instant initial ; (iii) mon~-
trer enfin que les séries (4.12) convergent terime 4 terme vers
les séries (4.13) pour ¢ » 0. D'aprés les principes mémes de
la MSHE, les hypothéses nécessaires 4 la réalisation de c=
programme ne peuvent porter que sur les conditions initiales
nous allons voir que le résultat cherché peut &tre atteint si

les fonctions de distribution initiales f(J (:..30) appartien-

nent & une classe partlpullere de fonctions detlnle par les
conditions Cy, et C, énonceées ci-dessous.

On impose d'abord aux fonctions de distribution

(o A . . . .
t( )(...50) d'étre uniformément bornées en o, afln d'assurer
13 convérgence uniforme en o des séries (4.12) sur un purtain

intervalle |t]| <€ t,. Pour fixer la borme buperneuredesf( ce 0D,
il est lndlqge d'utiliser les distributions ma(welllcnngs nor-
malisées ¢B(pi), a la température (1/kB8), soit

— pl).

tolm

(4:15) 0 (p,) = (B2 Cexp(- £

a) e
Les fonctions de distribution initiales ti (...;0) définies
sur {(AxR*)S sont alors choisies de manieére & satisfaire i la

condition
C,. Il existe une paire de nombres z,8 > 0 et une constante

positive M indépendante de ¢ et de s, tels que l'on ait

(o)

s
) . . .—r’ > e ( -
(4.10) ltS (xl,...,xs)l < Mz T (pi)

pour tout o < g,.

Cette condition signifie que les ensembles statis-
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tiques initiaux doivent &tre tels que les fonctions f{U)(...;o)
soient bornées supérieurement par les fonctions de cofrélations
relatives a un état d'équilibre sans interactions a la tempé-
rature (1-k8). Dans ce cas, les suites de fonctions

(9) (a) (o) {a) .

£ = (fo JE RS Y ..Jappartiennent i un espace fonction-
nel normé N 3 ol la norme ||, I{ est deflnle par
z, s
‘ f C ey it L))
Ty _ Sup sup | (1 (le (S)I B B(pl))
z,8 s X""Xs i=1

Remarquons que la condition €, s'écrit alors avec ces nota-
tions

(o

) <
1, g <M.

{(4.16") If

Pour &tre en mesure d'établir la convergence terme
a terme des séries (4.12) vers les séries (4.13), on admet
ensuite que la convergence pour o + O des fonctions

fS (...;0) est définie par la condition

Cr801t F(O) = [(AxR3)S}(O) 1'ensemble des points de phase
((1,...,< ) tels que rL # ;J p?ug tout i,j = 1,2,.{635 ; il
existe une fonction continue f (Kl,...,x ) sur F telle

que l'on ait uniformément, sur tous les ensembles compacts de
Q0

F( )’

$

(4.17) lim f( 9) (X)), 0e0u,X ) = (D)(Kl,...,§s).

g0 S
Les deux conditions C, et C, permettent ainsi de¢ donner une
signification précise 4 la convergence postulée dans (4.3)
nous allons voir maintenant, sans entrer dans le détail de
toutes les estimations, comment elles conduisent au résultat
désiré.

Pour ¢tudier les conséquences de C,, considérons

le terme général de rang un dans (4.12), ol les f(O)(..~sO>
sont SuUpposees-satisfaire a (4.16). On a ainsi & &xaminer

l'action successive des opérateurs S( (t) et C(G) définis Pér
(4.11) et (4.9) respectivement. '

(R
—
Vi

En raison de la conservation de l'énergie cinétique au cours
des collisions, on constate d'abord que les opérateurs

o . , i
5! )(t) conservent la norme || [], g St qu'ils définissent
donc des isométries sur les espaceS’  N_ _. En utilisant (J}.0)

et (4.10), on peut ensuite montrer que 1 opérateur de collisions
( )

,S+1

majoree suivant la tormule

applique a f( ) donne une contribution qul peut dtre

- 2 (o) o), » > s 3 e ‘
11 <V (2aNo?z
(4.18) ics,s+1 S+1(x1,...,x ) ,12 1 ¢B(pl)( Nog?z)

s+1
[ s
\w -
pLoL J dpS+1

ti=1

-

ps+1—pi

¢s(ps+1)j

On remarque’que le terme entre crochet est une fonction non
bornée des P> mais que l'on obtient. une fonction bornée si on
. S N .
multiplie ce terme par l'expression 1 [¢ B(p ' 6,(p.)], avec

o i=1
B' < B8 ; dans ce cas, la borne de cette fomction croit avec s
3s/2

comme (B8,/8') Compte tenu de la définition des espaces

. . . o)y L
normés V g "1l s'ensuit gque l'operateur L( detfinit une

transformation bornée de l'espace N sur l'espace N_,

z,8 8!
N S ) .
pour tout z' > (8./8')” “z. Ces proprietés des opérateurs 3

(o)

o)

et C permettent alors d'établir le

et ' des nombres posi-
: SN Y . .

tifs tels que : B > 8' et z' > (8,/8')” 7z , il existe une

constante A, dépendant seulement des rapports 8'/8 et 2',z

(donc indépendante de m, 8, z, o et N) telle que

Lemme 1. Soient 8, 8', z

(3.19) [[s'? )(t—tl)C(c)S(g)(tl-tz)...C(G)S(g)(t“)f(g)]E_, N
< m! ANHGZW E» é‘m
' 3 J u,s ’
_ (o)
pour tout m = 1,2... et tout f €N
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Le terme du crochet s'interprete aisément en remarqu?nt Jque

l'on a, d'aprés les définitions précédentes, (mB/’S)/”2 o/ visv
et Nzmo? = /L ; on voit ainsi que l'on a Nzwo?(mB/3)"2 = v/&
i, t ou t est le temps de libre parcours moyen des par-
2pm’ Zpm o

ticules a la température l/kﬁ. On est donc conduit a introduire
le temps t,, défini par

13

s

qui est approximativement égal au temps de libre parcours mul-

(4.20) t, = {ANzncz(m8/3)—

: - -1
tiplié par le facteur A .

Ceci étant, on obtient pour le terme géneral de
(1.12), en effectuant les intégrations temporelles, le

Lemme 2. Si les conditions du lemme 1 sont satisfaites, on a

(0) (a)

(4.21) ’thtlf:ldtz.-.(Ogg:ls(o)(t—tl)u (t,-t,)...C
0
{a)

(o

sto! < (LBl

(t 5 8 o

oy

de sorte que le terme général de rang m dans (4.12) est borné

en norme par (l1t]. t,)™ (en tant qu'opérateur agissant Jde N: g a
N.I BI> . ,
- I1 résulte immédiatement du lemme 2 que les series
{4.12) convergent uniformément {(en N. o, =z et B8) pour |t} <¢t,,
t, étant maintenu constant et égal a (4.20) (rappelons que
l'on a No? = cte!). Pour obtenir la meilleure approximation et
le domaine de convergence le plus grand possible, la constan-
te A doit Stre rendue aussi petite que possible, ce que l'on
réalise avec des B' tres petits et des z' treés grands ; en

- . . -1 - .
fait, on a approximativement A = 1/5. La convergence unifor-
me des séries (4.12) se trouve ainsi démontrée pour des temps
t de l'ordre d'une fraction du temps de libre parcours moyen.

Les raisonnements précedents s'appliquent égale-
ment aux solutions formelles (4.13) de la hiérarchie de
Boltzmann. D'aprés le lemme 2, ces séries convergent pour
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ft] < t, et permettent de definir sur cev intervalle de temps

. (0, i . S
les solutions £ { .5t} de la hiérarchie de Boltzmann cor-
respondant a des fonctions de Jdistribution initiales satis-

- \ < C L) D= o
faisant & {4.15), c'est-a-dire telles que £ ~'(.... 0 € N_ .
< A0), e e o
S5t les ' (...;0) vérifient de plus la relation de factorisa-
tion (1.5), on peut aussi montrer Jue cette relation se con-
. v . {0}

serve pour des temps |t| < t, ; les solutions g {oiait) sa-
tisfont donc dans ce cas 4 la relation de factor atlon (3. 4))

de sorte gue la fonction de Jdistribution & une particule N
st une solution de 1'équation de Boltzmann {3.40).

Ces résultats étant acquis, il reste encore a
prouver Jue les séries (4.12) convergent terme i terme vers
les séries (4.13). C'est ici qu'intervient la condition C, qui
permet précisément de montrer que L'on a

2w LT,

4.22) dim 549 (eee et 50 (¢ o)LLt 9ste) (e le)

o+0

BN 01 (0), L0) (0) (0)

= ( )(t t, )b{ ,A—tz)...p\ 30 (tﬂ)t . vm

N ‘ H o~

p.p
pour todt t tel que : T, >t > T, > T.> ...> T, Q. Pour com-
prendre ls mécanisme de-la preuve, il suffit de considérer l'ex-

. (o g} _la), ~Lo) . .
pression S (t t )b( ; 5 )(tl}zg ; qul représente la compo-
S0 U s+1 7

sante a s particules du terme m = 1. Cette expression Jdécritc
successivement 1l'évolution d’un groupe de s apherbs dures pour
une durée t-t, , 1l'adjonction & 1l'instant T, d'une {s+1)ieme

sphére d'impulsion 5. en contact aved la 1 sme particule, et
1'évolution des (s+1)” spheres pour la durée t, ¢ elle comporte
en outre une sommation sur toutes les bphEFEb Lo=1,2,...5 et
une intégration-sur toutes les impulsions P sy St tous les
points de contact pDSSlDLcS- ‘

I1 suffira pour notre propos Jd'étudier la contri-
bution d'un tel terme au .point de phase (il Y ), dans le cas
simple ou s =3, clest-a-dire de calculer 1° erF€§SlOH




(3%
P
(¢ &)

(1.23) ! s(°)(t-c.)c§°)s

i

pour O < t, <t. On peut effectuer ce calcul en remontant 1l'é-
volution dans le sens des t-négatifs a partir du point de pha-
se final (xl(t) 2{t)) correspondant aux sphéres (1) et (2).
En proceédant ainsi, on suit d'abord sur 1l'intervalle t-t,
l'évolution dynamique de (1) et (2) qui est décrite par un

opérateur S(g) et aboutit au point de phase antérieur (X,(t,),
(th )). A l'instant t,, on  adjoint ensuite au point
r.(t,) + 94 la sphére (3) d'impulsion p,(t,) qui est en con—
ract avec la sphére i (i = 1,2) 5 si l'on a (py(t,) - p,(t,))
.5 > 0, la sphére (3) vient d'effectuer une LOlllSlOn a%ec la
sphere (i) (& l'instant t7), de sorte que leurs impulsions
/ immédiatement avant la colllslon sont données. par T (p (t,},
p,gt )), d'aprés (3.37) ; dans le cas contraire ol (p,lt, )
- p,(t, 0.4 <0, les deux sphéres (i) et (3) se meuvent separe—
men dans le sens des t négatifs. Enfin, on "remonte" 1'évo-
lution dynamique des trois sphéres (décrite a nouveau par un

<(a)

opérateur S ) sur la durée t, pour aboutir au point de phase

initial (x,(0),%,(0),%,(0)) ; remarquons que ces phases ini-

tiales s'expriment alors en fonction de i, de B,, de &, de

X {t) et de‘iz(tl On obtient ainsi le terme {(4.23) en formant
.y t)-p; (¢t ~ (o)

la quantité No? ————~—El————— G 577X, (0),x (0),%x,(0) ], en

sommant sur i et en Lntegrant Sur o et p;. Ceci étant, la dé-

monstration du résultat cherché repose essentiellement sur les

deux arguments suivants

(o) - (1) Durant 1l'évolution décrite par les opé?ateurs
S°7(t), des collisions ne se produisent que pour des points
de phase exceptionnels qui donnent une contribution négligea-
ble lorsque o + 0. gon31deron5 en effet le mouvement des sphe-
res (1) et (2) de (x,(t),x,(t)) & (x,(¢t, ),x (t,)) 5 1l est
clair que l'on peut toujours choisir o sutflbamment petit pour
qu'il n'y ait pas de polllslonb durant t-t,, sauf dans le cas
exceptionnel ou p,- pz et r1 r2 sont c¢olinéaires. De méme, du-
rant l'é¢volution "inverse" des trois sphéres (1), (2) et (3)
sur 1l'intervalle t,, il ne peut y avoir de colllslons que pour
des valeurs particuliéres de i, & et p3 qui dounnent, a la li-
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mite ¢ + O, une contribution négligeable aux intégrales Jde
L . () s Q)
(1.23). Ainsi, l'action de S( (t) se réduit 4 celle de S "~ '{t)

lorsque o » 0, & 1l'exception d'ensembles de points de phase
de mesure nulle. On remarquera a ce propos que ce type d'ar-
gument permet egalemerit d'éliminer les effets des Mrecolli-
sions" entre particules qui sont a l'origine des divergences
dans les développements en puissances de la densité (cf. $3.2¢).

(ii) La dimension finie des particules ne se ma-
nifeste dans l'action des opérateurs C( ) .y Jue par une trans-
lation o6 de la position rs 1(O) de la partlbule supplémentaire

(s+1) ; ceci résulte clairement de la définition (4.9) et de
1l'analyse précédente concernant le terme particulier (4.23).

En tenant compte de ces deux arguments, il est
alors facile d'effectuer le passage a la limite o ~ O dans le

o)

terme (4.23), si les fonctions f( (...;0) satisfont a la con-
dition C, ; dans ce cas, on obtidnt le terme limite en rempla-
gant 51mplement o par zéro dans (1.23). Comme la généralisa-
tion de .ce raisonnement pour m et s gquelcongues ne rencontre
pas de difficultés particuliéres, la propridté de convergence
(4.22) se trouve ainsi établie.’

En conclusion des analyses précédentes, le théora-
me démontré s'énonce sous la forme suivante

Théoréme : Soit une suite d'ensembles statistiques initiaux de
systemes de sphéres dures (de diamétre o) avec des fonctions

-

. . (o .
de corrélation fS ((1 Xg, e Y ) satisfaisant aux conditions
~ . a), -
G, et C,. Soient f( (x,
S
rarchie B.B.G.K.Y. corres ondant a2 la condition initiale

(g),» =~ > : * .
fé (xl,xz,...,xs) et ( (Kl,xz,...,xs;t) la solution de la

H
X, .,§ ;t) la solution de la hié-

hiérarchie de Bolt:mann obtenue en prenant comme condition

+

initiale la fonction t )(‘1,‘2‘---,XS) figurant dans C,.

11 existe alors un temps to(z,8) > O défini par



(4.20), tel que l'on ait pour U <t < tgq,

- - - Q) > -
lim £ )((1,x2,...,xs;t) = ( ((1,x2,‘..,xs;t) presque par-
70 . (o)
tout, (avec No? = Cte), ou les fonctions fé (...;t) admettent

-

une borne de la forme C, avec z' > z et 8' < B.
Ce théoreme comporte un corollaire important

Corollaire. Si les conditions d'application du théoréme précé-
dent sont satisfaites et si l'on a en outre pour la fonction
0),+ S -

(xy,Xz,...,x_) de C,
- ) >0
O) > - - - +
q ((1,(2,...,xs) = 0 £l (xi),
1=1
on a alors pour 0 St St,
S .
- + - O >
(O) \1,x2,...,( st) = 0 t& )(XA;t)
. i
i=1
et
-+ . O .+
lim f E (x,:t) = IS )(tx;t),
a+0
ou t.O)((l.t) est la solution de 1l'équation de Boltzmann cor-
Q)
respondant a la condition initiale t( K ).

Le théoreéme précédent constitue une formulation
rigoureuse des résultats annoncés dans les propositions a-y.
Son domaine de validité se trouve malheureusement limité i de
petites valeurs de t (<t,), égales au plus a une fraction du
temps de l.p.m. Le résultat obtenu ne peut donc pas s'appli-
quer a l'étude du comportement du systéme sur de longues du-
rées ; il apporte néanmoins une information capitale concer-
nant 1'établissement du régime cinétique, la relaxation de la
fonction de distribution A une particule vers une Maxwellienne
locale s'effectuant précisément sur une Jdurée de l'ordre du
temps de l.p.m.. On remarquera Jd'ailleurs que cette limigation
semble plutdt d'ordre technigue, puisqu'elle résulte duAtait
que la convergence des séries (1.12) et (4.13) ne peut étre
maitrisée que pour de petites valeurs de t. Une autre limita-
tion de la portée de ce théoréme est due au modéle particulier

221

considéré (sphéres dures) ; cependant. la plupart des résul-
tats précédents ont pu dtre étendus au cas de potentiels
d'interaction positifs et de portee finie, satisfaisant a cer-
taines conditions de régularité [47]. ‘

Il est intéressant de signaler que Lanford a dga-
lement proposé le procédé suivant pour construire des états
statistiques initiaux satisfaisant aux conditions C, et C

{[26]). On se donne d'abord : (i) une fonction t(o (X,) conti-

nue, définie sur AxR® ¢ u, et bornéde par une ma(welllenne ;
(i1) une suite de partitions finies de AxR? en cellules Wt
dont les dimensions deviennent de plus en plus petites lorsque
o » 0, mais qui contiennent cependant un nombre de particules
de plus en plus grand. Si cette suite satisfait a des condi-
tions de reoularlte convenablement choisies, on obtient alors
1'état statistique initial ‘désiré en distribuant uniformément

2

. )
les particules contenues dans chaque cellule m(a

i
TN s . < 0 > > <
niere que leur nombre soit égal A N jwb>:f,)(xl)dx‘ a une

de telle ma-

erreur relative preés de l'ordre de o (avec Nol=cte). On remar—
quera que l'on aboutit ainsi A une généralisation de 1la notion
d'ensemble microcanonique a une situation hors d'équilibre.

L'une des principales conséquences du théoréme de
Lanford est d'apporter une solution satisfaisante au conflit
entre réversibilité dynamique et irréversibilité macroscopique;
les résultats précédents permettent en effet de montrer comment
le comportement irréversible du systéeme peut &tre déduit ri-
goureusement des principes généraux de la MSHE. A ce propos,
nous concluerons cet exposé par les remarques suivantes

{i). I1 convient d'abord de souligner que la démonstration de
la convergence des séries (4.12) vaut également pour les t
négatifs, tels que ~t, < t <0 ; en reprenant les raisonnements
precedents pour t < O, on montre alors que la propriété Je
convergence {4.22) demeuxe valable, son second membre étant
seulement changé de signe®. Il s'ensuit que; dans le cas t <0,

*Ce changement de signe est dii & la circonstance sulvante
dans le cas t < 0, une collision n'a lieu entre la particule i

Mg
et la particule supplémentaire figurant dans C GN .1 due pour
la configuration inverse de celle qui conduit 5 dne collision
dans le cas t > 0.



a .
les f( )(...;t) convergent pour ¢ + O vers une solution de la
hiérafchie de Boltzmann avec des termes de collisions changés
de signe.

(ii). Il résulte du théoréme de Lanford que les solutions de
la hiérarchie B.B.G.K.Y. (de caractére réversible) pour un
fluide de sphéres dures tendént, 3 la limite de Boltzmann-
Grad, vers les solutiens de la hidrarchie de Boltzmann (de ca-
ractere irréversible). On constate ainsi que 1'irréversibilité
est introduite dans le formalisme par le passage & la limite

o = 0 et qu'elle apparait comme une propriété limite du Sys—
teme pour le cas o = 0. Comme ce passage i la limite assure en
outre la conservation au cours du temps de la propriété de
factorisation des fonctions de distribution, on voit qu'il per-
met également de justifier la description réduite de 1'état du
/systeme au moyen d'une fonction de distribution & une parti-
cule, solution de 1'dquation cinétique de Boltzmann.

Le théoréme de Lanford se présente donc comme un cas particu-
lier des théorémes limites évoqués au §3.1d et conduit i dé-
crire l'évolution d'un fluide de sphéres dures par un proces-
sus limite markovien nonlinéaire (cf. [4]).

(1ii). Pour terminer, il est intéressant d'insister sur le
procédé technique qui permet de concilier, dans le théoréme de
Lanford, la réversibilité dynamique et 1'irréversibilité de
1'évolution limite. En se référant i la démonstration du théo—
reme, on constate que ce résultat est rendu possible par la
différence entre les modes de convergence a 1'instant initial
etal'instant t. En effet, d'aprés la condition C,, on impose

: . C . g
a l'instant initial une convergence uniforme des fi )(...;O)

vers les f(o)(...;o), alors qu'd 1l'instant t la convergence
entre ces “fonctions a seulement lieu presque partout ; cette
restriction est essentielle, car elle rend compte de 1l'exis-
tence possible d'un ensemble de trajectoires exceptionnelles
dont la mesure devient rigoureusement nulle i la limite o = Q.
D'autre part, si l'on inverse toutes les vitesses & 1'instant

. o) ca . .
t, les fonctions t(g (...5t) définissent de nouvelles condi-

tions initiales qul ne satisfont pas a4 la condition C, ; le
théoréme de Lanford ne s'applique denc pas a cette situation,

ce qui permet d'éviter les contradictions liédes i la réversi—
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bilité du modéle dynamique. La différence entre les modes de
convergence a l'instant initial et & 1'instant t introduit en
fait une dissymétrie dans 1'dévolution temporelle qui est lide
au caractére irréversible du processus limite.

4.2 Limite du couplage faible. Cas du saz de Lorentz4,43]

a) Considérations générales. Nous allons mainte-
nant étudier une autre situation limite. celle du couplave
faible, qui c¢aractérise l'évolution de systémes dont le poten-

tiel d'interaction AV(r,,...,rV) est treés petit et d'ordre de

grandeur A. Comme la variation {4py) de 1l'impulsion d'une par-
ticule est a chaque collision de l'ordre de A, il faut néces-
sairement un grand nombre de collisions pour observer une mo-
dification finie de 1'état du systéme. Dans ce cas, l'évolu-
tion résulte donc des effets cumulatifs de trés nombreuses
mais tres faibles collisions, et l'on montre qu'elle peut étre
assimilée & un certain processus de diffusion dans l'espace
des phases dont 1'échelle de temps est de.l'ordre de A=2. Pour
décrire un tel processus, on est ainsi conduit a Jdilater les
échelles de temps et d'espace du systeme, en introduisant les
nouvelles variables tv = A%t et p = A%r. La limite du couplage
faible consiste alors & faire tendre simultanément A - QO et

t Lou r) » =, de telle maniére que les produits A%t = 1 et

A’r = o demeurent finis ; la densité des particules restant
fixée, on définit ainsi une situation limite dans laquelle
l'évolution du systéme est risoureusement dscrite par un pro-
cessus de diffusion caractérisé par un temps de relaxation

Tp = 0(1) ou tp = 0(a=2). '

Pour étudier le comportement de la hiérarchie a
cette limite, il est commode d'utiliser une définition dqui-
valente de la limite du couplage faible, dans laquelle les
changements d'échelle portent sur la densité du systeme et sur
la portée des forces d'interaction. En laissant inchangées les
variables de temps et d'espace, on voit que la limite du cou-
plage faible est obtenue si la densité n des particules croit
“~
comme ¢ ° et si la portée des forces d'interaction décroit
comme ¢, ou e = A?. On peut alors procéder comme pour la li-
mite de Boltzmann-Grad, et considérer une suite infinie de
systémes dont la densité augmente avec €72 et dont le poten-




%*’/ >
tiel d'interaction est de la forme E‘V(rl/s,...,rw/a). Cette

suite 2tant indexée par 1'indice e, l'état statistique de cha-
(<)

que systéme est décrit par une densité de probabilité oy (P;t)

dans l'espace des phases FV\Qt par les fonctions de corréla-
Ae), - /
tions N )(xl,...,xs t) correspondantes ; avec ces définitions,
la 11m1te du couplage faible s'obtient en faisant tendre ¢ + O
icf.[4]). (e) .
Comme les fonctions N (xl,...,xs;t) ne restent
pas bornées & cette limite, on doit changer 1'échelle des fonc-
tions de corrélations en introduisant, comme dans la section

(E)

(4.1), de nouvelles fonctions de distribution réduites t

Compte tenu des conditions précédentes, celles~ci sont malnte—
nant définies par

.+ {
(4.21) ts (xl,...,xs;t) =7 by (xl,...,xsst),
. 3s ~(e)
et sont telles que lim ¢ N conserve un sens.
e+0

Pour &tudier la limite du couplage faible, on doit
alors »onsidérer les propriétés de la suite d'ensembles sta-

(e

tistiques oy (P t) lorsque & = 0. On reprend a cet effet la
démarche de la section précédente qui consiste a définir une

suite d'ensembles statistiques initiaux og )(...;0) (et de

e

fonctions de corrélations oy ;0)) tels que l'on obtienne,

a la limite € += 0, une description réduite autonome de 1l'évo-
lution du systéme. On est ainsi conduit & se donner une suite

ff€)<..

;0) qui conver-

0
ge en un certain sens vers une fonc¢tion limite t( )(...;0),

c'est-a-dire telles que

(e),z

de fonctions de distribution initiales

« > _ L0
(4.25) lim t ((1....‘xs;o) = fS

e+0
ou la fonction fgo)

-+ -
(x,,...,xS;O),

(...;0) satisfait & la condition de facto-

risation
. A0 - - S
(4.26) £ %% 50 = 1 198 ).
° s i=1 1

Au cours de 1'évolution Jdéterminée par le potentiel d'inrerac-

. T > <)
tion e'V(rl/e,...,rV,a), 1'état statistigque lnltxal P (o)
et les fonctions de corrélations correspondantes f Q)
€)
{ (...5t) et RO
N s

(e)

pour obtenir la propriété désirée, les f (...:t) doivent a
: S

(
V
(
se transforment respectivement en o )

limite € > 0 satisfaire & la condition

s
(4.27) lim £ 90 - o1 20,
er0 S S i=1 t
(O) ~ +> >
ou les 1} (( t) = f(r,p;t) sont dans ce cas solutions, pour
la condition initiale f,( ; i0) = (O)(\ O) de 1'équation de

Landau nonlinéaire

Vrf(r:Pst)

yeRd

ot

—
Blo+

= fdﬁlf(5,51;t>[€p.5<p-pl> * sp-(ﬁ(p—px).gp)]f(;,s;t);
dans (4.28), ,

le terme de friction a(p) et la matrice de diffusion U( )
sont des fonctions de 1'impulsion définies par

(4.20) 3(p) = —ap/Ipl® , Blp) = (a/20p)(F - 53 p?),

a étant une constante de diffusion qui dépend de la forme du
potentiel V.

Si les conditions précédentes sont satisfaites, on
aboutit alors a une-description réduitée autonome de 1'état du
systeme en termes de la tonction de distribution a une parti-

(0)
cule f, (Y t) qui vérifie-1'dquation de Landau {4.23). Comme
celle-ci possede les mémes propriétés d'irréversibilité gque
l'equation de Boltzmann (on démontre en effet que le théoreme H
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s'applique et que la distribution maxwellienne est la seule
solution stationnaire annulant le terme de collision), on voit
comment les solutions des équations (réversibles) de la hié-
rarchie peuvent tendre a la limite du couplage faible vers un
processus a caractére irréversible. Toutefois, la démonstra-
tion rigoureuse de la convergence impliguée par (4.27) se re-
vele beaucoup plus délicate pour la limite du couplage faible
que pour celle de Boltzmann-Grad ; en fait, on n'a pu obtenir
dans ce domaine que des résultats partiels pour le cas parti-
culier du modele de Lorentz dont nous allons rappeler briéve-
ment les propriétés es sentielles.

b) Modele de Lorentz. Le gaz de Lorentz est un gaz
idéal constitué Je particules sans interactions entre elles,
se déplagant dans un systéme de centres diffuseurs fixes dis-
tribués au hasard ; c'est donc un cas particulier des modéles
ot le systéme dtudié se trouve en interaction avec un certain
réservoir. Il correspond notamment au modéle "wind-tree" de
P.T. Ehrenfest [43,49], dans lequel on considére un gaz de par-
ticules légéres (ou "vent") sans interactions entre elles, mais
interagissant classiquement avec un gaz de particules lourdes
(les "arbres") ; si on les suppose infiniment lourdes, les par-
ticules "arbres" ne sont pas affectées par leurs interactions
avec les particules de "vent" ; elles peuvent alors &tre con-
sidérées comme des centres diffuseurs fixes dont la distri-
bution dans l'espace est celle correspondant i l'équilibre
thermique.

Les particules de '"vent'" &tant sans interaction
entre elles, il suffit de considéréer le mouvement d'une seule
particule {particule-test), dont la osition et 1l'impulsion
sont définies par le vecteur x(t) = Fr(t),P(t)] € AxR’ ; cette
particule se déplace soit dans l'espace physigue R*(=zA) dans
le cas d'un systéme illimité de centres diffuseurs, soit dans
une région finie A C R’ délimitée par une frontidre lisse 34
ou la particule subit une certaine réflexion (dont les condi-
tions dépendent de la nature de la paroi). Ceci étant, le mo-
dele de Lorentz est complétement défini par la donnée du po-
tentiel d'interaction V entre le "vent" et les "arbres" et par
la loi de distribution des centres diffuseurs. Un admet géné-
ralement que le potentiel d'interaction V, supposé deux fois
différentiable, correspond a des forces centrales de portée

. - - o
finie ; il est dans ce cas de la forme V{|r-R|[), ou R est la
osition du centre de la particule lourde. Si (R} = (R ,....
gi,...) désigne une conriguration particulicre des centres

diffuseurs dans R®, la trajectoire de la particule de Lorentz
relative a cette configuration est alors déterminée par la so-
lution des équations du mouvement

r( s {RY . =+ . d+ t:{R})
(4.30) iiﬂfa——t{-———)- = plt;{R}/m , L(.&*

= =077 VTt AR D =R ),
. r 1
i
satisfaisant aux conditions initiales T(0;{R}) =T,.
- - . > - . . . .
p(0;{R}) = p,,ou r, et p, représentent la position et 1l'im-
pulsion initiales de la particule. Cette solution peut se met-
. R} - {R*
re sous la forme x(t;{R}) = Té 'x,, avec X, € axR¥, ou T
représente un groupe continu de transformations a un paxamétre
qul conserve la mesure de Lebesgue sur axR?.

Pour compléter le modéele, il reste encore a défi-
nir la loi.de distribution uq R}) des configurations {r}. s1i
l'on se place dans le cas ou les centres diffuseurs sont dis-
tribués dans tout R®, une contiguration (Rl,...,R.,...) est
une suite finie ou denombrable de points de R*® : 2lle doit
étre telle que toute région bornée de R’ ne contienne qu'un
nombre fini de centres diffuseurs. Le choix de la loi de dis-

tribution la mieux appropride résulte alors des considérations

suivantes : (1i). Comme, par hypothese, les particules de "vent"
n'ont pas d'effet sur les "arbres”. on peut considérer les par-
ticules lourdes comme étant en équilibre thermique ; (ii) si

1ton suppose de plus que ces particules lourdes sont sans in-
teraction entre elles, leur fonction de distribution sera
celle d'un gaz idéal a 1'équilibre. On est ainsi conduit a
choisir pour la loi de distribution u({R}) des centres diffu-
seurs fixes (correspondant a des particules infiniment lour-
des) une loi de Poisson avec une densité variable, déterminée

par ses fonctions de corrélation DS(R"" R ), s 20, ol
p (R,,.. ,R ) est la densité de probablllte de trouver un
groupe Jde s centres diffuseurs en Rl,...,R\. Dtapres ces dé-

finitions, le mouvement de la particule de’Lorentz représenté
: R}= ) .
par x(t;{R}) = Tt }xo est un processus stochastique qui est

complétement déterminé par les équations (4.30) et la dis-




tribution u({R}) : c'est le processus de Lorentz associe a

w({R})[4,48,51].

Considérons maintenant la description réduite du
az de Lorentz en termes de_la fonction de distribution a une
partluule flX:t). Si £(X) est la distribution initiale des
particules de "vent", la distribution de ces particules &
1'instant t, pour une configuration particulidre {R}, est don-

née par : f(T{R‘Q3 = (( t;{R})]. La fonction de distribution

g . .
t{x;t) est alors la moyenne de cette expression sur toutes les
configurations possibles des centres diffuseurs, soit

(1.31) £l = j EIR(-t3( Ry dul(RY) = W_ £(),

ol l'opérateur d'évolution "reéduite" W_ est linéaire ; cette
propriété est due a la linéarité de 1'équation de Liouville et
au fait que 1'état des centres diffuseurs. n'est pas affecte
par leurs interactions avec les particules de "vent". Il est
de plus aisé de vérifier que 1'opérateur W_ correspond a une
¢volution non~ markovienng, en raison méme de la définition

du processus de Lorentz x(t;{R}). En effet, si l'on suppose
connues la position et 1'impulsion (r(s),p(s)) = X_ de la par-
ticule & un instant s, avec O < s < t, la probabillté de pré-
sence Jde cette particule dans un certain volume 4 a 1! instant
t est determinée par l'ensemble des trajectoires issues de (
et correspondant a toutes les configurations possibles (R ;des
centres diffuseurs. Par contre, si la trajectoire exacte de la
particule est connue avant l'instant s sur un certain inter-
valle de temps (par exemple [0,s]), on ne doit alors tenir
compte dans le ‘calcul de la probabilité de présence que des
configurations { R} qui conservent cette trajectoire. Il s'en-
suit que l'on obtient généralement des résultats différents
pour chacune des situations précédentes, et que la probabilité
de présence dépend de 1'"histoire" de la particule avant 1'ins-
tant s. Le processus de Lorentz est donc non-markovien et 1'o-
pérateur W_ comporte des effets de mémoire qui peuvent 2tre
exprimés par un certain opérateur de convolution. Ces effets
résultent en fait d'un mécanisme complexe qui rend trés dif-
ficile 1'étude des propriétés de transport et du comportement
asymptotique du gaz de Lorentz ; en Jdépit de sa simplicité
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apparente, le modele de Lorentz est donc encore trop compli-
qué pour qu'il soit possible d'en déduire, dans le cas géné-
ral, des résultats rigoureux.

On est ainsi conduit & rechercher s'il existe des
situations physigques telles que le processus de Lorentz puisse
se ramener approximativement 4 un processus plus simple. De ce
point de vue, il est naturel d'étudier les propridtéds limites
de ce modeéle pour certains passages 4 la limite (limite du
couplage faible, de Boltzmann-Grad,...), avec l'espoir de
prouver la convergence du processus de Lorentz vers des pro-
cessus limites se prétant a des calculs explicites et présen-
tant un comportement irréversible. Conformément aux méthodes
exposées dans cette section, on est amens i considérer une
suite infinie de systeémes avec une densité .croissante des cen-
tres diffuseurs et une portée du potentiel d'interaction con-
venablement décroissante ; cette suite est indexée par un pa-
ramétre ¢ choisi de telle maniére que la situation limite cor-
respondante soit définie parf la condition e - O (on a par
exemple. € = X% pour la limite du couplage faible, et ¢ = o pour
la limite de Boltzmann-Grad avec des sphéres dures de diamétre
o) 5 l'opérateur d'évolution réduite W_ est dans ce cas noté
WE, pour rappeler sa dépendance en ¢. En raisonnant comme
précédemment, il s'agit alors de prouver, moyennant un chan-
gement d'échelle approprié des fonctions de corrélation, l'e-
xistence de la limite

(4.32)  lim W_ f(x) = ¥_ £(x) = f(X;t),
t t -
e+Q :
ou 1l'opérateur limite W_ est généralement markovien et posside
des propriétés de semi-groupe, contrairement i l'opérateur W€
qui comporte des effets de mémoire. On peut ainsi obtenir ung
Justification rigoureuse du passage de 1'évolution déterminis—

{R}

te Lorrespondant aux opérateurs T a une description rédui-
te autonome & caractere irréversible. Pour mener a bien ce
programme, 1l faut naturellement préciser en quel sens a lisu
la convergence impliquée par (4.32) ainsi que les conditions
qui doivent &tre satisfaites par les fonctions de corrélations

o des centres diffuseurs. Comme nous ne pouvons ekxposer ici
tous les détails techniques des démonstrations, nous nous bor-




nerons a indiquer les principaux résultats obtenus dans ce do-
maine, en renvoyant a la littérature et notamment a l'article
de H. Spohn [4] pour de plus amples développements.

Pour traiter la limite du couplage faible, on doit
procéder comme au paragraphe a). On introduit a cet effet une
suite infinieé de systémes de’centres diffuseurs dont la densi-

té croit comme ¢ °, alors que la portée des forces d'interac-
tion avec les particules de "vent" décroit comme ¢ (avec

e = A?), L*état statistique de chacun deés systémes est défini
par une distribution de Poisson a laquelle correspondent les

. . S, . o (e 3s ~ ;= -
fonctions de corrélations réduites fé ) —— ps(R"""Rs)'

Dans le cas simple ol la densité’n(zal) des centres diffuseurs
~est indépendante de la position R,, on peut alors montrer
"l'existence de la limite (4.32) ou 1l'opérateur Wt est tel que

f{x;t) satisfait & une équation de Landau lindaire de la for-
me :

. 3f(;;t) B > + > 4 > L
(1.33) == - % LV E(%58) = 75-(B(p). 7 )E (%5,

dans laquelle la matrice de diffusion 5(p) est donnée par
{(4.29) ; on vérifie ainsi que le passage & la limite du cou-
plage faible permet dans ce cas de ramener 1'édvolution de
fix;t) & un processus de diffusion dans 1l'espace des impul-
sions. Notons que la démonstration de la convergence peut 3tre
déduite des travaux de Kesten et Papanicolaou [50] portant sur
le mouvement d'une particule matérielle dans un champ de force
stochastique indépendant du temps {(cf. [4]). Diverses exten-
sions de ce résultat peuvent étre envisagées, notamment dans
le cas ol _la densité des centres diffuseurs est fonction de la
position R,. Signalons également que d'autres théorémes ont
éré¢ démontrés pour un modéle analogue concernant les proprié-
tés de transport d'un gaz d'électrons en présence d'impuretés
(ef. (4],

Lorsque le potentiel d'interaction a une portée
finie, on peut aussi dtudier les propridétés du modéle de
Lorentz & la limite de Boltzmann-Grad. On établit dans ce cas
que la limite (4.32) existe effectivement sous certaines con-
ditions et que la fonction de distribution f(§;t) satisfait
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alors & une é&quation de Boltzmann linéaire. Ce résultat a pu
&tre démontré pour une classe générale de potentiels V, grice
a4 une adaptation convenable de la méthode de Lanford exposée
dans la section 4.1 (cf. Spohn [51]) : d'autres démonstrations
de la convergence de la limite de Boltzmann-Grad ont <éte ¢ga-
lement proposees dans le cas particulier ou les centres diffu-
seurs sont des sphéres dures de diametre ¢ (cf. Callavorti
[52,53] et Spohn [4]). Il convient enfin de remarquer gue les
méthodes précédentes ne peuvent s'appliquer a4 des potentiels
de portée infinie ; on est conduit dans ce cas a considérer un
autre type de passage a la limite approprié & cette situation:
c'est la limite du champ moven, dans laquelle l'effet des cen-
tres diffuseurs est décrit par un certain potentiel moyen de
nature collective. Contrairement a ce qui se passe pour les
passages a la limite précédents, on peut alors montrer qu'a la
limite du champ moyen, le mouvement de la particule de Lorentz
obeéit a des égquations déterministes dérivant d'un hamiltonien
effectif que nous allons définir dans la section.suivante.

4.3 Limite du champ moyen et équation de Vlasov

Nous n'avons considéré jusqu'a maintenant que des
systémés dont les forces d'interaction vnt une portée finie,
généralement petite. L'évolution résulte dans ce cas de deux
contributions qu'il est possible de traiter séparément a une
bonne approximation ; celle due au mouvement libre des parti-
cules et celle due aux "breves" interactions ou collisions des
particules entre elles (rappelons que cette distinction est a
la base de l'établissement de l'équation cinétique de Boltzmann).
Par contre, un tel modéle n'a plus aucune signification lors-
que les forces d'interaction ont une portée infinie (cas des
forces coulombiennes ou gravitationnelles), chaque particule
du systéme se trouvant constamment en interaction avec toutes
les autres particules. Dans ce cas, les méthodes des deux sec-
tions précédentes ne s'appliguent plus pulsqu'elles impliguent
des chanzements d'échelle dans lesquels la portée des forces
d'interaction tend vers zéro a une certaine limite. Pour un
potentiel d'interaction faible mais de longue portée. on est
alors amené a considérer une autre situation limite, dans la~
quelle la somme des forces s'exercant sur une particule Jdonnée
peut &tre représentée par un certain champ moven effectif
c'est la limite du champ moyen que nous allons maintenant dé-
finir.



Soit un systéme 4 N-—particules dont le potentiel

)= 1 el )
i M

et dont on décrit

d'interaction est de la forme V(r,,...

(on ¢(rij) est supposé a longue portée),

1'évolution dans 1'espace des phases u, au moyen de la fonction

. . By . P 1~ -
de distribution & une particule g(xl;t)(z % 5,(x,;t)). Intro-

duisons alors une force moyenne F(F,;t), dérivant d'un poten-
tiel effectif D(r,;t) et définie par :

-

(I‘\it) = -V

- — >
-y o(r 3t)s
r, !

=i

(4.34)

it

f o(r DE(F,;0)d,
M2

dans la situation limite du champ moyen, on admet que 1l'effet
de toutes les interactions élémentaires sur une particule quel-
conque (d'indice 1 par exemple) se raméne a l'action de la
seule force moyenne F, qui joue alors dans l'équation cinéti-
que le rdle d'une force extérieure. Avec ces hypothéses, 1'é-
quation cinétique A laquelle doit satisfaire la fonction de
distribution t((l,t) prend la forme de 1'équation nonlinédaire
de Vliasov

1

Caey 30T DL e or . e ]
(4.35) —51— - =+ - vrf‘(x"t) - u\Zr?(ru)f( z,t)dxzj
ef(x];t) =0,
ap,

qui détermine 1' evolutlon de f((l,t) sous 1l'effet du champ
"collectif™ 'VE u(rl,t). On constate ainsi que l'approximation

du champ moyven, contrairement aux limites de Boltzmann-Grad et
du couplage faible, conduit & décrire le mouvement d'une par-
ticule-test du systéme par un processus déterministe défini par
les équations canonigques

-

; dr, _py 46, _ Fz
(4.36) =B = F(F 50
celles-ci peuvent dtre déduites d'un hamiltonien effectif
Heff = pl,Zm + v(rl, t) et ne sont autres que les équations des

caractéristiques de (4.35).

12

L'équation de Vlasov (4.35) appelle deux remarques
importantes pour notre propos. D'une part, elle peut &tre ob-
tenue directement a partir de la premidre équation de la hié-
rachie (3.10), si l'on suppose que la fonction de corrélation

T 1 ~ = =+ PR
de rang 2, f,(x,,x,;;¢t)(= ki p,(x,,x,;t)) satisfait & la con-
dition Jde factorisation f,{x,,x,;t) = f {x,;e)f,(x,5t). D'au-
tre part, c'est une équation réversible qui n'implique pas le
retour Jdu fluide vers un <$tat d'équilibre ; pour le verifier,
il suffit de remarquer : (i) que l'équation (4.33) reste inva-
riante par la transformation t + -t, r, - r, et p, + -p, et
(ii) que 1l'on a pour la variation temporelle de la grandeur

5 JdH : o .
H(t) (3.41) de Boltzmann, I = 0, pour des conditions aux li-

mites telles que f + O lorsque r et p - =.

Pour préciser la signification de la limite du
champ moyen, il convient de considérer les équations générales
du systeme a N particules. En désignant par A l'ordre de gran-
deur du potentiel d'interaction, que 1l'on note done AV(r,,...,
ri) les équations du mouvement des N particules s 'écrivent

dr. P. dp. R
3N gm == = -A 7 Looelrg

), li=1,2,...N),
m de Ty <<\

et 1'état statistique de ce systéme est décrit par la hiérar-

chie B.B.G.K.Y. (3.10). En utilisant les fonctions de distri-
bution changées d'échelle i(V) =N? 55, et compte tenu de
{3.21), cette hiérarchie peut se mettre sous la forme
(V) Kl,...;S;tJ s B ) S 3¢(ri ) .
(4.38) T L e S
i= . <= 3 .
. i=1 arl J Ty QPJJ
s 30lr )
N + [ 3 A + -
¢ )(Xl, X 5t) = NA Y L,stl e f(V)(xl, ,X it
‘S . * - s+l s-1
1=1 ar api
s+1 =
dx
s+ 1

A la limite du champ moven, la force d'interaction entre deux
particules quelconques tend vers zéro, alors que demeure finie
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la force totale exercée par toutes les autres particules sur
1'une d'entre elles. D'aprés (4.33) on voit que ce résultat
peut &tre obtenu en faisant tendre N - @ et A - 0, de telle
maniére que le produit NA reste fini. En effectuant ce passage
a la limite, on constate sans peine que (4.3%) converge for-

mellement vers la hiérarchie de Vlasov (3.25), qui s'écrit
af(”)(il,...,i it) s p. AUt T NS
5 S S T S ! S
(4-39) 3t + L —'—m . =
i=1 . ar.
i
S 3
?. ¢(r1 5+1) ] ao) + -+
= —l G ST SRS ST 54 ,
sty o, ap, s s
- s+1 i pl
. , . (m) + + ) ‘(\J) + >
ot 1'on a posé £ "(x;,...,x_t) = lim f (x,,...,x_;t). Dans
S S Yoo S

le cas d'un plasma (ol ¢ est coulombien), la limite du champ
moyen se rapporte au "régime de- Debye", défini dans la section
3 par les conditions (3.24), et elle correspond au cas ou le
paramétre de plasma g = l/nrs + 0. Cette limite est encore

>

appelée "limite de fluide" (Rostoker et Rosenbluth [54]),

elle revient a décrire le systéme comme un fluide continu en
négligeant tous les effets dus au caractére granulaire de la
matiére ; cecli apparalt clairement dans le cas d'un plasma,

ol cette limite est obtenue en faisant tendre les parametres
e, m, I/n et T » O, de telle manidre que les densités de masse
mn, de charge ne et d'énergie cinétique nT demeurent finies.

Ceci étant, on vérifie aisément que, contrairement
a la hiérarchie BBGKY (4.33), la hiérarchie de Vlasov (4.39)

admet des solutions f (...;t) factorisables, de la forme

(o) > > S . > )
£ {xy,...,x 5t) = T f,(x.5t), si f,(x.;t) est une solution
S S . 1 1
1=l
de 1'équation de Vlasov (4.35) ; en d'autres termes, si la
propriédté de "chaos moléculaire"” ‘se trouve réalisée pour les

. i A=) . . .
fonctions tS a un instant donne, elle est conservee au cours

du temps quel que soit t. Naturellement, cette propriété qui
résulte d'un passage a la limite formel demande & &tre établie
rigoureusement en prouvant la convergence, a la limite du champ

-
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moyen, des solutions féN)(.é.;t) de la hiérarchie (4.33) vers
des fonctions de la forme 1T f, (V ;e) ou f (( it st solu-
i=1

tion de l'équation de Vlasov (4.35). Sur ce point, des résul-
tats remarquables ont été obtenus récemment par Braun et Hepp
[55] ; ils permettent de démontrer la convergence désirée a
un instant quelconque pour une large classe de potentiels.

Nous ne pouvons développer ici toutes les étapes
de la démarche suivie et des démonstrations ; elles s'appuient
sur les relations existant entre les 5olut10ns de l'égquation
de Vlasov (4.35) et les solutions x(t; (o,(uJ) des équations
newtoniennes de la forme

o °
S

(4.40) r(t) = plt),m, plt) = X{u(dxb)%[;(t;;o;[u})—r(t;§g" )

qul decrlvent le mouvement d'une particule dans l'CSpaLL R®
(x(t) = (r(t), plt)), ol F(R) = -VR $(R) et une force a 2-

corps dérivant d'un pot(ntlel o(R) (avec R = rit: Ko,{u )

~ r(t,xo,{u})) ; ces equatlons représentent le mouvement d'une
particule dans 1l'espace R°®, sous l'effer d'une force AFIR) et
pour des conditions initiales x, = <0 (0,(u;) distribuées sur
R® selon une mesure de Borel réelle p(dxo). I1 est important
pour notre propos Jde remarquer que les 2quations de la dyna-
migque & N particules (4.37) et l'équation de Vliasov (4.35)
peuvent &tre considérées comme des cas particuliers des <¢qua-
tions newtoniennes (4.40}, ceux correspondant respéctivement

() 1 >
aux mesures H(dx,) = u = {dx,) = g 'f1 6(X°—xo,i) et
wdx,) = uf(dxu) = f(;uid;u; on vérifie notamment que les dqua-
. . . N . .
tions (4.40) relatives a u( >(dxa) sont équivalentes aux equa-
tlons (4,37), avec A = 1, N(X) et pour les conditions initiales
0) = x,

Conformément a l'objectif -recherché, on doit alors
prouver gue la dynamique du fluide de Vlasov représente le
comportement asymptotique de la densité numérique dans R® du
systéme a N-particules (4.37), lorsque l'on a initialement

lim u(N) = ut, ol N(A) » = et X = O de telle maniére que

N+



AN(A) = 1. Aprés avoir démontré l'existence, llunicité et la
régularité des solutions des équations newtoniennes (4.40),

et &tabli la relation existant entre <t (0,{uf)) et les so-
lutions t(xw,t) de 1l'équation dé Vlasov, Braun et Hepp ont
prouvé 1'important théoreme. suivant

Théoreme de Braun et Hepp. Soit o(R) un potentiel deux fois
dlfferentlable avec Jdes dérivées finies, et soient

(x. (t; }) i=1,2,....,N, les solutions des équations (4.37)
re atlves '3 un systeme: de N(X)(— 1,X) partlpules pour les

conditions initiales X (05 {( }) = xo ;o les x, (t (x ﬂ )
b

‘peuvent aussi etre regardees comme les solutions de> equations
AV ) = (G

4.40), avec la mesure initiale p,ldx) =

N

) S(K—KO i) qui se transforme au cours de l'évolution en

i=1 d g

LV)(d\) = (1N(A)) 6(;-;i(t)). Ceci étant, considérons la
i=1

suite infinie de svstemes définie par N{i) ~ =, & ~ O avec
AN(A) = 1 ¢ si 1l'on a initialement, au sens de la convergence
faible sur R®,
. (N)
(1.41) lim ng " (dx) = u,(dx)
N+

ol o{dx) est une mesure de probabilité, on a alors a l'ins-
tant t, au sens Jde la convergence faible,

{4.42) lim ui V) (dx) = ut(dx),

N+

o u_(dx) est une solution faible de 1'égquation de Vlasov pour
la condition initiale u,(dx). Si, de plus,uD dx) admet une den-

sité £(X) dltfercntlable‘ soit u,{dx) = x)dX, on a aussi
(dx) = fix;t)dx, ou flx;t) est la bolutlon usuelle de l‘éqga—
tion de Vlabov {4.35) pour la condition initiale fi{x;0) = f(x).

On remarquera la généralité de ce théoreme qui est
valable quel que soit t pour toute suite de conditions ini-
tiales satisfaisant a (J.41). On peut en déduire la convergence

des solutions féN)(il,...,Qs;t) de la hiérarch%e BBGKY (4.38)

vers des solutions factorisables de la forme 1 fl(xi;t), ou
i=1

[ S~
(o9
~1

les fl(;.;t) sont des solutions de l'équation de Vlasov, a
condition que la propriété de factorisation soit vérifide a un
instant initial quelconque ; a la limite du champ moyen, la
"propagation du chaos moléculaire" est donc assurée quel gque
soit t. On constate ainsi que les résultats rigoureux obtenus
a la limite du champ moyen ont un domaine de validité beaucoup
plus étendu que ceux relatifs aux autres limites considérées
dans ce chapitre® ; ils permettent d'établir comment un systé-
me a N particules, interagissant par des forces & longue por-
tée, tend vers un certain état de fluide continu dont l'évo-
lution ne présente cependant pas de caractére irréversible.

4.4 Remarques sur les fluctuations. Nous terminerons cette
étude par quelques indications sur les résultats rigoureux qui
ont €té obtenus pour les fluctuations d'un systéme hors d'é-
quilibre. ‘Ainsi que nous l'avons vu, les théorémes limites de
cette section permettent généralement de déterminer les condi-
tions asymptotiques pour lesquelles se trouve vérifide la
"propagation du chaos moléculaire”, c'est-a-dire la conserva-
tion au cours du temps de la propriété de factorisation des
fonctions de corrélations.

Or, d'aprés les raisonnements des sections J3.Ja et
3.3c (voir notamment les formules (3.34), (3.44) ainsi que
(4. 6<7)) relatifs & la définition d'une description cinétique
autonome, on sait que, la propriété limite de factorisation des
fonctions de corrélations entraine que la dispersion du nombre
d'occupation relatif n /N, d'une cellule "quelconque « de 1'es-—
pace des phases u, tend asymptotiquement vers zéro lorsque
N> =, Il en est d'ailleurs de méme pour toute grandeur défi-

nie par une fonction de phase "sommatoire" A(N)(P) = A(N)(fl,

N
..;,xV) = 7 Al(ii), pour laquelle on peut écrire {avec

#* Voir a ce sujet les remarques du chapitre 5 {(cf. p.246-247).



K(N) = [ ~(\”(xl A,(x,)dx ,)* :

H,
) =N,
-7
(1.43) lim 42 (S)z L
N-»co

=1im{§—.zf( AAUCNERILUERELY CRPINERINCRENES
IR TR 3T

N %—Y { (N)(‘(x)-\ (Vx)dxl },: I [f(zm)(;(u;z) - £ (zx)fgm)(‘:zz)]
- }Ul HyXHy
-\1(;1)A1(;2)d§|d;z =0,

si se trouve satisfaite la condition de factorisation

1 (V)(

(4.44) lim T ° x""";s) = lim

N+= N+

f(v)(tl,...,E )
s

s .
= I f& )(xi)
i=1

notons que la formule {(4.43) s'obtient immédiatement si l'on
remarque que le nombre d'occupation d'une cellule w n'est qu'un

cas partlculler des fonctions de phase A(V)(P) celui pourle—
Jquel A,(tl) ( ) ou X, (( ) est la fonction caractéristique

du domaine w, eaale 315iX.€ weta OsiX, €uw. Dautre

part, on peut montrer inversément que, si un ensemble d'états
statistiques est tel que la propriété (4.43) soit satisfaite,
les fonctions de corrélations vérifient alors la propriété de
factorisation (4.44).0n peut donc en conclure qu'il y a équi-

¥ nous utilisons dans (4.43) une notation plus générale dans
laquelle les suites infinies de systemes sont indexées par le
nombre N de particules au lieu de l'étre par le petit paramé-
tre correspondant (o ou ¢) : les deux notations sont évidem-
D)

—

ment équivalentes, les f (Kl,...,x ) des sections (4.1) et

+

(4.2) correspondant ici aux f( )(xl,...,xs).

239

valence entre l'hypothése du chaos moléculaire ‘et celle de
1'absence de fluctuations pour les nombres d'occupation rela-
tifs des cellules de 1l'espace u, ou plus ?énéralement pour des

grandeurs "sommatoires’ intensives de la forme & N}{P}/N (2.4]

Dans le cas ou l'un des théorémes limites de ce
chapitre s'applique, il ¥ a conservation au cours du temps de
la propriété (4.44) (c’est la propagation du "chaos moléculai-
re"), et par suite de {4.43), ce qui s'écrit (avec

Mgy 2 f ACTRSYWER e

M1
(V) _1{N) 2
- [ e (w)(xl,xa,t) C e ol G0 1A (3 ) (F,)d4% 45 =0,
THy XU,
(V)(P t) = (N)(P) est la fonction dé phase 4 l'instant t

t
qui se déduit de A( )(P) par les équations du mouvement. En
d'autres termes, si l'état statistigue initial du systéme est
tel qu'a la limite considérée, les fluctuations des grandeurs

A<N>(?}/N sont nulles, ces fluctuations restent nulles au cours
de 1'évolution ultérieure. Il s'ensuit que l'état d'un syste-
me dynamique & N particules peut &tre alors rigoursusement
représenté 4 la limite par son état moyen, dont l'évolution

est déterminée par une équation cinétique de Boltzmann, de
Fokker-Planck ou de Vlasov, selon que l'on considére les li-
mites de Boltzmann~Grad, du couplage faible ou du champ moyen
respectivement. ' ‘

Pour les situations physiques réelles ou la limite
N = @ n'est pas strictement atteinte, on peut seulement dire
. . . : . N .
que la distribution des valeurs possibles de A( )(P;t) présen-

. | . (N

te un pic trés aigu autour de la moyenne A( )(t) ; dans ce cas,
l'équation cinétique ne rend compte du comportement du systé-
me que pour certaines configurations initiales, telles gque l'on

alt 4 1l'instant t : (ﬁ)(P t) = A(N)(t) Pour décrire de ma-




niére plus détaillée les phénoménes de fluctuations, on est
conduit a les considérer a une échelle beaucoup plus fine, en
introduisant des variables de fluctuations définies par

(4.46) eV 0 = a0 - sy,
N2 '

dont on étudie le comportement limite pour N + =. D'une manié-

re générale, on s'attend alors & ce que les E(N)(A;t) conver-
gent vers une variable aléatoire gaussienne £(A;t), lorsque

l'ensemble statistique initial et le potentiel d'interaction
satisfont & certaines conditions. Si cette conjecture s'avére

exacte, on a lim E(N)(A;t) = £(A;t) et 1'on peut écrire d'apres
N+=

(4.46), pour N suffisamment grand,

£ ELoaE D, - L oelase)
Hi N2

(N)
A (P;t) .
(4.47) — N ° {

® B
ou fg )(xx;t) est la solution de l'équation cinétique corres-—
pondante ; on voit ainsi que l'évolution de la grandeur inten-

sive A(N)(P;t)/N résulte d'une contribution dominante de na-
ture déterministe, & laquelle s'ajoute une petite fluctuation
aléatoire dont la loi de distribution est gaussienne. De plus,
des exemples connus conduisent a penser que l'évolution de
la variable aléatoire gaussienne £(A;t) est gouvernée par une
certaine équation différentielle stochastique linéaire, dont
on peut préciser la forme de la maniére suivante. On introduit
a cet effet la variable aldatoire &(x,;t), définie formelle-

ment par £(3;t) = [ud;l A(;;)g(glgt) ; celle—ci doit alors vé-
1 .

rifier 1'équation stochastique

(4.48) 35£§%i51 - ) £(xy5t) + nlxy;t),
(8 (e
ou L1 " est l'opérateur linéaire obtenu en linéarisant

- " . . . - » A e A et
l'équation cinétique relative a fg )(xl;t), et olt n{x,;t) est
un terme de "bruit blanc" gaussien avec une valeur moyenne

[ro—.
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nulle.

Ces assertions demandent naturellement a 2tre con-
firmées par des démonstrations rigoureuses, pour lesquelles on
ne dispose encore que d'un nombre restreint de résultats. Le
plus général d'entre eux a été &tabli pour la limite du champ
moyen, dans le prolongement du théoréme de Braun et Hepp. En
introduisant, conformément aux notations de la section précé-
dente, la fluctuation ’

-+ () L - \ + > !
E(N)(t;xo5{u(N) ) = Nz(x(t;xo;{u(y)}) - x(tix,; (e} qui re-
présente l'écart entre la trajectoire déterministe du probléme
a N particules et l'approximation du champ moyen, on peut alors
montrer le théoréme suivant (Braun et Hepp [35], voir aussi
Spohn [41]) ‘

Théoréme. Soient ¢(R) un potentiel quatre fois différentiable,
avec des dérivées uniformément continues, et une suite infinie
de systémes dont les états statistiques initiaux sont tels que
. : .. . -s~{N), =
1'on ait, au. sens de la limite du champ moyen, lim N SoS )(xl,
- : A= + . N+
..,xs) = 1 tg >(xi). S3i, de plus, la fluctuation
. i=} .
N Lo (N =(N) . .
E( )(A) =N 2LA( )(P) - A ] converge lorsque N + = vers une
variable aléatoire gaussienne £(A) pour toute fonction de

phase A( )(P) trois fois diftérentiable avec des dérivées uni-
formément continues, on a alors & l'instant ¢

M aie) = ela,0)

(4.49) lim &
N’¢m .
au sens de la convergence faible pour les distributions de di-
mensions finies : &§(A;t) est dans ce cas une variable gaussien-
ne, qui vérifie une équation différentielle stochastique du
type (4.48) pour la condition initiale ¢(4A). Dans cette équa-
tion, le terme de bruit blanc n(x,;t) est identiquement nul,

(=) .
1topérateur L(tl () est 1'opérateur de Vlasov linéarise
et fﬂ“)(§x;t) est la solution de l'équation de Vlasov (4.33)
pour la condition initiale f&m)(Ql).

On remarquera une fois de plus la geénéralité de

ce théoreme qui est valable quel que soit t, lorsque le potentiel
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. . : N .
d'interaction et la fonction de phase A(L)(P) satisfont aux
conditions de différentiabilité énoncées ci-dessus.

Signalons pour terminer qu'un autre résultat de
portée plus restreinte a été également établi pour la limite
de Boltzmann-Grad [50]. I1 concerne un systéme de sphéres du-
res de diamétre o en équilibre thermique, avec une distribu-
tion d'équilibre grand-canonique de température l/kB8 et de fu-
gacité z_ = 02z, Lorsque N » = et o » O, avec No? = Cte, les

N) , . )
valeurs de A( (P;t)/N se regroupent autour de la valeur moyen-

ne A = z [ dx, ¢8(51)A‘(;‘) (ol ¢8(51) est la maxwellienne dé-

finie en (4.15)) et le svstéme tend vers 1l'état d'un gaz idéal
a4 l'équilibre. On peut alors montrer que la covariance des

fluctuations E(N)(A;t) converge lorsque ¢ + U, pour tout

t Rt,o(z;8) (ol t, est défini par (4.20)) ; si l'on admet de
plus, gque la fluctuation limite £(A;t) existe et est une varia-
ble aléatoire Zaussienne, l'existence d'une covariance limite
des fluctuations entraine que £(A4;t) est déterminée par une

(=) ;
équation de la forme (4.43), ou L(f‘ tt)) est alors 1'opéra-
teur de Boltzmann linéarisé. Il convient aussi de mentionner
qu'un résultat de méme nature a été obtenu pour le gaz de
Lorentz, dans le cas ou les centres diffuseurs sont des spheres
dures de diameétre ¢ distribuées suivant une loi de Poisson [4].

5. Conclusion

Nous nous sommes proposé dans ce mémoire de pré-
senter les principaux reésultats rigoureux obtenus jusqu'a pré-
sent en MSHE, en nous plagant dans le cadre de la description
cinétique, puisque c'est dans ce domaine que les théorémes les
plus significatifs ont été établis. Au cours de 1l'exposé, nous
nous sommes attaché A situer ces résultats dans le contexte
des problémes fondamentaux de la Mécanique Statistique, et a
en préciser la signification physique ; c'est ainsi, notamment,
que nous nous sommes efforcé de faire apparaitre le contenu
physique des opérations abstraites impliquées par les passages
a la limite N + =, et de montrer comment celles—ci permettent
de décrire et d'interpréter le passage de la dynamique hamil-
tonienne a N-corps & une évolution macroscopique irréversible
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et dissipative. Nous avons ainsi été amené a dégager un certain
nombre d'idées directrices qui peuvent éventuellement susciter
des recherches ultérieures, et que nous rappelons briévement
ci-dessous

-~ C'est d'abord 1l'importante notion de "niveau Jde
descriprion"” d'un systime, qui est lide physiguement & 1'exis-
tence de plusieurs échelles caractéristiques de 1'état de ce
systéme ; elle conduit a introduire des "descriptions réduites”
définies par divers procédés de "coarse-graining" et a repré-
senter l'état macroscopique du systeme par des variables "coar-
se_grained" de trés petite dispersion.

- Cette notion trouve son aboutissement avec la
définition de "descriptions réduites autonomes", dans lesquel-
les 1'évolution du systéme. s'exprime en termes des seules va-
riables "coarse-grained", dont la dispersion doit demeurer tres
petite au cours du temps. Une telle description n'est en fait
possible qu'en raison de l'existence de régimes particuliers
dans 1l'évolution du systeme, dont la définition rigoureuse re-
pose, en dernidre analyse, sur des passages & la limite appro-
priés qui correspondent a la situation physique et au change-
ment d'échelle considéreés. ‘

- Dans le cas de la description cinétique, on est
ainsi conduit & définir des limites ol N + = (grands systémes),
alors que le volume V(A) occupé par le fluide reste fini et que
la portée ou l'amplitude du potentiel d'interaction tend vers
zéro, de telle manieére que soit conservée une grandeur carac-
téristique du régime considéré (le l.p.m. pour la limite de
Boltzmann-Grad, le champ moyen pour-le régime de Vlasov, etc.).
L'état statistique du systéme doit alors &tre décrit en termes
des fonctions de distribution réduites changdes d'échelle
f(N) = N-SS(N)

S S

de chaos moléculaire pour N + «, la fonction de -distribution a

; lorsque ces fonctions satisfont a la condition

une particule'fgw)(il;t) peut jouer le rdle de variable "coar-
se-grained" sans dispersion, dans la mesure ou elle vérifie une
certaine équation cinétique.

- Ceci étant, les théorémes limites ont précisément
pour objet de déterminer les conditions qui doivent &tre satis-—
faites par 1'état statistique initial (par exemple les condi-
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tions C, et C, du théoréme de Lanford) pour que la fonction

fgm) vérifie une équation cinétique 3 la limite considérée.
Ces conditions assurent la conservation au cours du tenps de
la propriété de chaos moléculaire, ce qui entralne 1'absence
de fluctuations a 1'échelle des variables "coarse-grained’ {en

(=)

lioccurrence, la fonction de distribution f; ') durant 1'évo-
lution. De ce point de vue, les limites considérées peuvent
étre congues comme des changements d'échelles pour lesquels
1'évolution d'un systéme dynamique a N-corps admet un certain
régime cinétique de nature géndéralement markovienne. '

, - Dans cette perspective, on peut également esquis-
ser une théorie générale des fluctuations hors d'équil}bre, en
se plagant a une échelle beaucoup plus fine d'ordre N-2 (com~
parée a celle des fluctuations des variables coarse-grained).
‘On est ainsi conduit & rechercher les équations différentielles
stochastiques vérifides par les variables aléatoires £ asso-
ciées aux fluctuations ; c'est 1i un probléme difficile, pour
lequel on ne dispose pour l'instant que d'un nombre restreint
de résultats, comme nous l'avons vu dans le § 4.4.

du regard des problémes fondamentaux de la MSHE,
les résultats ainsi obtenus constituent un progrés réel pour
la compréhension du passage de la description microscopique 2
la description macroscopique d'un systéme i N-corps. Les théo-
remes limites du chapitre 4 montrent en effet qu'il est possi-
ble, au moins dans certains cas, de décrire ce passage par des
méthodes rigoureuses fondées sur le caractére macroscopique du
systeme étudié, et d'approfondir ainsi la nature des liens en—
tre les domaines. microscopique et macroscopique. I1 convient
par contre d'insister sur la portée restreinte de ces méthodes,
puisqu'elles ne s'appliquent qu'a des situations limites bien
determinées pour lesquelles la dynamique du systéme devient
particulierement simple. En fait, mise & part la limite du
couplage faible pour laquelle les démonstrations de convergence
ne sont pas encore Complétement acquises, les théorémes en
question ne portent que sur deux cas limites : la limite de
Boltzmann-Grad, qui correspond au cas d'un fluide tres dilué
dent Ll'évolution est déterminée par des interactions discretes
isolées, et la limite du champ moyen ol le systéme peut étre
décrit comme un fluide continu soumis & 1l'action d'une certaine
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force effective. Le cas des gaz modérément denses, dont nous
avons souligné les difficultés et 1l'importance pour la théorie
cinétique (cf. § 3.2¢c), ne rentre donc pas dans le champ d'ap-
plications des méthodes du chapitre 4 ; on ne voit d'ailleurs
pas clairement comment celles—ci pourraient &tre adaptées &
une telle situation, l'une des difficultés étant de définir

un régime cinétique (et la limite correspondante) pour lequel
%e; qgantit?s sans dimensions no® et &/L resteraient finies
ef. § 3.1d). '

Une autre limitation de la portde des résultats
exposés dans ce mémoire tient au point de vue méme qui a été
adopté. En effet, on s'est systématiquement placé dans le ca-
dre de la Mécanique statistique, en considérant comme notions
premiéres les ensembles statistiques de systémes et les mesu—
res absolument continues dans l'espace des phases. Dans cette
perspective, 1'intérét majeur des théorémes démontres est de
permettre la déduction rigoureuse d'équations cinétigues a
partir des ‘équations exactes de la hidrarchie BBGKY, en consi-
dérant des situations limites appropriées et en incorporant
toutes les hypothéses de nature statistique dans 1'état sta-
tistique initial du systéme. Si l'on élimine ainsi toute pos-
sibilité de contradiction entre les lois dynamiques et le com-
portement du systime au niveau cinétigue, le probléme de la
Justification des conditions initiales choisies n'a par contre
pas €té abordé. En fait, ces méthodes relevent de la démarche
d‘inspirgtion probabiliste mentionnée dans 1'introduction et
dans le § 2.1, dans laquelle la priorité est donnée aux ar-
guments fondés sur le trés grand nombre de degrés de liberté
du systéme, alors que les passages a la limite ont pour effet
de simplifier considérablement le réle de la dynamique. Du
point de vue des fondements de la Mécanique statistique, il
reste encore a justifier les hypothéses statistiques qui por-
tent sur l'etat initial Jdu systéme et qui sont nécessaires
pour prouver l'existence d'un régime cinétique ; il est clair
que l'on se trouve ainsi confronté de nouveau a ltun des pro-
blémes fondamentaux les plus délicats de la Mécanique statis-
tigue. Compte-tenu des arguments développés dans cet article,
on peut faire a ce sujet les remarques suivantes

~ (1) On constate que les raisonnements du chapi-
tre 4 apportent 4 l'étude de ces problémes une contributisn
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non négligeable : ils permettent en effet de montrer gque les
résultats obtenus pour une situation limite donnée sont rela-
tivement indépendants de 1'état statistique initial qui doit
seulement satisfaire a des conditions tres générales. On re-
trouve ainsi en MSHE une propriété comparable a l'équivalence
Jes ensembles microcanonique;; canonique et grand-canonique de
la MSE pour le calcul des valeurs moyennes d'équilibre a la
limite thermodynamique. Rappelons toutefois que, dans le cas
de la MSE, on peut en outre justifier le choix des ensembles
statistiques en se fondant sur les propriétés dynamiques du
systéme, grice a l'existence de théoreémes ergodiques valables
pour certains modéles et notamment pour les systemes de sphéres
dures (théoréme de Sinai).

- (1i) Pour tenter d'établir des liens plus pro-

/fonds entre dynamique et statistique pour des systémes hors
d'équilibre, il conviendrait de développer une analyse fine,
au niveau microscopique, du processus de "préparation" d'un
systeme dans un état "macroscopigque'" donné ; il s'agirait no-
tamment de comprendre comment un certain état statistique ini-
tial peut résulter de ce processus, et comment se justifie le
passage d'une description microscopique discontinue, mettant
en jeu des fonctions 6, a une description statistique s'expri-
mant au moyen de mesures absolument continues. Pour mener a
bien un tel programme, il serait en fait nécessaire d'avoir
une connaissance approfondie de 1'influence du passage a la
limite N = « sur les propriétés d'ergodicité et de mixing, et
plus généralement sur la "stochasticité” intrinséque des sys-
temes a un grand nombre de degrés de liberté ; une telle con-
naissance devrait permettre notamment d'analyser le comporte-
ment de ces systémes sur de courtes durées correspondant i
1""étape initiale" de la théorie de Bogolioubov. Un notera a
ce propos que l'on retrouve ainsi les problémes posés par la
description des systemes infinis que nous avons signalés dans
1

e Y 2.0.

Pour conclure, il nous reste a faire une remarque
importante concernant l'irreéversibilité. Nous avons vu que,
dans 1l'esprit des méthodes développees dans cet article, celle~
¢l résulte de l'existence de processus limites irréversibles,
2t qu'elle peut &tre interprétée comme une propridté limite
attachée 4 une certaine description réduite de l'état d'un
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systéme dynamique a N particules. Comme il est communément
admis, l'irréversibilité apparalit donc étroitement liée a la
définition d'un ensemble de variables coarse-grained convena-
blement choisies ; or, les résultats exposes dans le chapitre
4 montrent a l'évidence que le processus de coarse-graining
ne suffit pas a2 lui seul pour garantir un comportement irré-
versible & 1l'échelle "macroscopique". En effet, si l'on com-
pare les théorémes limites de Lanford et de Braun et Hepp, on
constate que chacun d'entre eux permet d'établir l'existence
d'un régime cinétique, correspondant respectivement & la limi-
te de Boltzmann-Grad ou a celle du champ moyen. Dans les deux
cas, la démarche suivie est analogue et 1'état "macroscopigue
est défini par la fonction de distribution & une particule f;
qui joue le rdle de variable coarse-grained et vérifie une
équation cinétique, celle de Boltzmann ou celle de Vlasov res-
pectivement. Pourtant, seule la premiére de ces deux équations
présente un comportement irréversible ; ainsi, bien que le
passage du niveau microscopique a une description "macroscopi-
que’ impligue toujours un certain processus de coarse-graining
(qui se manifeste par la réduction du nombre de variables),
lt'irréversibilité de 1'évolution "macroscopique" n'en résulte
pas nécessairement.

I1 est difficile de déterminer clairement quelles
raisons sont a l'origine du comportement si différent de ces
deux régimes limites. Selon une remarque de Lanford [57b],
cette différence est probablement due 3 la nature des liens
existant, dans chacun de ces deux modéles, entre les niveaux
microscopique et "macroscopigue'. En effet, dans le cas de la
limite du champ moyen, la connaissance de 1'état "macroscopi-
que” (en l'occurrence la fonction f,) suffit A& déterminer le
champ moyen effectif dans le systéme et, par conséquent, la
trajeéctoire d'une particule-test quelconque ; on peut ainsi
entrevoir les raisons de la généralité du théoréme de Braua et
Hepp (valable quel que soit t) et de la réversibilité de 1'é-
quation de Vlasov. Par contre, il n'en est pas de méme pour la
limite de Boltzmann-Grad, ou la trajectoire d'une particule
individuelle dépend de données relatives au mouvement des au-
tres particdules qui ne peuvent &tre tirées de la connaissance
de f,. Il s'ensuit que le passage du microscopique au "macros-
copique" implique dans ce cas une certaine "perte d'informa-
tion" qui explique l'apparition d'un comportement irréversible,
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alors que l'existence d'un ensemble de trajectoires exception-
nelles de mesure évanescente permet d'éviter les paradoxes
liés au théoréme H de Boltzmann. Il faut d'ailleurs noter que
ces particularités se manifestent également dans 1'étude des
fluctuations qui se developpent dans ces deux modéles (cf.

[57a]). . ;

Les remarques précédentes confirment, une fois de
plus, le rdle central joué par certains .passages a la limite
dans la recherche de résultats rigoureux en MSHE ; ils per-
mettent notamment de donner, dans chaque situation particulid-
re, un sens physique précis 4 des notions comme celles de
coarse-graining ou de description réduite qui sont en elles-
mémes essentiellement imprécises. Les méthodes exposées dans
,et article constituent ainsi une premiére ébauche d'un statut
‘de la MSHE fondé & la fois sur les propriétés. dynamiques et
statistiques des systemes macroscopiques. Pour terminer, il
faut également signaler une autre contribution a 1' etude de
ces problémes ; il s'agit des travaux de B. Misra, I. Prigogine
et al. ([58;59]), qui tendent & développer un point de vue
différent, fondé sur une critique de la notion de trajectoire
dynamique pour des systémes présentant un haut degré d'"ins-
tabilité" et sur un concept d'équivalence entre processus dé-~
terministes et processus Markoviens qui s'appliquerait & de
tels systemes.

l.

3%

(O]

wn

~3

9.

10.

11.

249

BIBLIOGRAPHIE

J.L. Lebowitz, {a) Hamiltonian Flows and Rigorous Results
in Nonequilibrium Statistical Mechanics, in Statistical
Mechanics, New Concepts, New Problems. New Applications
(S.A. Rice, K.F. Freed and J.C. Light, eds.), Univ. of
Chicago Press. 1972.

(b) Exact Results in Nonequilibrium 5tatlst1bal Mechanics
Where do we stand ; Prog. Theor. Phys. Suppl., 04 (1073),
35.

0.E. Lanford, Time Lvolution of Large Classical Syst
Dynamical Systems, Theory and dpplications. (J. Mose
Springer-Verlag, Berlin, (1975).

ems, 1n
r, ed.)

0. Penrose, Foundations of Statistical Mechanics ; Rep.

Prog. Phys., 42, (1979), 1937.

Kinetic Eguations from Hamiltonian Dynamics
{105Q), 309.

H. Spohn, L
Markovian Limits ;- Rev. Mod. Phys., 52.
U.S AL, L7

B.0. Koopman, Proc. Nat. Acad. Sci. (1931), 313,

R.C. Tolman, The Principles of Statistical Mechanics, Ixtord
Univ. Press, 193 38.

E.T. Jaynes, (a) Phys. Rev., 106, (1957), 020.
(b) Phys. Rev., 10%, (1957}, I71.

{(¢) Information Theory and Statistical Mecha-

nics, in 1962 Brandeis Lectures, Vol j. Benjamin. New-York,
1963, )
P.R. Halmos, Lectures on Ergodic Theory, cChelsea Publ. Co..

New-York, 1930,

V.I. Arnold et A. Avez, Problémes ergodiques de la Mécani-
que classique, Gauthier-Villars, Paris, 1907.

Introduction’ to Ergodic Theory, Math. Notes.

Press, 1970.

Ya. &. Sinai,
Princeton Univ.
P. and T. Ehrenfest, Begriffliche Grundlagen der Statistische
Auftfassung in der Mechanik, in Enzykl. Mat. Wiss. IV 2, II.
(Leipzig Teubner, 1911) ; Engl. Tranl. The Conceptual
Foundations of the Statistical Approach in Mechanics, Cor-
nell Univ. Press, 1050. ‘



250 f 251

12. Ya G. Sinai, (a) in Statistical Mechanics : Foundations : 26. 0.E. Lanford, Soc. Math. de France, Astérisque 9 Loz,
and Applications (Proc. IUPAP Meeting, 1966), T.A. Bak ed. : 7.

(New-York : Benjamin, 1967), p. 339. : . H. Mori, Prog. Theor. Phys. 32, (1974), 433.

{b) Development of Krylov's Ideas, in Works on the Founda- L
tions of Statistical Physics by N.5. Krylov, (Engl. Transl.)
Princeton Univ. Press, [970.

(3%

o
o~

. H. Srad, Principles of the Kinetic Theory of Gases, in
Handbuch der Physik. S. Fliigge ed.., (Springer-Verlay,
Berlin), Vol. 12, (1958), 205.

29. M. Tokuyama and H. Mori, Prog. Theor. Phys: 50, {10703,
A v 1073.
I4. D. Ruelle, Statistidal Mechanics, Rigorous Results, Ben- : 3
jamin, New-York, 1009, ” 30. T. Morita, H. Mori and M. Tokuyama, J. Stat. Phys. i3,
(1a73), 137.

R.B. Griffiths, Rigorous Results and Theorems, in Phase A . - . S :
Transitions and Critical Phenomena, C. Domb and M.S. Green 31. N.N. Bogolioubov, Problems of Dynamical Theory in Statis-

13. A.I. Khintchine, Mathematical Foundations of Statistical
Mechanics, Dover, New-York, 1040.

) eds., Vol 1, New-York Acad. Press, 1972, p.7. tical Physics, (Engl. Trans.), in Studies in Statistical
! R Mechanics, J. de Boer and G.E. Uhlenbeck eds., (North-
10 R. Rechtman and 0. Penrose, J. Stat. Phys. 19, (197%), 359. Holland, dAmsterdam, 1962), p.l.
17. R. Kubo, (a) J. Phys. Soc: Japgn,'lg,‘(1957), 570. ~ 32. E.G.D. Cohen, The Boltzmann Equation and Its Ceneraliza-
(b) The Fluctuation—D1551patlo? Theorem, Rep. tion to Higher Densities, in Fundamental Problems in Sta-
Prog. Phys. 20, (1960), 255. tistical Mechanics, E.G.D. Cohen ed., North-Holland.
I3, J.R. Dorfman, Kinetic and Hydrodynamic Theory of Time Amsterdam, 1902.
qurelatlon Functions. in Fundamentval Problems in Statis- 33. R. Jancel, Les Fondements de la Mécanique Statistique
tical Mechanics ITI, E.5.D. Cohen ed., North-Holland, 1975. 5 Classique et Quantique, Gauthier-Villars, Paris, 190].
19. I?E. Farquhar, Ergodicity and Related Topics in Irreversi- ; 34. G. Sandri, Ann. Phys. 24 (1963), 332.
bility in the Many-Body Problem, J. Biel and J. Rae eds.. L ; 2
Plenum Press, New-York 1972, ] é 35. E.G.D. Cohen, (a) On the Statistical Mechanics of Modera-
- L ; tely Dense Gases not in Equilibrium, in Lectures in Theo-
20. R. Balgscu, qu}llbrlum and Non-Equilibrium Statistical @ retical Physics, Vol VIII A (W.E. Brittin ed.), Univ.
Mechanics, J. Wiley, New-York, 1975. ; Colorado Press, 1966, p. 14§ ’

(b) Kinetic Theory of Dense Gases, in Lectures in Theore-

21. H. Orad, Levels of Description in Statistical Mechanics
P tical Physics, Vol. IX C (W.E. Brittin ed.), Univ. Colora-

and Thermodynamics, In Studies in the Foundations, Vol 1,

p. 19. : do Press, 1967, p. 279.
a . ) , . (c) The Kinetic Theory of Dense Gases, in Fundamental Pro-
2. R. Zwanzig, Phys. Rev., 124 (1061), 983. : blems in Statistical Mechanics, Vol. II, (E.G.D. Cohen ad.),

North-Holland, Amsterdam, 1968.

to

[oP)

. H. Mori, Prog. Theor. Phys.. 33, (1903), 423.
24. L.S. Sarcia-Colin and J.L. Del Rio, (a) J. Stat. Phys., : 30. T.T. bu, Kinetic Equations of Uases and Plasmas, Addison-
1o (1977), 235. ! Wesley, Reading, 1900.

{b) Physica 90A, (1979), oboo. 37. J.R. Dorfman and H. van Beijeren, The Kinetic Theory of

25. J.L. Del Rio and L.S. Garcia-Colin, J. Stat. Phys., 19 . Gases, in Statistical Mechanics, Part B, (B.J. Berne, ed.},
(1978), 100. / — 3 Plenum Press,New-York, 1977.




o

v

[+
(7
w1
(O]

38. s, Chapman and T-G-’Cowl%ng, The Mathematica{ Theory of ; 53. . Callavotti, 0.E. Lanford and J.L. Lebowitz, J. Math.
Non-Uniform Gases, Cambridge Univ. Press, 1953. ‘ Phys. 11, (1970), 2390.
39. H. Grad, (a) Phys. F1Ui§5» g (1963)*‘147‘ . 54. N. Rostoker and M.N. Rosenbluth. Phys. Fluids, BERE LIV
{b) in : Rarefied Gas Dynamics (K. Karamcheti, ﬁ 1.

ed.) Acad. Press, New-York, 1974. v , ) .
B 55. W. Braun and K. Hepp, Comm. Math. Phys., 29, {1977), 101-

40. M.S. Greén and R.A. Piccfrelli, Phys. Rev. 132, (1963), ; - ' ]
1338, , 56. H. Van Beijeren, 0.E. Lanford, J.L. Lebowitz and H. 3pohn,
- ' , J. Stat. Phys., 22, (1030), 237.

41. S.T. Choh and G.E. Uhlenbeck, The Kinetic Theory of Pheno- ‘ - o o
mena in Dense Gases, ‘Thesis, Univ. of Michigan, 1958.° 57. Q.E. Lanford, (a) Time Dependent Phepomena in ;tatlﬁtxcql

. ‘ . ﬂ - ‘ Mechanics; in Mathematical Problems in Theoretical Physics,

4:' K. Kawasaki and I. Oppenheim, Phys. Rev., 139 (1965), (K. Osterwalder ed.); Springer-Verlag, Berlin, 1930
1763 A. (b) Physica, LObA. (1931), 70. ,

43. E'%' frieman and R. Coldman, J. Math. Phys., 7, (19606), Z 58. B. Misra, I. Prigogine-and M. Courbage, Physica Y34,

;21535 3, (1967), 1410. : (1979), 1.

4+4. C. Cercignani, (a) Transp. Theory and Stat. Phys. 2, - ; 59. 5. Goldstein, B. Misra and M. Courbage, J. stat. Phys. 25,
(1972), 211 | (1981),. 111.

(b) Theory and Application of the Boltzmann
Equation, Scottish Acad. Press, Edinburgh and Landon, 1975.

45. G.E. Uhlenbeck and G.W. Ford, Lectures in Statistical Me-
chanics, Amer. Math. Soc., Providence, Rhode Island, 1963.

40. R.K. Alexander, Ph. D. Thesis, Univ. of California,
Berkeley, 1975 .

47. F.G. King, Ph. D. Thesis, University of California, Berke-
ley, 1975,

43. P.A. Martin, Modéles en Mécanique Statistique des Proces~
sus Irréversibles, Lecture Notes in Physics, Springer-
Verlag, Berlin, n® 103, 1979.

49. P. and T. Ehrenfest, in Coll. Scientific Papers; North-
Holland, Amsterdam, 1965, p. 299,

-

50. H. Kesten and G.C. Papanicolaocu, A Limit Thedrem for Sto-
chastic Acceleration, Preprint, 1979.
5>1. H. Spohn, Comm. Math. Phys. 09, (1978) 277.
52. G. Gallavotti, (a) Phys. Rev., 185, (1969), 308.
(b) Lectures on the Billiard, in Dynamical

Systems, Theory and Applications, (J. Moser ed.), Springer-
Verlag, Berlin, 1975 .




