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Résumé : L'dquation de Dirac en champ libre posséde
deux (et seulement deux) jauges invariantes de la forme ezFS.
.y ' . i’ . oy .

La premiére : et” introduit le couplage électromagnétique de
1'8lectron de Dirac. La seconde : ¢*¥3° niest valable que
st my = 0 ; elle est connue en théorie du neutrino et généra-
lise la transformation de Salam ¥ + Ys¥.

Nous monmtroms ici que cette seconde jauge invar” -
te permet d'introduire dans l'équation de Dirac un nouveau cou-
plage électromagnétique minimal qui fait intervenir le courant
axtal au liteu du courant polaire habituel. On verra que l'é-
quation aingil obtenue répond aux lois de symétrie du magnétis-
me libre prévues par Pierre Curie. C'est l'équation d'un mono-
pble magnétique de masse nulle. Dans 1'interaction avec une
charge électrique fixe, on retrouve bien l'intégrale premiére
de Potncaré et on montre que la relation de Dirac eg/Fc = n/2




346

est une simple conséquence de la condition de continuité des
fonetions d'onde.

Le trait le plus remarquable de 1'équation est de
ne pas entrainer de polarisation du vide, parce que les peires
monopéle-ant imonopble sont d'hélicités opposées mais de méme
charge magnétique : deux monopdles opposés ne sont pas dgﬁ )
Stats d'une méme particule et ne peuvent donc &tre ni créés niv
annihilés par paires. Ceci est une conséquence directe du cou-
plage imposé par la lot de jauge et en conformité avec les
lois de symétrie de Curie.

Un paragraphe et un appendice sont consacrés d une
équation générale non linéaire de spin 1/2 invariante par la
méme loi de jauge. Elle généralise une équation précédemment
proposée par Heisenberg, mais contrairement 4 cette derniére,
elle contient des monopdlesy

1. Introduction

Le but du présent article est de montrer qu'il y
a place, dans 1'équation de Dirac, non seulement pour 1'élec-
tron et le neutrino, ainsi qu'il est connu, mais encore pour
un monopdle magnétique de masse nulle*. Celui-ci résulte de ce
que la nullité de la masse confere a l'équation une §econde
jauge invariante qui est pseudo-scalaire, au lieu d'€tre sca-
laire comme la jauge habituelle. On peut alors introduire un
nouveau couplage électromagnétique qui associe le courant axial
de 1l'équation (porté par le vecteur spin) 2 un pseudo—potent%el
électromagnétique (c'est-a-dire le dual d'un tenseur antisxme—
trique de rang trois). Les ingrédients de la théorie sont évi-
demment connus et ils sont notamment utilisés dans la théorie
des interactions faibles, mais pour autant que je sache, per-
sonne n'a jamais montré qu'on péut ainsi construire 1 'équation
d'un monopdle-magnétique. Certes, 1'hypothése d'un monopdle
de masse nulle associé au vecteur axial de Dirac a été émise
par Salam [1], mais elle semble avoir été abandonnée et la

.;(- » ra - . 03 e »
On verra au §6 une généralisation non linéaire de cette
théorie.
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seule référence que j'aie pu trouver par la suite, classe
cette idée parmi les "caractéristiques pathologiques" attri-
buées au monopdle [2] ! L'opinion a, en effet, toujours pré-
valu que le monopdle devrait &tre trés lourd et cette ten-
dance n'a pu que se renforcer depuis que la seule théorie
structurée qui existe, celle de 't Hooft et Polyakov [3][4],

a prévu la masse énorme de 1010 g ev (10-8g).”

, I1 se peut également que la crainte (d'ailleurs
justifide) que la théorie ne prévoie une trés forte polarisa-
tion du vide, ait conduit & écarter 1l'hypothése d'une masse
faible ou a fortiori nulle, alors qu'au contraire une masse
élevée diminuerait cette polarisation [5]. Or, précisément,
c'est un trait remarquable de la théorie proposée ici, que les
monopdles de charges opposées me sont pas les antiparticules
les uns des autres. Une paire monopdle-antimonopdle est cons-
tituée de deux monopdles d'hélicités opposées mais de méme
charge. On ne doit donc attendre ni création, ni annihilation
de paires de charges opposés, ni donc de polarisation corres-
pondante du vide. )

Cette difficulté étant écartée, plus rien ne s'op-
pose a priori, 4 1thypothése d'un monopdle obéissant a 1'équa-
tion qui sera établie plus loin : elle a les bonnes symétries
et les bonnes lois du mouvement et elle est l'exacte contre-
partie de 1'équation de 1'électron de Dirac, car il n'existe
pas d'autre couplage électromagnétique minimal que ces deux-1a.

Le monopdle.que je propose est tout a fait diffé-
rent de celui de 't Hooft et Polyakov mais n'oublions pas que
c'est de deux choses l'une : ou il n'existe pas du tout de mo-
nopdles et nous serons nombreux a avoir travaillé pour rien ;
ou bien il en existe et ils seront aussi nombreux et divers
que les particules chargées électriquement.

Dans cet article entiérement consacré a 1l'exposé
d'un résultat, il n'est pas possible de faire beaucoup de rap-
pels généraux, d'autant plus que depuis les fameux articles de
Dirac {6][7], environ 3000 autrés sont parus. Pour aider les
lecteurs auxquels le probléme du monopSle serait étranger,
nous donnerons cependant quelques points de repere.
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Rappelons tout d'abord que le monopdle reste hy-
pothétique et que, malgré les efforts expérimentaux, on ne
pense l'avoir vu qu'une seule fois [8], ce qui constitue un
encouragement mais non une preuve. Signalons également que
1'idée, sinon du monopdle magnétique en tant que particule,
tout au moins du magnétisme libre, est trés ancienne et re--
monte au Moyen-Age. La premiére description précise des lois
de symétrie du magnétisme }ibre a été donnée par Pierre Curie
[9]. Par contre, ce qui appartient 4 Dirac et qui explique le
succes de ses articles, c'est 1'idée que s'il existe des char-
ges magnétiques élémentaires g, elles sont liées & la charge
&lectrique élémentaire e par la formule

Kl_o) %% = %'\k (n entier) . %': %? ) 4

Nous ne donnerons pas ici le raisonnement de Dirac,
mais nous montrerons plus loin que notre équation entraine
cette relation en vertu des conditions de comtinuité habituel-
les de fonctions d'ondes. la formule (1,0) a d'ailleurs été
obtenue de différentes manieres que 1'on trouvera dans le pe-

" tit choix de bibliographie que nous donnons maintenant.

On trouvera d'abord des exposés généraux, ou des
remarques générales intéressantes, incluses dans des travaux
plus particuliers, dans : [6],[7],[9],[10],[11],[12],[13],[14].
Il est intéressant, ensuite, de connaitre la description du
mouvement d'une charge électrique autour d'un centre coulom—
bien magnétique (ou 1'inverse) dans le cadre de la mécanique
classique : [15],[16],[17],[18],[19]. Ce probléme fait inter-
venir une intégrale premiere remarquable : 1t intégrale de
Poinearé, qué nous rencontrerons plus loin dans le cas quanti-
que, et qui nécessite, pour en comprendre le sens physique, de
calculer l¢ moment angulaire d'un champ électromagnétique, ce
qu'on trouvera dans : [11],[16],[20],[21],[22],[23]. Une abon-
dante littérature est consacrée a la description quantique du
mouvement d'une charge électrique dans le champ d'un monopdle
immobile. En principe ce probléme ne devrait avoir aucun inté-s
rét ici puisque nous étudierons les propriétés d'un monopdle
de masse nulle et que seul son mowvement autour d'une charge
dlectrique (éventuellement immobile) peut avoir un sens pour
nous. Mais en réalité, les lois de symétrie étant les mémes,
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%es travaux effectués sur l'autre probléme conservent tout
eur intérét. En voici quelques uns : [6], 16],[1 24
o e e 1,(16],(19], [24], [25],

o Quelques remarques sur l'électromagnétisme nous
seront indispensables pour ce qui va suivre. On sait qu'un ar-
gument en faveur de 1l'hypothése du monopdle magnétique réside
dans une dissymétrie choquante entre le premier et le second
groupe des équations de Maxwell, donc entre

[ov i 13 _dry
(1.1) c 9t c
div £ = 4rp

(ol o et 3 désignent la densité
_ ensité et-le courant de ch 3 -
triques) ot arges élec

rot E + 1 3 =0

c 3t
(1.2) ’
divH =0

On a évidemment tre i i i

) s envi i
t6 ot un commiy ¢ pe e d }nFrodulre une densi-
! 1 A% et de charges magnétiques et d'écrire

e secon§ groupe sous la forme suivante (ol les signes sont,
eux aussi, dictés par des raisons de symétrie) :

or B LA amg
rot E cat—-c—-k

(1.2")
div H = 4mu

Une objection classique [IO]N[II] [12] i 3
: : , consiste a
remarquer qu'il suffit alors de redéfinir les’champs, les den-
sités et 1?8 courants par la transformation suivante qui i-<s-
se le systéme (1.1),(1.2') invariant : '

> - -+ . -
E = E! cosy + H' siny, H= -E' siny + H' cosvy,
(1.3) p = p' cosy + u' siny, u = -p' sinyk+'u' cosY,
+ ot *
J = J' cosy + k' sinv, E,= —3’ siny + k' cosy.
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, En choisissant convenablement 1'angle vy tel que
4w =0 et k =0, on raménera tout systéme de la forme (1.1),
(1.2') & la forme (1.1),(1.2). L'introduction de charges ma-
gnétiques serait donc purement formelle. Mais on peut montrer
qu'il n'existe pas de transformation unitaire de 1l'équation
de Dirac qui donne la transformation (1.3) pour les courants
électrique et magnétique tels qu'ils seront définis dans ce
travail. En outre le raisonnement cité suppose que les fonc-
tions p' et u' d'une part et 3' et k' d'autre part, ne diffe-
rent que d'un facteur econstant, ce qui n'a pas de raison
d'8tre a priori.

Si nous adoptons le systeme (1.1),(1.2"), nous ne
pourrons plus nous contenter des seuls potentiels habituels de
Lorentz V et A. Nous devrons introduire en outre des nouveaux
Qotentiels* W et B qui décriront les champs engendrés par u et
k et nous aurons, au lieu des formules habituelles

ﬁ - -9V - % %% + rot B
(1.4) 3, TR 1 3B

rot A + + c 3t

o=

ou l'on distingue sans peine la partie du champ qui est engen-
drée par les charges électriques, de celle qui est engendrée
par les charges magnétiques.

11 faut faire ici une remarque capitale gui est
curieusement oubliée par la trées grande majorité des auteurs.
Pour des raisons évidentes*d'invariance de (1.2'), k est un
vecteur arial (tandis que j est un vecteur polaire) et, de
méme, M est un pseudo-scalaire (tandis que p est un scalaire
vrai) : la raison en est que G est axial, tandis que E est
polaire. Ceci a été analysé pour la premiere fois dans [9] s
on le trouve aussi dans [t1]. Mais alors (et ceci n'est jamais
dit) 1'invariance de (1;4) exige également que B soit un vec=
teur axial (tandis que A est polaire) ; et de méme, W est
pseudo-scalaire (tandis que V est scalaire).

" Attention : Ne pas confondre B avec l'induction magnétique,
lagquelle ne figure d'ailleurs pas dans nos calculs (car nous
opérons toujours dans le vide).
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o Dans le formalisme relativiste avec x* = (r,ict),
nous définirons donc deux quadripotentiels

(1.5) A, = (X,iv) 5 i B = (B,iW)

dont seul le second interviendra par la suite ; il est en fait
le dual d'un tenseur complétement antisymétrique de rang. trois:

1 By$
1. = =
(1.6) Ba 3T Sagys C .

Nous introduirons le tenseur électromagnétique :
(1. -if = (F =
7) { k,} s H {ka}

et les formules (1.4) s'écriront [ZQj

1.8 F =23 - ' -
( ) oB clAB aSAm + amBB aBBa s
avec ‘
(1. "B - 3B = Ygé = Y
9) 3By - 3B = cays 2B =2 Cogy

(EaBYG est complétement antisymétrique avec €,;3, = 1).

Les équations de Maxwell (1.1),(1.2") s'écriront
sous la forme simple

8 4n + .
(1.10) 3 Foa = I Jg = (3,iec),

B = 4r . >
(1.;1) 3 FGB = = Ka’ le = (k,iuc).

‘D'aprés (1.8), on voit qu'en réalité seuls les ter-
mes en A, figurent dans (1.10) : A, est engendré par les char-
ges électriques seules ; de méme, seuls les termes en B figu-
rent dans Ql.ll) : B, est engendré par les charges magnétiques
seules. Mais ceci n'est vrai qu'd la condition expresse que
A, et By goient deux fois dérivables et que la formule de
Stokes soit applicable. Toujours sous cette méme condition et
en imposant la jauge de Lorentz
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a.
(1.12) %A =0, 3B =0,

on déduira de (1.8),(1.10),(L.11) =

4n =—§—TEK B
(1.13) Oa =-2J, ,’DBG' =K,
‘ [ . la
On voit bien que A, et B, auront respectlvzﬁinﬁe
parité d'un courant électrique J4 et d'un courant magnetiq

K.. Le caractére énantiomorphe de_la charge magqet}qu?ga i
g'est—é—dire son changement de signe da?s un m11"01rde 1;
abparait ici; se voit encore mieuxlsur.l ?:pgzzstigl 0]
3 un pdle magnéti R
force de Lorentz exefc?e sur p
-~ u > E
(1.14) f=wl-Lv~
on remar%uera le signe moins du second terme). On voit que
-

. ) . ent
fi et v x E sont des vecteurs axtaux ; or I est nécessairem

i i . donc u doit changer de si-
polaire, puisque c'est une force : donc u

gne par réflexion. En posant

(1.15) Wy =k, ik = (k,ipc),

on aura sous forme relativiste, la formule

' 1 B =
(1.16) f =‘---C—K Fﬁﬂ -

[0}
Les composantes spatiaies f @onpent la force de
Lorentz (1.14). La composante de temps stécrira :

(1.17)

icf, = wv.H ,
soit encore, d'aprés (1.14) :

(1.18)  icf, = v.f ,
ance développée par la force magnétique de

. iss # . .
e o e les analogues électriques habi-

Lorentz. On trouvera dans [31]
tuels de (1.16) et de (1.18).

Nous ne dirons ici que quelques mots des fameux
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"strings" de Dirac qui ont suscité d'innombrables travaux. Le
probleme est le suivant. Nous verrons que, dans 1'équation du
monopdle, celui-ci ne "voit" le monde é¢lectromagnétique qu'a
travers le seul pseudo-potentiel By, de méme que les charges
électriques ne voient le monde qu'a travers le potentiel A .
Or si l'on en croit (1.13), un monopdle ne pourrait jamais
voir autre chose que d'autres monopdles, puisque By ne serait
engendré, semble-t-il, que par des charges et des courants
magnétiques. Donc (1.13) ne peut pas décrire 1'intéraction en—
tre un monopdle et un centre électrique coulombien. Revenons i
%1.4) et nous verrons pourquoi. Nous aurons en effet, avec
=0et V=20, 4 résoudre 1'équation : ’

l"!!—

rot B = e

(1.19)

3

et nous voyons_qu'il ne peut exister aucune solution §,continue
et uniforme B aura nécessairement, quelque part, une ligne
singuliére (le "string") qui passera par le centre coulombien
et qui ira & 1'infini, ou alors, il ne pourra pas &tre repré-
senté dans tout l'espace par une gseule fonction. C'est Dirac,
le premier, qui a vu le probléme [6],(7], en traitant, du
reste, le cas inverse du ndtre : pour lui c’est une charge
électrique qui se déplace autour d'un pdle fixe et c'est aussi
le cas que traitent les autres auteurs mais ceci ne change rien
a la question. . i

: La ligne singuliére ne devrait pas avoir de sens,
puisque le champ ne posséde pas cette ligne et que, du reste,
on peut i son gré la faire tourner ou la déformer par des
transformations de jauge [32]. I1 faut donc, soit faire en
sorte que l'interaction entre une charge électrique et un mo-
nopdle magnétique reste insensible i cette singularité soit la

faire disparaitre par une meilleure reéprésentation des poten-
tiels. : '

» Cette derniere solution a été brillamment dévelop-
pée par T.T. Wu et C.N. Yang [33],(34], en traitant le proble-
me comme une recherche de connexion  sur un fibré. On trouvera
des applications de ces travaux dans [26] et [27] et on pourra
lire dans [35] un exposé vulgarisé particuliérement clair et
simple sur le probléme des fibrés en physique théorique.
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Néanmoins, nous ne suivrons pas la voie tracée par
Wu et Yang : nous choisirons le premier terme de l'alternative
que nous avons posée, clest-a-dire que nous admettrons la li~
gne singuliére (comme de nombreux auteurs l'ont fait apres
Dirac) et nous montrerons qu'en vertu des principes généraux
Je la mecanzque quanthue, cette singularité des potentiels
n'a pas de répercussion sur les fonctions d'onde, ni donc sur
les prévisions physiques de la théorie.

2. Les deux jauges invariantes de l'équation de Dirac

Précisons nos notations. Nous utiliserons d'une
part, les coordonnées galiléennes ordinaires X,y,z,t et les
. matrices o de Dirac

{0 o I 0
(2-1) ak = t y k = 11273 3 Gy = 5
,Uk 0 0 -I
avec les matrices de Pauli
0 1 0 -i 1 0 t 0
(2.2) o, = , O = ,03 = , I = .
1 0y i 0 . {0 -t 10 1

Les matrices de spin de Dirac, que nous noterons o', s'écri-

ront

7 oy 0 0 I
(2.3) c& = cLak = ukcL = , k=1,2,3 ; ol = .
0 e I 0

Mais d'autre part, en notations covariantes, avec
les coordonnées x!,x?,x!, x* = ict, nous utiliserons les ma-
trices y de von Neumann :

(2.4) Y = igbak , k=123 35 y.=a, .

_ Le spineur conjugué sera, comme d‘habitude, noté
U = ¢ v, et les matrices de spin seront :

(2.5 Eu =i Y, Ys, AVEC Y5 = YiYaYsYe = ol .
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Dans ces notations, l'équation de la particule
libre sera¥ :

2.6 My g+ BC y o0
( ) Y Buw + 7 ¥ 0
On sait (et c'est évident) qu'elle est invariante
par la transformation de jauge de lére espece :
i
(2.7) \b + e [*] q) R g = Cnte .
D'aprés le théoréme de Noether, cette invariance.entraine la

conservation du courant électrique, qu'on peut aussi démontrer
directement :

(2.8) | auJ“:O, JH=ig 4ty .

Mais si la masse est nulle, 1'équation :
(2.9) Wy p=0

o u

admet une seconde invariance de jauge, par-:la transformation
(2.10) ) v+ elysew,» , o = Cnte
parce qu'on a )
2.11 ' = 2 LD = .
( ) Y, T, Suv , d'ou Y Ys T YsTy 0

On remarque que si 1'on veut que (2.9) reste inva-

riant par une transformation du type y - elrew, les deux seu-

les solutions sont : T = I, c'est le cas (2.7), et 1 = Yo
c'est le cas (2.10). Cette seconde invariance est, elle aussi,
bien connue [40],[41],[42],[43] et, d'aprés le théoreme de

¥

Sur 1'équation de Dirac, citons parmi d'autres, deux excellents
ouvrages [36] et [37]. Mais je ne résiste pas au plaisir de
citer aussi deux monuments anciens : [38] et [39]. On apprend
autant chez les uns que chez les autres parce qufils n'insis-
tent pas sur les mémes problémes.
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Noether, elle entraine une autre loi de conservation, qui se
voit d'ailleurs directement, elle aussi :

(2.12) ? K" =0, k¥ = iv Y, YV

Or, tandis que J¥ était un vecteur polaire, K" est
axial : il est donc un candidat possible en tant que courant
magnétique, ainsi que Salam-l'avait déja remarqué [1]. Obser-
vons d'ailleurs qu'a 1'aide de 1'équation avec masse (2.6),
on pouvait déja obtenir la relation d'Uhlenbeck et Laporte

(381

(2.13) 2 KM+ 2R 0, =0, 8 =i v
o

olt 2, est le second invariant de Dirac (qui est un pseudo-

scalaire) : (2.12) n'est donc qu'un cas particulier de (2.13).

Mais, dans 1'interprétation habituelle de 1'équa~
tion de Dirac, % K" est la densité de spin : il ne s'agit ab-

‘golﬁment pas de courant ! De plus, on a les relations [381,
[40] = :

(2.14) JHJ“ = p? | KuK“ =-p2, JK'=0
avec
(2.15) e* =af + 2} ;5 9, = _‘ﬁ“’ , Ry = -1 ysb.

%, est le premier invariant de Dirac (c'est un scalaire vrai).
Or (2.14) veut dire que si J, est un vecteur du genre temps,
comme il convient & un courant, par contre K, est du genre
espace, ce qui .est inacceptable pour un courant : il serait
supraluminal. Pourtant, cette objection qui parait rédhibitoi-
re peut étre écartée, puisque (2.12) n'a lieu que si m, = O.

La particule correspondante va donc a la vitesse de la lumiére
et JH et KM se couchent alors tous deux sur le ¢dne de lumidre;
leurs parties spatiales seront méme paralléles l'une & l'autre¥

7

Ceci ne contredit évidemment pas la 3iéme relation (2.14)
deux quadrivecteurs peuvent étre orthogonaux tout en ayant
leurs parties spatiales paralléles.
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les deux courants acquiérent donc méme droit de cité et ceci
nous suggére le paralléle suivant :

~A) Nous savons que 1l'invariance de 1'équation
(2.6) par la loi de jauge habituelle (2.7) entraine la conser-
vation de J¥ et le couplage électromagnétique habituel : c'est
la théorie de 1l'électron. o~

B) Or nous voyons que l'équation (2.9) est aussi
invariante par une autre loi de jauge (2.10) qui entraine la
conservation de KH, qui est un courant axtal : on est fondé
3 se demander si ceci n'entraine pas également un second cou-
plage électromagnétique et si, étant donné la variance tenso-
rielle de KM, la particule ainsi décrite ne serait pas un mo-
nopble magnétique.

3. L'équation d'un monopdle de masse nulle

I1 est facile de trouver la forme du couplage mini-
mal en introduisant (2.10) dans (2.9) mais avec 8 = 8(x¥H) et
on trouve que la seule équation possible est :

g
fic
ot g > 0 est la Vvaleur absolue de la charge magnétique et B
le potentiel axial défini en (1.5). On vérifie d'abord que
1'équation est bien invariante de jauge de seconde espéce,
¢c'est-a-dire qu'elle reste invariante dans la transformation :

-
L Ac Ys¢

(3.1) v“(éu +E=vs BV =0

(3.2) v+ e v, Bu +> Bu + 1 au b, ¢ f‘¢(xu) .

Comme B, est axial et défini, d'aprés (1.6), comme
dual d'un tenseur complétement antisymétrique de rang 3, la
jauge ¢(xu) est nécessairement pseudo-scalaire ; c'est donc le
dual d'un tenseur antisymétrique de rang 4 (dont il est 1‘uni-
que composante non nulle) :

1 aByY§
(3.3 = 77 Sapys T .

Soulignons tout de suite un point important concer-
nant la charge. Pour rendre compte du caractére énantiomorphe
de la charge magnétique, la mécanique classique n'aurait d'au-
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tre ressource que de supposer que la constante de cguplage g
est pseudoscalaire. Certains auteurs {28J }e font méme en mé-
canique quantique. Mais c'est tres artiflglel ¢ une constante
physique est un nombre, une fois les unites ch0}51es ; on
peut, a la rigueur, y inclure formellement un signe, mais cer-
tainement pas une variance tensorielle. Dans l'gquatlgn (3:1)
ainsi que dans le facteur de phase (3.2), on voit qu'il s'in-
troduit en réalité un opérateur de charge

i

(3.4) G =137

et c'est cet opérateur qui est pseudoscalaire. On remarquera
que Ys est le dual du produit antisymétrique de rang 4,f
Y.Y2Y3Y.. Cette représentation de la charge pseudos;alalre par
un opérateur est évidemment beaucoup plus conforme a }'esprlt
" de la mécanique quantique. Nous reviendrons sur ce point au

§ 9.

En tenant compte du fait que B est pseudovectoriel
et oriace aux relations d'anticommutation des matr%ces Y, on
voit facilement que l'équation (3.1) est P et T invariante.

En effet, pour la réflexion d'espace, elle ne change pas dans
la transformation

(3‘5) Xy * X, Xk - —xk’ B, + —B“, Bk - Bk, v+ oy, ¥,

et pour l'inversion du temps, on voit que l'équation ne change
pas si

(3.0) Xy & =Xy, .‘(k e Xk, Bl. he Bs., Bk hd -Bk, v+ Y1Ya2Y; V.

Mais la distinction entre les deux transformations
est, en réalité, formelle car on voit facilement que P = T, ce
qui est une conséquence de ce que my = 0.

La propriété la plus importante se trouve dans la
congugaison de charge. On s'apergoit en effet que l'équation
{3.1) reste invariante dans la transformation :

-T
(3.7} g+ g, ¥~ Y U = v v, ¥

.359

Autrement dit, on obtient le résultat suivant :
le signe de la charge magnétique ne change pas dans la eonju—
gaison de charge. Les états A énergie négative se raménent
donc 4 des états & énergie positive de la méme' particule. Par
contre si g + -g dans 1l'équation (3.1) on obtient 1'équation
d'une autre particule, qui n'est pas une transformée canoni-
que de 1'équation initiale et la particule de charge -g n'est
pas l'antiparticule de la particule de charge g.

Donc, malgré 1'invariance de 1'équation (3.1) par
la transformation (3.7), on ne pourra pas créer ou annihiler

_des paires de monopdles de charges opposées (a- supposer que

(3.1) représente un monopdle, mais nous verrons que c'est -
bien le cas). On peut alors se demander si, malgré 1'invarian-
ce (3.7), on peut encore dire que la théorie est C-invariante.
Elle ne 1l'est peut-&tre pas au sens naif du renversement du
signe de la charge, mais ce n'est pas cela, on le sait, qui
caractérise la conjugaison particule-antiparticule. Nous y
reviendrons au § 3. :

4. La théorie 4 deux composantes

' Comme m, = 0, 1'équation (3.1) se séparera en deux
comme dans le cas du neutrino. Pour cela, écrivons d'abord
1'équation en coordonnées x,y,z,t, avec les matrices de Dirac.
En tenant compte de x, = ict, de la seconde relation (1.5)
et des relations (2.4) et (2.5), on trouve
(4.1) [%%—a.$+i%—(clw+;'.§) b =0

Remarquons au passage que la transformation de
jauge (3.2) s'dcrit maintenant

T 12 olo

(4f2) v »e DOC 13 3.85.3

W,W*W+Ea—t:-,B+B-V¢.

Si nous introduisons alors des spineurs i deux

composantes ¢, x, &, n, tels que :

(4.3) v = [i] , ® = l_—_ (€+n), x==(g-n),

V2

N
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1'équation (4.1) se scinde en deux

13 + =+ . g *

E.-a-g_o.VJrlﬁ-C*(W*'c-B)}E:O
(4.4) ’

13 R I 4 >

(— —t 0.V - 1 2= (W - c.ﬁ)ln =0

c 3t fic

ot les o sont les matrices de Pauli (2.2). On voit tout de
suite (en n'oubliant pas que: dans IR?*, W est un pseudoscalai-
re et B un vecteur axial) que les deux équations (4.4) s'é-
changent dans les transformations P ou T, tout comme les
équations du neutrino. Les transformations P et T s'écrivent
ici :

(4.5) t+t, x»-x, W--W, B+B, &en
(4.6) t » -t, x »x, W+W, B+-B, £en,

mais on vérifie qu'il s'agit en réalité d'une seule et méme
transformation : chacune des deux égquations est donc trivia-
lement PT-invariante. On vérifie également que les deux équa-
tions s'échangent par conjugaison de charge. Plus précisément,
elles s'échangent par la transformation :

(4.7} g+ g, £+ o,n%, n + UZE% .

Les deux monopdles £ et n sont donc bien l'anti-
particule l'un de l'autre, mais avec la méme charge car le
signe devant g n'a pas changé : ils ont seulement des hélici-
tés opposées, comme le neutrino et l'antineutrino. En rappro-
chant (4.5), (4.6) et (4.7), on voit en outre que chacune des
deuxr équations (4.4) est CP et CT invariante

Pour une valeur absolue donnée g de la charge ma-
gnétique, nous avons donc défini quatre particules

a) Un couple formé d'un monopdle gauche et d'un
monopdle droit, ayant tous deux le méme signe de la charge et
décrits par les équations (4.4). En reprenant la convention
d'hélicité du neutrino [37},[38], nous dirons que c'est 1'é-
quation en £ qui décrit le monopdle et 1l'équation en n qui
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décrit 1'antimonopdle. Nous les désignerons respectivement
par m~ et m~, car nous verrons tout de suite que dans (4.4)
la charge magnétique est négative.

b) En changeant dans (4.4) le stgne devant g,
nous obtiendrons un nouveau couple de monopdles : un gauche
et un droit, antiparticule l'une de l'autre, mais encore une
fois avec une charge de méme signe. Toutefois cette charge
est opposée d celle du couple précédent. Nous désignerons ces
deux monopdles par m* et m* (en conservant bien sir la méme
convertion d'hélicité) et insistons encore une fois sur le
fait qu'<ls ne sont pas les antiparticules du couple m~, m .
Tandis que le positron peut &tre regardé comme un électron
dans un état A énergie négative, il n'en est plus de méme ici
et, par exemple, m" et m~ ne sont pas deux états d'une méme
particule (et de méme, bien siir, pour mt et m7).

On arrive donc 4 cette situation paradoxale que,
bien que la loi de jauge (3.2) ou (4.2) introduise, conformé-
ment aux idées de Pierre Curie, un opérateur de charge énan-
tiomorphe (3.4) (qui change donc de signe avec les transfor-
mations P ou T), cette méme loi de jauge .nous impose en meéme
temps un couplage électromagnétique qui posséde cette proprié-
té remarquable que, lorsqu'on observera le comportement du mo-
nopbéle dans un champ, les transformations P ou T nous apparai-
tront seulement A travers un changement de signe de 1'hélicité
et non pas de la charge. Et cette derniére ne changera méme
pas dans la transformation C.

5. L'approximation de 1l'optique géométrique et la loi de force
de Lorentz ‘

Avant de résoudre des problémes quantiques, il est
intéressant de montrer que les équations (4.4) redonnent bien,
3 la limite de 1l'optique géométrique, le comportement d'un
pdle magnétique. Il suffit d'appliquer la méthode WKB adaptée
par Pauli & l'équation de Dirac [44](45]. Nous prendrons, par
exemple, l'équation (4.4) en £ avec : :

i
. £ S
(5.1) £E=ae s

ol a est un spineur & deux composantes, et nous conserverons
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les termes d'ordre zéro enh .
. 1,38 ; o+ _5-»‘-» -
(5.2) 3(5? + gW) - (VS . B).ojla = 0 .

C'est un systdme du premier ordre homogéne en a.
Pour avoir une solution non triviale, il faut annuler le dé-
terminant

o -

(5.3) (52 + g0 - (s - EB)* =0
On reconnait une équation de Jacobi & masse nulle.
Nous définirons l'énergie cinétique, 1l'impulsion et le moment.
de Lagrange par

04.—-

. 3§ b + e >
(5.4) §=—3-€-gw, p=VS—-%—B, P = VS.

et le hamiltonien s'écrira

(5.5 K- /(F-EBy

Un calcul classique~[46] donne alors :
(5.6) %% = - a(VW R ~§) + 5 v x rot B.

Si, maintenant, on introduit les formules (1.4)
avec A=0etV = 0, on trouve* :

- d > g o
(35.7) H}E:-gfn?vxﬁ

et cette fois-ci on reconnait la force de Lorentz appliquée
i une charge magnétique -g, comme nous l'annoncions. La dif-

férence avec {(1.14) réside en ce que g est une valeur absolue.

Introduisons maintenant, dans la seconde équation (4.4)

(5:8) ‘ n=>be

ot b est un nouveau spineur. Nous aurons, & 1l'ordre zéro en Hi:

(5.9) 1(—- - gW) + (VS - % ﬁ).é}b =0

Voir page suivante.
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C'est la transformée de (5.2) par la transforma-
tion P ou T, donnée par (4.5) ou (4.0), ainsi qu'on devait
s'y attendre. Par contre, on peut &tre surpris de ce 1'équa-
tion (5.9) ne s'obtienne pas & partir de 1'équation (5.2) par
la transformation C définie par (4.7) et appliquée au spineur
a : en effet si on fait a » o, b¥* dans (5.2), il faut aussi
que g + ~g pour retrouver l'équation (5.9) en b. Autrement
dit, on semble retrouver la conjugaison de charge habituelle.
Mais c'est erroné parce que la transformation C doit s'appli-
quer & £ et n et non pas & a et b, si bien qué la transforma-
tion (4.7), exprimée en termes de a et de b, nous donnera,
d'aprés (5.1) et (5.8)

(5'10) g+ g, a-V" g, b¥, b » G - a*,_ S + -8

On voit donc que ce n'est pas la charge, mais la
phase qui change de signe dans la transformation C. Ce chan-
gement de signe de la phase caractérise du reste la conjugai-
son de charge en général et n'est pas du tout spécifique de
la présente théorie. En particulier, on aurait trouvé le
méme probléme dans la théorie de 1'électron de Dirac (dans
laquelle la charge électrique change de signe). Ceci veut
dire que le changement de signe de la phase, quand on passe
de la particule'd l'antiparticule, est beaucoup plus général
que le changement de signe de la charge (on en a ici un exem-

" :
Bien entendu, comme la masse est nulle, la v1tesse v est sur
le cone de lumlere Nous ne pourrons plus écrire p = m v,

mais la formule p = é% v restera valable. Or, sifl = O, on a

= C nte ° de meme que, pour une charge électrique, on a
‘2 = ct quand E=0 [46]. Donc si H = 0, l'équation du mou-
vement se simplifie beaucoup ; par exemple si E est un champ
électrique coulombien, on aura :
@A, g - e
¥ — o =
(5.7 F=smvrr (x %)
Ceci n'est autre que l'équation de Poincaré (voir [15] & [19])
qu'il a trouvée en cherchant a décrire les trajectoires des
rayons cathodiques autour d'un pSle d'aimant (effet Birkeland).
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ple évident) et c'est méme lui qui caractérise la transforma-
tion C. En somme, quand on dit avec Feynman : "Une antiparti-
cule, c'est une particule qui remonte le cours du temps", on

n'exprime rien d'autre que cette idée, sous une forme un peu

paradoxale mais trés frappante.

.Par contre; pour créer ou annihiler une paire
particule-antiparticule, il faut évidemment que les charges
soient opposées, sinon on violerait la conservation de la
charge.

Mais revenons 4 (5.9). L'annulation du détermi-

nant s'écrira ici '

- 1 ,3S . T g =,
C(5.11) =5 - g - (VS + 2 B)" =0
cette nouvelle équation de Jacobi parait s'obtenir a partir
de (5.3) en faisant g - -g, mais nous venons de voir que la
vraie transformation est S - -S et on posera donc au lieu de
(5.4)

(;P)f——-gw, p=-VS-28B, P=-¥s,

O s

apres quoi nous retrouverons exactement les mémes équations
du mouvement ¢t nous ne saurons pas distinguer entre le mono-
pbéle et l'antimonopdle. Ceci est bien normal, puisqu'ils ne
se distinguaient que par l'hélicité et que celle-ci s'est
perdue en chemin, dans l'approximation de l'optique géométri-
que ; sans doute est-il possible de la récupérer, méme a cet-
te approximation, comme de Broglie 1'a montré pour 1l'élec-
tron en étudiant la mesure du spin {45], mais nous en reste-
rons la.

0. L'équation non-linéaire la plus générale restant invarian-

te par rapport a la jauge em Y;

Une fois admise la jauge (2.10), on peut remar-
quer gque l'équation de Dirac sans masse (2.9) n'est pas la
seule que cette jauge laisse invariante. Pour le voir, écri-
vons (2.10) un peu autrement {pour l'élégance des formules) :
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. [}

.1Y5§
(6°1) ‘p" ‘U' = e V
et voyons comment se transformeront les principaux tenseurs
définis en théorie de Dirac.

Tout d'abord, on vérifie que le vecteur Iy (2.8)
et le pseudo-vecteur K, (2 12) sont invariants par la trans-
formation (6.1). Mais par contre, l'invariant et le pseudo-
invariant relativistes @, et 2, définis en (2.15) .se trans-
formeront par (6.1) en deux nouveaux invariants relat1v1stes
Qy, Q4% selon la loi facile a vérifier :

Q] _ [cose -sine}{Q,
(6.2) {9;] - [sine cose][ﬂr)'

Donc la jauge fait "tourner" le "vecteur" (Q,,q,)
d'un angle 6 et ceci rejaillira sur le tenseur antisymétrique
Muv = WY v,¥ en raison de la formule de Paull—Koflnck [40] E

2 - AT K -1

(6.3) » Muv = ﬂl(JpK\, -~ J\)Ku) - Qz(Jqu - JVKu),
ou p? est défini par (2.15). On voit donc que le moment élec-
tromagnétique (6.3) "tournera" lui aussi, dans une transforma-
tion de jauge (6.1), d'un angle 6.

Mais nous n'utiliserons, pour le moment, que (6.2).
Cette relation remarquable montre que la norme du "vecteur"
(0,,2,), ¢'est-a-dire a2 + @2, est le seul invariant relati-
viste qui reste édgalement. invariant par la transformation de
Jauge (2.10) ou (6.1). Et c'est bien le seul, car en vertu de
(2.14) on ne pourra pas en construire d'autres, du moins tant
qu'on ne considére pas de tenseurs faisant intervenir des dé~
rivées. -

On voit donc qu'en nous limitant, pour 1l'instant,
a ce type de tenseurs, 1'équation relat1v1ste de spin 1/2 la
plus générale qui reste invariante dans la jauge (2.10) est :

(6.4) [Y (3 + %E YsB ) + l m(e? + 2)(Q, - iQ,y4) ]y = 0

ol m(p?) est une fonction scalaire quelconque. On trouve fac1—
lement cette équation en ajoutant une fonction scalaire de p?
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au lagrangien de (3.1).

11 est a la fois évident, grice au théoréme de
Noether, et facile de vérifier que (6.4) entraine, tout comme
(3.1), la conservation (2.12) du courant pseudo-scalaire K s
c'est-a-dire du courant magnétique, alors qu'un terme de masse
linéaire aurait entrainé la relation d'Uklenbeck et Laporte
(2.13). Par contre, la seconde relation (2.14) ne dégénérera
pas (sauf exception) en K,K" = 0 et le vecteur K, sera donc,
en général, non pas isotrope; mais du genre espace, ce qui
pose un probléme. Mais nous verrons un peu plus loin que le
probléme se pose déja, en réalité, pour le monopdle linéaire
(3.1) et nous verrons comment on peut y répondre.

Voyons maintenant les invariances-C,P,T. En appli-
quant a (6.4) la transformation (3.5), on voit tout de suite
que (6.4) est P-tnvariante. Par contre, la transformation
(3.6) change le signe du terme non linéaire dans (6.4) : donc
ltéquation (6.4) n'’est pas T-invariante. En outre, la trans-
formation (3.7) produit sur (6.4) le méme changement de signe
que la transformation T et on voit donc que (6.4) n'est pas
C-tnvariante. Mais en revanche, il s’ensuit que (6.4) est CT-
invartante et sans changement de signe de la charge g (voir
la définition (3.7) ot : g + g). I1 semble donc qu'ici non
plus on ne doive pas attendre de polarisation du vide, exac-
tement comme dans le cas linéaire : la particule de charge -g
n'est pas l'antiparticule d'une particule de charge +g. Bien
entendu, on voit que l'invariance CPT est préservée.

Ecrivons maintenant (6.4) en notations de Dirac
{2.1), (2.2}, (2.3). On trouve

1 3 > > -+ b i
(6.5)|2 3 ‘a.Vfl %E(GLW+0’.B) + % m(pz)[Q}a“+nzas] v =0
avec, rappelons-le :
(6.6) o? = et + a2} ; @, = 4’+au‘l‘ 5 R, = ‘j’+°~5‘b = ‘V+C‘1Gza3“u‘y

En introduisant, comme dans (4.3) les spineurs i
deux composantes £ et n, on trouve

(6.7) 2, = €'n + n'g, 2, =i(s™h - nTE), o2 = 4(c ) (nTE)
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quant & (6.5), elle s'écrit facilement
1 93¢ > + g «»g . +toaar B
S - ovEr i o Be s imldlgal?)(ng)n=0
(6.8) ¢ °¢ c
12 > . - . + +
S 35 + 0.Vn -1 %E(W'q- o.§)n +im[dlen|2) (g n)eg=0

_ En comparant avec (4.4) on apergoit, comme on pou-—
vait s'y attendre, le couplage non linéaire entre-les compo-
santes £ et n. Et on apercoit aussi, immédiatemenp, une impor-
tante propriété de ce couplage : il disparait si @, = g, = 0,
ce qu'on voyait évidemment sur {6.4) ou (6.5), mais ici cette
double condition prénd la forme simple :

(6.9) £n=0.

“Or ceci n'arrive que dans trois cas :
(6.10) -£ =0, n =0, ou £ =g, nt,

la derniére égalité n'ayant lieu qu'd un facteur de phase prés
qui est sans importance. .

Autrement dit, les solutions du systéme non liné-
aire (6.8) se réduisent alors i des solutions du systéme li-
néaire (4.4) et les trois cas se raménent en fait i deux :

1) Le cas d'un monopdle d'hélicité définie qui
obéit donc & 1'une des équations (4.4). :

2) Le cas d'une paire monopdle-antimonopdle,
c'est-a~dire d'un couple de solutions £ et n conjuguées de
charge, du systéme (4.4), donc de deux monopdles d'hélicitds
contraires mais de méme charge.

Ces deux cas sont les seuls ol, d'aprés (2.14),
les deux quadrivectaurs Jy et Ky sont isotropes et se couchent
donc, comme nous le disions, sur le cdne de lumidre. Dans tous
les autres cas, le vectsur courant magnétique K, sera du gen-
re espace et c'était déja, em fait, le cas pour les équations
linéaires (3.1) et (4.1), mais le probléme disparaissait parce
que la linéarité et la masse nulle permettaient le découplage
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(4.4). Or, sur chacune des équations (4.4), il n'apparait
qu'un seul courant, soit respectivement pour chacune des deux

équations :
(6.11) (g€, €758) et (=n'n, n'on) ;

et chacun de ces courants est Lsotrope ainsi qu'on le vérifie
aisément a -l'aide de (2.2).

On vérifie paf ailleurs que, d'aprés (2.12) et
(4.3), on peut mettre K, sous la forme* :

(6.12) Ku = £+£ - n+n, {K.} = E+3£.+ n+3n,

c'est-a-dire que K est la somme des deux courants tsotropes
(6.11). Donc K, sera lui- -méme isotrope dans les deux cas sui-
vants :

1) Soit si l'un de deux courants est nul : c'est le cas
de 1'helicité définie.

2) Soit si les deux courants sont orthogonaux et on mon-
tre facilement que c'est le cas de la conjugaison de charge ;
mais on montre alors que K = 0 : le courant magnétique total
est nul.

Nous allons, maintenant, revenir au cas linéaire,
c'est-a~-dire au systéme (4.4), que nous intégrerons dans le
cas d'un champ électrique coulombien.

La suite de ce travail paraitra aux Annales de la Fondation
Loutis de Broglie Vol. g, n° 1, 1984.

Cette décomposition n'est pas liée au probléme du monopdle
et constitue une identité en théorie de Dirac.
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