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Résumé : On a montré, dans la lére partie de ce
travail, que l'équation de Dirac sans terme de masse admet un
second couplage électromagnétique minimal qui permet de déeri-
re un monopdle magnétique de masse nulle. L'équation ainsi
obtenue obéit exactement aux lois de symétrie du magnétisme
libre énoncéespar Pierre Curie. En particulier la charge ma—
gnétique y est représentée, conformément d ces lois, par un
opérateur pseudoscalaire, mats l'interaction électromagnétique
est telle que, malgré cela, un monopble et son antimonopble se
comportent comme des particules d'hélicités opposées mais de
méme_charge. Il s'ensuit que deux monopdles de charges magné-
tiques opposées ne sont pas des états d'une méme particule :
ils ne peuvent donc étre ni créés ni annihilés par paires et
la théorie n'itmplique pas de polarisation du vide.

Dans cette 2éme partie de l’article, on intégre
L'équation du monopdle de masse nulle dans un champ électrique
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coulombien: 'On retrouve l'intégrale premiére de Poincaré et

on retrouve ausst la relation de Dirac eg/#e = n/2, comme une
simple conséquence de la condition de comtinuité des fomctions
d'onde et de 1'inwvariance par rapport au groupe des rotations.
- Les résultats obtenus sont en accord avec ceux connus sur-le
prci:léme inverse (diffuston d'une charge électrique par un mo—
nopble infiniment lourd). Mais onmontre la différence radicale

qut existe entre la deseription de la charge magnétique par un
opérateur, c¢'est-d~dire par un g-nombre, comme on le fait ici,
et sa description par un c-nombre comme l'ont fait d'autres
auteurs. La description par un g-nombre apparait comme étant
la seule valable, - - - n

En conelusion de l'article, on propose 1'hypothése
selon laquelle les monopdles de masse nulle seraient non pas
des particules rares dans la nature, mais au contraire des
particules trés abondantes et constitueraient un "éther'. On
, donne des arguments en faveur de cette hypothése : il semble,
en effet, que l'homogénéité d'un tel éther le rendrait diffi-
cilement observable et que le probléme serait, précisément, de
créer une inhomogénéité suffisamment forte et durable pour
qu'on puisse observer ces monopdles.

Dans un Appendice, on revient sur l'équation non
linéaire proposée dans la 1ére partie et on la compare & une
équation anciennement proposée par Heisenberg. On montre éga-
lement comment 1'ensemble de ce travail vient compléter une
interprétation de l'équation de Dirac précédemment développée
par l'auteur et comment tout ceeci trouve sa place dans
L'interprétation non lindaire de la mécanique ondulatoire par
Louis de Broglie.

7. Le monopGle de masse nulle dans un champ électrique coulom-
bien. Les fonctions angulaires

Comme nous l'avons dit, le premier probléme est de
résoudre l'équation (1.19) et nous admettrons une solution
singuliére, & savoir W = 0 et

yz

S e
(7.1)BX—F;CT;—)’T’B --E

B =0 (r = /x2+y2+z2)

A 1l'aide des angles polaires, nous aurons :

e sin¢ _ —e cosd _
(7.2) By =i=ge By = T xge B2 =0
avec : X =r sin®cos¢, y = r sin6 sin¢, z = r cose, (bien

entendu, cet angle @ n'a aucun rapport avec celui de (2.10)).

Cette solution serencontre parfois [28], mais la
plupart des auteurs conservent plutdt celle qui avait été ini-
tialement donnée par Dirac [6] :

- =&y v &L X [
(7.3) Bi T ror+z By T ’ Bz 0

soit, en coordonnées polaires :

(7.4) B = - S tg % sin¢, B! =

8
5 . tg 5 €OS6, B! = 0.

A

S0

Bien entendu, toutes les solutions ne différent
que d'une Jjauge®*. En particulier, on a ici :

(7.5) o B-B =% Arctg % .

. Cependant, le choix de la solution n'est pas tout
a fait indifférent. En effet, B doit &tre un vecteur axial,
c'est-a~-dire que B reste invariant par parité, ce qui-est le
cas pour le vecteur (7.1), alors que la solution (7.3) de Dirac
n'a pas de parité définie. Ceci se comprend d'aprés (7.5),

puisque [ Arctg % change de signe par réflexion de 1'espace,
si bien que B' est la somme d'un vecteur axial et d'un vecteur
polaire. - .

Nos équation seront donc obtenues en introduisant
W=0et (7.1) dans le systéme (4.4). En utilisant les angles

A
"

Outre [33] sur lequel je me permets d'insister encore, on
pourra lire a ce propos lé trés bel article [32], sur le pro-
bléme des symétries en général et de la jauge en particulier.




polaires et (7.2), on trouve
D s, e103¢]

g=20

[1 KEN
5% - O. - 1
. (p = |

B‘lo
O i
=

-> -v) .
- 4 0.V - i
c 9 r tge ?

D " elo?¢]n -0
Nous désignerons par D, du nom de Dirac, la cons-

tante sans dimension qui figure dans la relation (1.0) (que
nous retrouverons plus loin).

. Nous devons maintenant rechercher 1'intégrale pre-
miere du moment cinétique du monopéle. En fait, elle est con-
nue depuis longtemps puisque c'est nécessairement la méme que
celle du mouvement d'une charge électrique autour d'un pdle

magnethue fixe ; on la trouvera par exemple dans [26] ou [28],

ol il est tenu compte du spin, et dans de nombreux articles ol

L'on ne fait pas intervenir le spin : par exemple [16] ou [34].

Pogr obFenir~cette intégrale premiere, il suffit de savoir que
Poincaré a trouvé, pour 1'équation (5.7'), 1'intégrale¥

-

(7.7) j:Fx§+x§5~
alors, en tenant compte de la définition (5.4) de 1'<mpulsion
cinétique, en prenant garde aux 51gnes et en ajoutant le spln
du monopdle, on trouve les deux opérateurs sulvants qui s'é-
changent simplement par D -+ -D :

1~+]

—O”

2
r x(-i¥ + DB) + D % 3} s

>

(7.8) JC

(7.9) 3§
n

+

ﬁ[? x(=i¥ - DB) - D

1

SIes iy
+

N -
ou B a les expre551ons (7.1), mais sans le facteur de charge e
qui-a été.inclus dans D.

Comme je 1'ai dit allusivement dans l'introduction, le second
terme de (7.7) a été interprété comme le moment cinétique du
champ electromagnethue, qui vient donc s'ajouter au moment
orbital. Voir : [11],[16] et [20] & [23].
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~*D'autre. part, pour une charge electrlque e. donnée,
on définit & partir-de (4:4) les quatre hamiltoniens suivants,
correspondant aux deux 51gnes de l'he11c1te et de la charge
magnétique g ¢ * 7 - a

(7.10) ¥ = fic ¢.(i¥ + DBY - - (monopdle m )
7. 11)?- = 'ﬁc; ENC U ) B ”(moriopal'e a,.,)

(7.12)X+ :"‘c..("ifa -D§) o (monopole m")

(7-113)?"%? 3. (—1v - DB’) - (monopole m+)

o On trouve alors les relatlons su1vantes
(7.14)  F.,@71=0, [F ., %F)
(7-15) T [j)n) QE‘] =0 [jﬂ’%+]

_Autrement dit, fg est intégrale premiére pour les
monopdles m~ et mt, tandis que jn est intégrale premiére pour
les monopdles m~ et m . En outre, on vérifie que les composan-
tes de J (aussi bien pour fg que pour ) vérifient les rela—
tions de commutatlon d'un moment c1net1que

1]
[}

0

0.

(7'1,6) [J;,0,] =ih Jl; [Js9,] =1ih J,, [J,,J,] =ih J,.

Remarque : dans les travaux cités, ol apparait cette intégrale
premiere 3, le probléme est toujours plus simple parce que le
réle de 1'hélicité du monopdle n'apparait pas. Il n'y a donc
qu'une seule intégrale premiére et un seul hamiltonien. En
outre, ne l'oublions pas, c'est le mouvement d'une charge élec~
trique autour d'un monopdle fixe que traitent ces travaux,
probléme qui n'aurait évidemment pas de sens pour un monopdle
de masse nulle.

L'étape sulvante sera de trouver les états propres
de 72 et de 1'une des composantes de ¥ (nous choisirons J,).
Pour cela, nous prendrons seulement 1'un des opérateurs jg ou
n (pgr exemple J¢), puisque l'autre s'ensuit aussitdt, et
nous écrirons ‘
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(7-17)vi = ﬂ(z +>%.;-), 7\:-{; x(i-e + Dﬁ) -t»‘D
’ - Ona leé relations de commutation :
(7.18)  [Ay, 8] =1 Ay, [Ay 8] =18, , [Ay,8,] = 18, .

. Nous devrons donc chercher d‘'abord les états pro-
pres de A? et A,, puis nous les composerons avec les états de
spin. Mais pour trouver les états propres de X2, nous n'avons
presque rien i faire ! En effet, il suffit de remarquer gque,
l'espace étant isotrope autour du centre coulombien, 1'équa-
tion (7.6) en & (c'est elle que nous choisissons en choisissant

5) doit étre invaribnte par rapport au groupe des rotations :
c'est le p01nt de départ qu'adoptent de nombreux auteurs qui
utilisent, griace & (7.18) des procédés de calcul classiques
[16],[25],[32],[34],[47],[48]. Mais nous allons voir tout de
suite qu'en réalité, on peut obtenir les états propres sans
faire aucun calcul et je voudrais, en méme temps, faire quel-
ques remarques qui me paraissent utiles.

Observons d'abord que la seule invariance de 1'é-
quation nous permet d'affirmer que les fonctions d'onde se dé-
velopperont suivant les fonctions sphériques généralisées,
c'est-a-dire suivant les éléments de matricesdes représenta-
tions du groupe des rotations [50]. C'est pour cette raison
gue Tamm et Fierz ont pu constater que les fonctions qu'ils
trouvaient pour le monopdle sont les mémes que celle de la
toupie [16],[24] : il n'y a pas d'autre point commun entre les
deux problémes que l'invariance par rapport aux rotations.
Pour préciser cela, écrivons A en fonction des angles polaires.
On trouve

+

1¢ 3 3 D .
AT = o -
[1 cotd — 30 * 39 sine A, + 1A,
- ~-i¢ 3 3 - D} .
.1 A = 0 —— e o — = _
(7.19) e (1 COte == = 35 = Sins) A, - 14,
. 9
Ay ...-1;6

‘Les fonctions propres de A, et A2 seront certaines

fonctions Z(6,¢). Multiplions les par e—lnx, olt y est un nouvel

propres de R? (qui sont du reste les mémes que ceux de
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angle dont nous verrons tout de suite le sens. Alors, les

. -i ;
fonctions e DXZ(6,¢) seront les fonctions propres de nouveaux
opérateurs R; et R* avec

il 8 i o
R‘ = e [1 cot e 55 © 38 " sine GxJ =R, + 1R,
. - 1¢ 3 i 3
(7.20) {R =-¢e (1 cot® 55 ~ 36 ~ sin® 3x} R, - i R,
3
Ry =-1i— .
3 lcl)

Mais nous reconnaissons tout de suite R+, Rf et
R; : ce sont les opérateurs infinitésimaux du groupe des ro-
tations exprimés en termes d'angles d'Euler [49],[50],[51]

(e : nutation, ¢ : précession, x : rotation propre)}. Ces opé-

rateurs ont une forme inhabituelle parce qu 'ils sont etprimés
dans le référentiel fixe x, y, z, alors qu'on les donne en ge—
néral dans le référentiel mobile et ils correspondent alors a
la rotation inverse de la précédente [51]. Les opérateurs ha-
bituels que nous appellerons Q s'obtiennent en posant

N o ooy
(7.21) Q@ =R (9 1T—X, 1|’—¢) Q3 = 1 -3_; .

Les correspondances sont 1es sulvantes, avec les

références citées

Q~ = #H* pour les.références [49], [50] ;
+ - -
Q" = i(M; * i M7) pour la référence [51] ; .
+
R™ = i(MT 3 M ) pour la référence [51] (les opérateurs
‘ R sont absents " de [49] et [50]).

Revenons maintenant é.(7.20) et cherchons 188 états
2

c'est évident). Ce probléme est classique. On montre dans [51]

que sous la seule condition de:la continuité des états propres,
ceux-ci s'écrivent

(7.22) DT "(8,0,0) = o(mo + “"“d‘;"?‘“(e).

Ce sont les fonctions sphériques généralisées
avec
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Jj-m P fem!
m',m N [.d_} {(1_u)J m (1+u)J+ }
(7.23) dy 7 (8) = P mrm' { du

(1-u) 2 (1+u) 2

j-m,m-m' & (G+m) !
cosf, N = (-1) jl — ///(j—m)!(j—m')f(j+m')3

(7.24) u = i
j L 3 g Y= -j, =j+l,..0,0-1,7
(7.25) j = 5 1, 5, 2...etc... , m, m i, , s
On a : ; ’
> ! s m'  m
(7.26) RZJOK; S TR TR DY) L

Rappelons-nous alors comment nous sommes pas;zz 3:
‘ dtats propres nor
7.10) 4 (7.20) et nous voyons que les états prop
2

seront

ey MY, m
2.27) z?'7m(e,¢) = /23+1SOJ. (6,0,0)

L
A

—_

ETA
avec les mémes valeurs propres j{j+1) qu'guparavant

' s m',m
j i lesd" sont
Le facteur v/2j+1 provient de ce que le éj )
i é i nitaired . du
les éléments de matrice de la représentation u j

j ] lignes
groupe. Or cette matrice est d'on{e 2j+1 et ce ionsei:sla gzﬁ
Sui sont normées et non pas les éléments, comme le

canique quantique.
Insistons encore sur le fait que, malgré les appa-

[} » .
rences, la fonction d? M(e) donnée en (7.23) egt gzzgizus ?ﬁ?r
tout € en vertu d'une propriété des po%yqome; e S
dices entiers [51] et c’est cette condition ? ;o enurte aes
fonetions d'onde qui impose les valeurs (7.?5 .t? i;us e
En particulier, on voit donc que cetFe continuité
ra que, dans (7.19), on ait la relation :

(7.28) RS

i i le nombre de
! es .25), ceci veut dire que "
o T : ceci n'est autre que ila

Dirac est entier ou demi-entier

-que la relation (1.0) de Dirac qui apparait donc comme une
conséquence de 1'Znvariance de l'équation;du’monopéle dans
un champ coulembien, par rapport au. groupe des rotations, et
de la condition de continuité des fomctions d'onde.

- La déduction de la relation de Dirac & partir de
1'invariance par rapport aux rotations a été obtenue par dif-
férents auteurs que nous avons cités plus haut. Je crois pou-
voir affirmer, pourtant, qu'aucun argument proposé* n'est
aussi simple, ni ne découle aussi directement des principes de
base de la mécanique quantique, que celui de la continuité des
fbncfio7s d'onde que j'avais déja donné pour la toupie quanti-
que (51, :

Faisons encore deux remarques sur les nombres
quantiques (7.25). Tout d'abor » €€ n'est pas j que nous im-
pose la nature, mais D. - »

Alors d'aprés (7.25) et (7.28) :
(7.2~ y=pp

On voit donc que le moment angulaire du monopdle
autour d'un centre coulombien est borné inférieurement et cela
d'autant plus que les charges en présence seront plus élevées.

Ensuite, on voit que le moment Jj et sa projection
M seront entiers ou demi-entiers selon que le monopdle auquel

Le principal argument utilisé appartient & Péuli [52] et

probléme de la toupie [53]. L'argument est évidemment bon,
mais contrairement i celui utilisé ici (et dans [51]), il pa-
rait se surajouter aux principes de base de la ‘mécanique quan-
tique au lieu d'en découler simplement. On voit ici (et dans
[51]) que c'est, au contraire, 1a continuité des fonctions
d'onde (exigée par l'interprétation,probabiliste) qui entraine
L'intégrabilité de 1'algébre de Lie du groupe d'invariance de
1'équation. .
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nous aurons-affaire sera tel, que le nombre de Dirac sera lui- .

méme eéntier ou demi-entier. Cela aussi, c'est la nature qui
1'imposera. Cette possibilité de moments cinétiques demi-en-
tiers, alors que le spin n'intervient pas dans ce calcul a

été noté par certains auteurs : on le signale méme, dans [32],
comu2 ‘paraissant un cas unique en mécanique quantique. Mais
C'est inexact car la toupie quantique, étudiée notamment en
liaison avec le probléme des spectres moléculaires, peut avoir
(tout au moins en principe) des états demi-entiers [511,[53].
En réalité, les moments demi-entiers peuvent apparaitre (en
principe) dans n'importe quel mouvement invariant par rapport
au groupe des rotations, et le spin ne présente 13 aucune spé-
eificité a priori. Il suffit, en effet, qu'un systéme en ro-
tation posséde deux foments d'inertie inégaux et non nuls pour
que les fonctions angulaires (7.22), qui interviennent néces—
sairement dans le probléme, aient une rotation propre m' # 0 :
et alors, il peut se faire que.m, m' et j soient demi-entiers,
ce qui est le cas pour une molécule en forme de toupie ou pour
le systéme charge électrique-monopdle (dans ce dernier cas,
c'est le moment cinétique du champ qui est responsable). Mais
dans le cas du mouvement képlérien (atome d'hydrogéne) ou
d'une molécule diatomique, 1l'un des moments est nul : alors

m' =0 et comme m', m et j sont simultandment entiers ou demi-
entiers, on se trouve, dans le cas des nombres entiers qui est
le plus fréquent*. Cela étant, il faut reconnaitre que, si la
mécanique quantique n'interdit pas, en principe, les états mo~
léculaires demi-entiers, on ne les a Jjamais vus. On peut mon-
trer que les transitions entre états’ entiers et demi-entiers
sont interdites [51] et il faut donc admettre que, pour quel-
que mystérieuse raison, les molécules "naissent” dans des
états entiers. Pour le monopdle, la question reste ouverte.

Nous devons maintenant construire les fonctions

sphériques avec spin, ce qui est un probléme classique [54].
. m'm N .

Les fonctions Zj sont, d'aprés (7.26) fonctions propres de

A; et A*, La composition des moments de Clebsch-Jordan nous

e
5K

On vérifie que si m' = 0 (j et m sont, de ce fait,; des en-
tiers), on a bienga;’m = Y?(e,¢), c'est-a-dire qu'on retrouve

les fonctions sphériques de Laplace.

T
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donne les deux spineurs

j+m Z@ ,m=1
o' om 2j+1 J
(7.30) o 7 (+) =
J J-m+1 Zm‘,m
23+1 J
J-m+1 Lm',m-1
o' .m 2j+1 h|
(7.31) e, (=) =
J . /j+m Zm',m
2j+1 j

. s .+ -
Nous les noterons en abrégé sﬁ et Qj. Pour une
méme valeur propre j de Kz, ils correspondent aux valeurs pro-

.1 S >,
pres respectives k = J+3 et k=3 - 3 du moment iotal J

donné par (7.17). On a en particulier, avec k = j - 55

-+ o+ -»’ - -
(7.32) J* ng_l = hik(ket) @ |5 T2 )= htk(ke1)a]

' + ) A~ rd
Les spineurs Qj sont, bien sir, orthonormés. Pouf

intégrer les équations (7.6), nous aurons a faire agir sur Qj
l'opérateur :

Sy

+
c.r ,

S

(7.33) s.n =

tout comme dans l'équation de Dirac [37], mais les formul?s
SR . . ) L m',m
sont plus compliquées a établir, puisque les fonctions Zj

S m
sont plus compliquées que les fonctions Y, de Laplace.

En se servant des .formules de récurrence classi-
‘ques entre fonctions sphériques généralisées [50], on peut
montrer, par un calcul un peu fastidieux mais sans difficulte,

les relations suivantes

+

> + . -

o.n Q. = cos®' Q. + sin®©' Q.

(7.34) J-1 J-1 J
° > > — + -

. = s5in®' Q. - cos6' Q,

g.n QJ sin -1 5
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avec
(7.35) cos @ = ?-

Cet angle* que nous introduisons ici est trés re-
marquable, puisqu'a 1'approximation de 1'optigue géométrigue,
j est le moment cinétique. total (sans le spin) tandis que m'
(qui n'est autre que D, re 1'oublions pas) est le moment ciné-
tique du champ électromagnétique. ' est donc l'angle que for-
ment ces deux moments. Or, Poincaré a montré gque les trajectoi-
res du mouvement classique sont les géodésiques d'un certain
cdne de révolution [15] : @' n'est autre que le % angle du

sommet du edne de -Poinearé. On le voit facilement sur 1l'exposé de

Goldhaber [19] de la théorie de Poincaré : il désigne cet angle

par ¢ et sa définition équivaut i la ndtre {malgré 1'apparence).

Mais o' rappelle aussi un autre probléme : celui de la toupie
quantique que nous avons déja signalé. En effet, ce méme angle
y apparait, avec la méme définition et on montre [51] qu'a
1'approximation classique, c'est l'angle de la précession "a
la Poinsot" : c'est bien naturel, puisque la toupie et le mo-
nopdle dans un champ coulombien obéissent aux mémes lois de
symétrie. En somme, le mouvement angulaire de Poincaré pour le
monopdle est le méme que celui de Poinsot pour la toupie. Ce
sont les mouvements radiaux qui différent, puisque la toupie
est rigide tandis que le monopdle n'a méme pas d'états liés.

8. Les fonctions radiales

Prenons la premiére équation (7.6), mais sous le
forme (4.4) avec W = O et B donné par (7.1) ; en outre la char-
ge électrique e sera incorporée 4 la constante D et on aura,
d'aprés (7.28), D = -m'

(8.1) ' %£=3.'(i$—m'§)g

ct

Nous chercherons les solutions stationnaires ayant

“Bien entendu, cet angle ©' ne saurait &tre confondu avec ce-
lui qui intervient dans la jauge (2.10) ou avec l'angle de nu-
tation.

e
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un moment total donné: disons k = j - %. Nous poserons pour
cela :

~iwt, .+ + - —
(8.2) ’ E=e (Fj_l(r)Qj_1 + Fj(r)nj)
I1 s'agit de trouver F' et F_.*Pgur cela introduisons (8.2)
dans . (8.1) et multiplions par o.n :
8.3) So.n(rt af F7@.) = o.n o.(i¥ - m'B)(F% @b . + Fooo).
(8.3) (3—13-1+ JJ) o.(i m'B)( $-1%-1 JJ)

On appliquera au second membre la formule bien con-
nue : )

(8.4) .k, .k, = Ki.K, + i(A,K,).5

en tenant compte de cé que n.B = O+d'aprés (7.1) et en utili-
sant (7.17). En se souvenant que F~ est radial et @~ angulaire,
on obtient :
+

dej_l .o dF; L 144
(8.5) I Qj—l f T Qj == A.o(Fj_lﬂj_1 + Fjﬂj) +
: o fmt T g I . - -
+ [;— -1 E]O.n(Fj_lﬂj_l + Fjﬂj) .
* : -*
Les 27 étant fonctions propres de J? et 1%, on aura d'aprés
(7.17) et avec k = j - % :

3. ieat = N PP - (i_1)eT
(8.6) Ao i1 (k(k+1) - j(j-1) 419j—1 (3 I)Qj_1
8.7) K.597 = = [k(ks1) — i(i+1) = 3107 = —(i+1)e”
(8.7) i [k(k+1) = 3(3+1) - 7] ; (3+ e

D'autre part; d'aprés (7.34), on a :

8.8) <2t _|5.nlet > = ' <7|s.nle" > = sine’
(8.8) J-llo n| -1 cose' , QJlU n|QJ_1> sine
(8.9) <9§_1(3.ﬁm;> = sino' , <9JT|3.E|93> = -coso!
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En introduisant tout cela dans (8.5), on trouve :
dF*'h—l 1-3 =+ m' o ; -
di + —;i Fj_1 + [;~ + iE](Fg_lcose' + Fj sine') = 0
(8.10) § .=

dF 1+3 - m' Wl ot -~ \
SN S [——+i——](F. sine' - F, cose') = 0
J c) -1 J

Remarque : Le calcul que nous venons de faire dans
ce paragraphe est une adaptation d'un calcul classique en théo-
rie de Dirac [37] : dans le cas habituel de 1*électron dans un

. L .
champ coulombien, on a o' = 3, puisque m' = 0 ; en revanche,
la masse n'est pas nulle.

Pour intégrer (8.10) écrivons d'abord le systéme
sous la forme symbolique :

1 m' w
(8.11) [—-+;—-— g, + [;—+ i —)S(e')}F =0,
avec : ' 1 '
Ff—l cos@e! sine!' —iczg— iczg—
(8.12) F = | 377, s(e) = = e o, e .
Fj sine' -cos@'
Introduisons alors le changement de fonction in-
connue : :
. LS o'
i 102(-4---2-—)
(8.13) F==xe G
‘ r
et nous aurons, en tenant compte de (7.35)
d L . W
(8.14) EI?—;03+IEOIG=O
ou le nombre & est positif et a pour valeur :
(8.15) % = j sine' = /5% —m'? .

L'équation (8.14) a une singularité réguliére a
l'origine [55] et s'intégre facilement par les méthodes classi-
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ques. On trouve la solution suivante qui est réguliére en

r=07:
. P(r,z)]
(8.16) GC=r -
-iI{r,2)
® 2n n ‘ T
p(r,0) = 55 &L L
(8.17) 0% 2% (22+1)(24+3)...(24+2n-1)
I(r,z) . 2((E_I:)2n+l(_.1)n 1
0° 2™t (20+1)(20+3) ... (20 +2n+1)

Mais on observera qu'en raison de (8.13) la fone-
tion d'onde ne sera réguliére que st :

(8.18) ¢« >1 = j>m'| = j>|[D] .

On:voit donc que la condition de continuité des fonctions an—
gulaires nous imposait déja (7.29), mais que la condition de
continuité des fbnctzons radiales exige 1'inégalité stricte

(8.18).

Nous arréterons ici les calculs et nous donnerons
la suite de ce travail dans une autre publication. Signalons
seulement que la solution (8.17) s'exprime en termes de fonc-

tions hypergéométriques confluentes et qu'on peut méme le mon-

trer directement en itérant 1'opérateur différentiel (8.14)
chaque composante de G obéit a une équation du second ordre qui
se raméne facilement i une équation de Whittaker [56].

Mais il est surtout important de noter que 1'équa-
tion (8.14) se raméne, par un changement de variable trés sim-
ple & 1'équation (22) de la référence [20], lorsqu'on fait,
dans cette derniére, M = 0 (masse nulle).

: I1 fallait s'y attendre : en effet le probléme
traité par Kazama, Yang et Goldhaber [26] était celui d'une
particule de Dirac chargée électriquement et de masse non
nulle qui entre en collision avec un monopdle fixe, ou encore:
qui diffuse sur un champ coulombien magnétique ; c'est donc la
version quantique du vieux probléme de Poincaré. Or on comnait
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la grande symétrie qui relie les deux problémes de collision :
celui de la charge fixe et du.monopdle mobile, ou celui du mo-
nopble fixe avec une charge mobile.

Mais nous allons voir maintenant qu'il existe, mal-
gré cela, une différence drastique entre les deux théories.

9. Comparaison avec l'article de Kazama, Yang et Goldhaber
(KYG)

Pour faire cette comparaison, nous devons renver-
ser leur probléme et nous demander : peut-on, en utilisant
"normalement" 1'équation de Dirac représenter un monopdle ma-
gnétique tournant dutour d'un centre électrique coulombien ?
Pour cela, nous devons écrire, au lieu de (4.1)

(91) Ea—t-—a.-6+i_§€(W+;.§)\p=0.

En effet, contrairement & KYG, nous représentons un
monopdle : donc il "voit™" le champ coulomblen "a travers" le
pseudopotentiel (W, B) ‘Mais par contre, nous avons remis le
couplage habituel sur_ le courant (1 o). Or celui-ci est po-
laire, tandis que (W,B) est axial. Pour que (9.1) soit P et T
invariante nous serons donc obligés de supposer que g est pseu-—
doscalaire : c'est l'hypothése dont nous ne voulions pas au $3
et qui remplace donc ici 1l'opérateur (3.4) G = g v, (dans le-
quel g était scalaire).

L'équation (9.1) est invariante de jauge de secon-
de espéce, mais contrairement & (4.1), il s'agit de la jauge
habituelle qui est définie par (2.7). Nous pourrions donc re-
mettre le terme de masse, puisque c'est la jauge (2.10) qui
l'interdisait, mais nous ne le ferons pas pour mieux voir'la
comparaison.

Si nous refaisons les changements de variables
(4.3) en tenant compte de (2.1), nous aurons, au lieu de (4.4)
-le systéme

.21

1 9 O - - >
{_ — - 0,V + i B-(W+ G-B)}C =.0
at fc
(9.2) { *© .
ERENE R FUY 0 5.8 a0

Il ressemble, a s'y méprendre, & (4.4) et on re-
marque que les équations en £ sont méme identiques : il ne
faut donc pas s'étonner si notre résultat du paragraphe pré-
cédent concordait avec celui de KYG, mutatis mutandis. C'est
dans 1l'équation en n qu apparait une différence : le signe
devant le i. En outre, n'oublions pas que g reste un pseudo-
scalaire (et méme un pseudoscalaire d'univers).

Griace a4 cela, le systéme reste P et T invariant
on vérifie que, tout comme dans le systéme (4.4), les équations
en £ et en n s echangent par les transformations (4.5) et

(4.6).

Par contre, la transformation C s'écrit cette fois-
ci, non plus sous la forme (4. 7), mais sous la forme

(9-3) g~ -g, g+ g, n¥, . on+ oo, BR

Donc, contrairement a ce qui.se passalt pour le
systeme (4.4), 1l'antimonopdle a une charge opposée i celle du
monopdle, avec la possibilité de création et d'annihilation de
paires que cela entraine, ainsi que la polarisation du vide
qui s'ensuit. Certeés, on peut conjurer cet effet en réintro-
duisant une masse suffisdmment grande dans (9.1) (la théorie
a deux composantes n'est évidemment plus possible), mais la
seule théorie plausible d'un monopdle léger semble donc &tre
celle que nous proposons sur la base de la transformation de

Jjauge (3.2) ou (4 2) avec introduction de 1'opérateur de char-

ge (3.4).

Mais surtout, 1l'équation (9.1), méme si l'on y in-
troduit la masse, représente un "faux” monopdle. En effet, il
suffirait de choisir un pseudoscalaire K, tel que K2 = 1 et de
poser

(9.4) e = gk, V = KW, i =kB




wh
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pour faire disparaitre toute apparence de monopdle.

On voit que e serait une constante scalaire, (V, K)
redeviendrait un quadripotentiel polaire et, le courant (1, a)
étant le courant habituel, on retrouverait l équation de Dlrac'
Autrement dit, on tomberait sous le coup de l'objection que
nous citions dans 1l'introduction, avec les formules (1.3) (on
aurait simplement K = coty). .

Tandis que si 1'on cherche & remener, par une
transformation canonique, 1'équation (4.1) i une équation de
Dirac sans masse, il faut chercher pour cela une matrtce uni-
taire U qui transformerait les opérateurs de spin (c“,oﬁ en
les opérateurs courants (1 , a). Et cela reviendrait & chercher
une matrice U et un nombre K tels que

(9.5) o, U =KU, vty =

Mais c'est ici qu'on voit que le couplage en 3!
est irréductible & celui en a car on peut vérifier que U
n'existe pas et que le monopdle que nous proposons est donc le
seul que 1'équation de Dirac puisse représenter. Or on a vu

. . L ire(x*
que les deux seules jauges invariantes de la forme et o(x*)

que posséde la théorie de Dirac sont ' = 1 et TI'=y, : que

l'une corresponde a 1l'électron et 1l'autre i un monopdle ma-

gnétique semble satisfaisant pour 1l'esprit. Est-ce aussi sa-
tisfaisant pour l'expérience ? C'est une autre affaire.

10. Conclusions

a) I1 est difficile de conclure vraiment, alors
qu'aucune expérience nouvelle n'est encore suggérée dans cet
article. S'il est permis de réver, j'avancerai seulement une
hypothése. Ne serait-il pas possible que ces monopdles que nous
décrivons ici, bien loin d'&tre rares, soient au contraire trés
nombreux, que nous vivions dans un "vide", un "éther", peuplé
d'une certaine densité de monopdles de masse nulle et de char-
ges opposées (en nombre égal). La difficulté de leur observa-
tion ne proviendrait donc pas de leur rareté, mais de leur
abondance et de leur homogénéité et donc, il faudrait chercher
comment créer une inhomogénéité qui nous révélerait leur pré-
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sence. N'oublions pas que les propriétés que nous avons éta-
blies dans la premiére partie de cet article interdisent la
création, comme l'annihilation, de paires de charges opposées
et, par conséquent, empéchent une polarisation du vide analo-
gue a celle du "vide" électronique. D'autre part, on pourrait
penser que ce mélange de charges magnétiques de signes opposés
conduirait ces charges a4 s'accoupler en des sortes d'atomes
neutres de "monopolium", mais il n'en est rien car on peut mon-
trer {je ne reproduis pas le calcul*) qu'un monopdle de masse
nulle n'a pas d'états liés dans un champ magnétique coulombien:
il est seulement diffusé, comme dans un champ coulombien élec-
trique, mais avec des lois différentes. Rappelons enfin la dé-
composition remarquable (6.12) du courant magnethue de 1'équa~-
tion de Dirac :

(10.1) Ky = &€~ n'n, K} = €756 + non .

Ce courant est donc la somme des deux courants
isotropes en § et n correspondant a deux monopdles de méme
charge mais d'hélicités opposées. On notera que les composan-
tes de temps des courants en £ et n ont des 51gnes opposés.
Or si le monopole n est dans un état congugue de charge du mo-
nopdle &, ¢ est-a—dlre si :

(10.2)  n=¢_ =0, &%,

on vérifie sur (10.1) que K, = 0 . Donc le courant magnétique
total de la paire est nul et cect, bien que les charges des
deux monopdles sotent égales. Et comme, grice i (10.2) on a

@, =@, =0, on aura aussi, d'aprés (6.3) Myy = 0. Donc, globa-
lement, une telle paire "dlsparalt a nos regards", ce qui peut
expllquer la difficulté d'observer un vide de monopbles : en
effet, dans un vide homogéne, chaque monopdle aurait une chance

~de se trouver i chaque instant au voisinage d'un monopdle de

méme charge mais d'hélicité contraire, avec une direction de
mouvement voisine de la sienne.

K|

J'en profite pour signaler que je ne reproduis pas non plus
d'autres calculs dans différents champs électromagnétiques :
tous donnent des solutions de 1'équation conformes 4 ce qu'on
peut attendre d'un monopdle magnétique et qui confirment donc
le bien fondé de 1'équation.
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b) Question générale : la théorie préséntée ici
est-elle une "théorie de jauge" ? En un sens oui, évidemment,
pgisqu’elle se fonde sur une invariance de jauge, mais la
réponse est non si la question s'entend au sens de la théorie
de Yang et Mills* : nous n'avons nullement ajouté aux champs
en présence des degrés de symétrie interne, nous avons seule-
ment utilisé une symétrie que possédait déja l'équation de
Dirac et que possede également, ainsi qu'on 1l'a vu, une cer-
taine classe d'équations linéaires.

“Signalons A ce sujet ltexcellent exposé pédagogiqué de
Jackiw [57].
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APPENDICE A*

Cet appendice constitue un petit complément aux
références bibliographiques. Tous d'abord, sur le monopdle de
't Hooft et Polyakov citons [58],(59],[60] (parmi les trés
nombreux développements qu'a regus la théorie). Mais, pour le
lecteur qui veut entrer dans le sujet, la mise au point. ré-
cente de Burzlaff [61], aussi vaste que claire, sera particu-
liérement précieuse. Signalons enfin un nouvel exposé histori-
que et expérimental [62] qui vient compléter la référence [10]
(1'un des auteurs est commun aux deux exposés). ' :

APPENDICE B

Remarques sur l'équation non linéaire
‘ ivs8/2

et sur la jauge en e

1°) Reprenons l'équation non linéaire sous la for-
me (6.4), par exemple ‘ ‘

(B.1) {r (3, + BoviB) + gu(o?) [B4= i(Fud)vs ]}V = 0

out m(0?) est, rappelons le, une fonction scalaire de R + Q2.

Bien entendu, nous ne saurons 1'intégrer que si nous choisis-

sons la fonction m(p?). Tant qu'on n'a pas de meilleur critére
que la simplicité, on pourra choisir par exemple

(B.2) m(p?) =k, ,

ott k, est une constante qui a la dimension de 1l'inverse d'une
longueur.

Mais dans le cas coulombien, comme @, et @, sont
invariants relativistes, ils ne pourront pas dépendre des an-
gles polaires et ceci, quelle que soit la fonction m(p2?). Donc
1'équation non lindaire aura la méme intégrale premiére de
Poincaré que 1'équation linéaire, c'est-a-dire donnée par

o
Les Appendices A et B ont été rajoutés au moment de mettre
sous presse.
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(7.17) : i1 suffira de remplacer dans J les matrices © de
Pagll par les matrices de spin de rang guatre. Donc nous con-
naissons les fonctions angulaires du cas coulombien dans le

cas général (quel que soit m(p?)) : ce sont les Z?"m. Seules

les fonctions radiales:dépendrdnt,du choix de m(p?).

. 20) Rappelgns qu'il y a fort longtemps, dans une
autre optique que la notre, Heisenberg avait proposé 1'équa-
tion de champ libre [63] : ‘

B. ) 3 2( -
(B.3) T uw'z(w)w—o.

N :
- Elle ressemble & (B.1) en l'absence de champ élec-
tromagnétique, avec m(p?) = 222, mais 1'absence du terme en Q,
est essentielle car (B.3), de ce fait, n'est pas invariante

N . iv;8/2
par rapport i la jauge en e’ 'S / et, contrairement i notre

équation (B.1), elle ne contient donc pas de monopdle magnéti-
que. ' '

3°) Dans des travaux datant de la méme époque [64]
[@5],[66} et qui se trouvent, en fait, & 1'origine des réfle- ’
Xlons qui ont conduit au présent travail, on avait décomposé
comme suit le spineur de Dirac

iy L

*1s

(B.4) v=vo e ZLRg s
0

ou o est la densité /Q{+Q}, L une transformation spinorielle
de Lorentz, R une rotation et A un certain angle pseudoscalai-
re (on_remarque que 0, L, R et A donnent bien 8 variables). On
montrait alors qu'en vertu de 1'équation de Dirac, on a les
deux crochets de Poisson ’

(B.5) (3,91 = 8(FF),  [5K] = s(3-F)

ot J, et K, sont les composantes de temps de J,, et K, définis
en (2.8) et (2.}2) 5 ¢ est l'angle d'Euler de rotation propre;
A est l'angle figurant dans (B.4) et on a en outre
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(B.6) , = p cosA , Q, = p sinA .

Dans les mémes références, on montrait que la
transformation de jauge habituelle au sens de (2.7) est une
transformation additive portant sur l'angle ¢ de rotation pro-
pre, ce qui est satisfaisant lorsqu'on voit, en (B.5), que ¢
est canoniquement conjugué i la densité de charge électrique
(quatriéme composante de J ). En effet, on reconnait dans
cette relation la conjugaison entre la phase de l'onde et la
densité de charge électrique : relation qui devient, avec la
quantification du champ, la conjugaison canonique entre la
phase et le nombre d’occupation (d'ou la Siéme relation d'in-
certitude d'Heisenberg). Notre interprétation dégage donc une
phase commune aux quatre composantes du spineur de Dirac avec
une signification géométrique simple.

Mais maintenént, la seconde relation (B.5), qui
nous avait toujours paru mystérieuse, s'éclaire & son tour,
puisqu'elle signifie maintenant que l'angle A est canonique-
ment conjugué a la densité de charge magnétique (quatriéme
composante de K,). Or, reprenons ici les formules (6.1) et
(6:2) ; nous avions montré, en effet, que si on applique au
spineur la transformation de jauge

! . e’

lYSE
(B.7) - b Po=e v,
les deux invariants relativistes @, et 2, se transforment se-
lon la loi . :
Q! cos® -singlfQ ' .
5.9 (3] - 1S Il2:) -

( ) QY siné@ cos6 jif,

Mais si nous introduisons ici les formules (B.6),
nous voyons que :

(B.9) Q) = p cos(A+8), -Q; = p sin(A+8) ,
ce qui se vérifie, d'ailleurs, & 1'évidence sur (B.4).

Autrement dit, de méme que la loi de jauge ordi-




naire en e est additive sur 1'angle de rotation propre, qui

est conjugué % Jy (charge électrique), on voit que la loi de
1vsz ‘

Jjauge en e est additive sur l'angle A qui est conjugué de

K. (charge magnétique)-

On observe également que la conjugaison canonique
entre A et K, doit entrainer une 6iéme relation d'incertitude
d'Heisenberg, dont le sens reste toutefois encore obscur car
il faut clairement comprendre ce que signifie une mesure de A.

4°) On sait que, depuis trente ans, Louis de Broglie
[67] et un groupe de ses éléves ont tenté un développement de
la mécanique ondulatoire qui serait fondé sur une représenta~
tion du dualisme onde-corpuscule par des ondes d bosse, solu-
tions d'équations d'ondes non linédaires. L'objet, sinon 1'idée
physique, s'est aujourd'hui popularisé dans la théorie des so-
litons. Mais 1'obstacle qui a toujours bloqué l'avance de la
théorie de de Broglie est que nous ne possédions pas de prin-
cipe physique simple qui nous imposerait une équation non li-
néaire donnée ou, au moins, une classe suffisamment bien dé- -
finie de telles équations. La loi de jauge proposée ici
pourrait, comme on l'a vu ici et au §6, constituer un tel
principe. On ne saura s'il est valable qu'en recherchant des

solitons dans la classe d'équations non linéaires et en étu-
diant leurs propriétés.
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