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ESSAT DE DETERMINATION D'UN PAQUET D'ONDES SANS ETALEMENT
" REPRESENTANT UN PHOTON OU UNE PARTICULE MATERIELLE LIBRES

par Jean RICARD

Dans les ouvrages classiques de mécanique
quantique, on démontre qu'un paquet d'ondes satisfaisant
1'équation de Schrédinger, obtenu par superposition d'on-
des planes présentant une dispersion en fréquence et en
direction subit toujours un étalement au cours du temps(1}.
On ne peut donc représenter une particule libre par un tel
paquet. De Broglie(2) admet qu'il faudrait adopter une
équation des ondes non linéaire pour supprimer 1l'étalement.

‘ Cependant toutes ces démonstrations supposent
2
1'approximation non relativiste (énergie = ga) et ne sont

faites que pour une particule matérielle. Dans 1'annexe,
j'examine le cas du photon en superposant des ondes élec—

(1) Voir de Broglie. Introduction-a la Mécanique Ondula-
toire 1930, p. 278 et L'électron Magnétique 1934, p. 1869.
Bricout.Microénergétique, 1933, t. 2, p. 124. De Broglie,
1956, Une tentative d'interprétation causale et non liné-
aire de la Mécanique Ondulatoire, p. 238. Messiah, Méca-
nique Quantique, t. 1, p. 184. Cohen-Tannoudji, Diu et Lalog,
1973, Mécanique Quantique, t. 1, p. 64.

(2) de Broglie, référence ci-dessus, 1956, p. 96.

Ce texte nous a 6té remis peu de temps avant son décés sur-
venu en 1981. :




102

tromagnétiques planes présentant une dispersion gaussienne
2 la fois en fréquence et en direction. Dans une premiére
approximation qui assimile & 1l'unité le cos6 par rapport
4 la direction moyenne de propagation on obtient un paquet
d'onde sans étalement. Mais dés qu'on tient compte du 2é&me

. 1 L B
terme dans cosf = 1 - E(Bz+g2)+..., on retrouve un étale-
ment. ‘

. Signalons toutefois que de Broglie, dans la
référence(2) et également dans {3) dorine une équation
d'onde sans étalement dérivée de l'onde sphérique

2ni
: —(wt-pz)
(1) u = ¢ e h avec w = Eig——,
(z-vt)? v/1-872
x2+y2+l—_?2———— B
p = MY
/1-8?

mais cette équation ne convient pas car l'intégrale de UU*
dans tout 1l'espace ne converge pas et n'est pas normalisa-
ble.

I1 semble en conséquence que la mécanique
gquantique ait définitivement renoncé a pouvoir représen—
ter une particule libre par une fonction d'onde, ce qui
cependant pouvait apparaitre comme le premier probléme 2
résoudre, et que toutes les tentatives dans ce sens soient

vouées a 1'échec.

Cependant cette situation n'est pas satisfai-
sante. Dans le cas d'un faisceau lumineux étroit, on peut

bien dire que 1'énergie des photons étant exactement connue,

leur position est totalement indéterminée, mais la considé-
ration d'une ond% plane avec des nombres d'occupation n'est

(3)De Broglie, 1957, La théorie de la mesure en mécanique
ondulatoire, p. 58.
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pas adéquate, car rien ne montre pour quelle raison les
photons sorit concentrés prés de 1l'axe.

. La présente note a pour but de montrer qu'on
peut arriver & une équation d'onde sans dispersion riorma-

~lisable, et je considérerai d'abord le cas du photon. Si

le photon existe (certains auteurs le nient en revenant

3 1'idée originelle de Planck suivant laquelle la matiére
et l'émission de rayonnement est quantifiée mais pas la
lumidre en propagation) on ne peut éviter de l'associer

a4 une onde électromagnétique. C'est celle-ci que je consi-
dérerai et non- pas les fonctions d'onde de probabilité
(qui sont au nombre de 16 dans la théorie de fusion de

de Broglie et qui sont liées aux grandeurs électromagné-
tiques).

Pour que l'onde soit recevable, il faut

1°) qu'elle ne présente pas d'étalement

2°) que l'intégration de l'énergie dans tout
1'espace converge afin qu'on puisse exprimer qu'elle est
égale A hu.
La premidre ‘condition implique que x étant la coordonnée
suivant laquelle le photon se déplace, x et temps t n'in-
terviennent dans l'équation d'onde que par le groupement
x-ct. Nous chercherons donc, la fréquence étant supposée
fixée, une équation de la forme,:

- i —-(x—ctf}
E& = f(y,z,x-ct)e :
d'olt en appelant P l'exponentielle et u = x-ct
3%, _ 3:f 22 " f 3%Ey 32f .. af 2
Y = P s, =¥ = P —5 = (% - 2= _ ki*f)p,
ay 2 ay?’ zE;y P og7r 35z = (Guz = 2k 55 - KHOP
2? 3f af 2 2
L = - 3 = 2]
Py (557 - 2ik 35 - k*f)e

Ey satisfait 1'équation générale des ondes
/ .1 #E
s By = o7 e = O
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= 0 équation de Laplace.

(2)

f est donc une fonction analytique de la variable complexe
z =y — iz soit )

= Ply,z) + 1Q(y z) (P et Q réels)

(3) avec. 3 P=-3 Q, 3 P=23 Q

y z Z M
ou &tre identique séparément & P(y,z) ou Q(y,z). (Nous
avons choisi ici Z =y - iz plutdt que Z.= y + iz pour cor-
respondre a l'onde (7) donnée plus loin).
Mais il ne suffit pas que l'équation des ondes soit satis-
faite pour que le§ équations de Maxwell le soient. Il faut
en outre que div E = 0. Comme nous cherchons une solution
qui présente une certaine symétrie par rapport a l'axe Ox
et que 3y Ey n'a aucune raison d'é€tre nul, il faut adjoin-

dre a Ey une composante Ez a laquelle correspond

f' = P'(y,z) + i Q'(y,z)

telle que
3P+ 13 Q+3 P'"+1i3 Q'=20
d'oun y J 2 z

3, P' = -3 P =23 t= - =

2 y z Q 32 Q By Q Bz P
ou en éliminant les constantes qui donneraient lieu a des
ondes non normalisables

P' = Q, Q' = -P, f'=-1if.

Si on était parti de Z = y + iz, on trouverait de méme
P' = -Q, Q! P, f' = if.

Ainsi, nous avons démontré avec la seule hypothése du non
étalement de 1l'onde que celle-~ci est polarisée circulaire-
ment, ce qui est normal puisque le photon doit présenter
un spin ; et ceci sans expliciter la fonction f.

Un deuxiéme résultat intéressant de . ce qui précede, qui
suppose que Ex = 0 est que le champ magnétique suivant Ox

105

est également nul. .
En effet (pour € = p = 1, puisque le photon ne se congoit
que dans le vide)

H = (aE 8E)——(3P'+13Q'—8P—13Q)
X k''y =z y

" Or, dans la solution Z =y - iz

3P'=3Q=23P et 3Q'=-3P=230Q
y y 2 y Yy 2

et on trouverait de méme Hx = O avec Z =y + iz.

Pour expliciter f, partons d'ondes élémentaires

. - i2nv(§ - t)
E = f z)e i
Eoe Wy,2) -

dont la fréquence a une -dispersion gaussienne autour

d'une fréquence moyenne et suivant le procédé habituel,

integrons 40 ~m0le - i2nv(l+e)(§,— t)

fi{y,z) f e e - de

—— GO

Nous pouvons intégrer pour des valeurs négatives puisque

si v(l+e) est négatif la deuxié&mé exponentielle peut
12nvil+e[( ~ t)

s'écrire e ce qui donne une onde élémen-

taire qui satisfait le probléme. Le résultat (voir l'an=

nexe ol le méme calcul est fait) es’t2

- i=—(x-ct)

1 (x—ct)? o : .

(4) Ey = fl()’rz)'gex?(‘" 3ig? e ) EZ = ‘lEy

Dans ces conditions les cqmposantes du champ magnétique

des ondes élémentaires sont :

. : .. E

i i . . i [3
H =-=93E =23 (~iE =iE ,H =3=_dE_-F
ye k "x zg k x( ym) ye' za. k 3x Ve
et la méme intégration donne pour les champs totaux
H, = H, = . En ce qui concerne f,, considérons
les solu%lons particuliéres de 1'équation de Laplace
dans les coordonnées cylindrigues p,8,x avec y = pcosé,
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z = p sing : ...pn(Cncosne +‘Césinne), p(C,cose + C}sine),
1 . 1
A, B logp,‘;(D,cose + Disineg)... ~E(Dncos né + D' sin né)
n

)

P
A, B et les C, D étant desﬁéonstantes et n étant entier.
L'intégration de 6=0 & 2n de f,f¥ correspondant & un quel-

n
conque des termes donne 2mp Cn etc. D'autre part, comme

|

:la solution en %7 est la premiére qui soit possible, et

« @

R

a - a a

1 e ®
211’"‘5'9 dD = J bid —d—R = o et J 2% 1—; p. dp = J o =
a p . 2 o} 2

les suivantes, pour n > 2 le sont aussi, mais il subsiste
la difficulté que 1'intégration depuis p=0 donne un résul-
tat infini. Elle ne peut &tre évitée par aucune modifica-
tion de ces solutions. Considérons par exemple la solution
i2e

e y? - 2?2 + 2iyz 1
£, = - _
(5) ) 0?2 (yZ + z2)°2 7 - i2)?
1

a2 quoi correspond f,f} = WE+ z9)2

On pourrait essayer de remplacer y par y + a + ib et z
par z + ¢ + id, a,b,c,d étant des constantes ce qui sa-
tisferait encore l'équation de Laplace. Le dénominateur
de f,f* deviendrait (y + a - d)? + (2 + ¢ — b)? et pourrait
encore s'annuler pour y = 4 — a, 2 = b — c. On ne ferait
que déplacer la difficulté.
En fait, il n'y a que deux moyens de se tirer d'affaire
Le premier qui avait été envisagé par De
Broglie lui-méme & propos de (1) (voir référence (2))
consiste & admettre que 1l'onde régne seulement au-delad
d'un certain rayon p, ol le module des champs atteint sa
valeur maximale, mais la brusque discontinuité pour p=p,,
les champs étant nuls pour p<p, né parait pas recevable.
Le deuxiéme consiste a admettre que

26

2 2 -
126 i
pour p>, et (5) e pour p<p ¢
P

(6) £, = (22) e
o
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I1 n'y a alors aucune discontinuité des champs E , Ez, Hy,
H, pour =0, mais seulement de leurs dérivées. ge ?1us,
et ceci est important, il n'y a aucune discontinuité des
champs Ex et Hy qui dépendent de ces dérivées puisque les
champs Eyx et Hx sont nuls en vertu des relations (3) qu'on

‘peut vérifier facilement 3 partir de (5) et ceci est vrai

quand p tend vers p, par valeurs supérieures ou inférieures.

Le point faible de 1'hypothése précédente ré-
side dans la discontinuité. des dérivées mais les équations
de Maxwell restent applicables sans aucune approximation.
Je pense donc que cette solution (8) est admissib%e. Voyons
a3 quoi elle conduit. Les champs seraient donc, A étant un

coeffic¢ient constant u : u
2 -
' “L —n{—)? - i2w%=-
P, 126 Ao Ao
(7) pour p<p,, Ey = A(—)%e" e e
Po (22 i2ns
Poy 2 i26 AC A
pour p>p,, E = A(;~) e e
EZ —_-‘-—iEy, E)‘( = 0, Hy = 1Ey, HZ = Ey, HX = O. “(u——)z
rt réel E ; P y2g0526 -12)E  pour
La part réelle du champ E est RE g = A(B:) cos2( -my)= P

~ R p ~ _
p<p,, ou méme expression avec ;1 pour p>p, RE, a meme ex

pression avec sin auulieu de cos et le module de E est
! 2
—_—f i
. (xo)
[ P
Al(=) 2]
Po o] [ ) R
A un instant donné, si on se déplace sur un cercle, le )
champ a une grandeur‘cqnstante, mais tourne deux fois suil-

. . i38 ; i2e
vant le croquis. Si on adoptait e /p? au lieu de e R /0%,
i1 tournerait 3 fois, etc. Pour t donné un champ de méme

direction s'enroule en hélice avec le pas Ax = A en meme
; x—-ct
)2
Ao

. —7{
temps que sa grandeur varie suivant le facteur e )
I1 s'ajoute donc a la polarisation circulaire en un point
donné une symétrie hélicoidale. On peut remarquer que quand
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p tend vers zéro, lé champ pour x et t donné doit avoir
une direction déterminée, ce qui serait incompatible avec
les directions variables du croquis. Donc le champ ne peut
qu'étre nul, et ceci confirme le bien fondé de la loi en

05“)2 pour p<p,.
0

Intégration de 1'énergie

Nous faisons le calcul pour € = p = 1.
La densité d'énergie est %lﬁﬁ* + OA* = B E_* d'aprés ce
qui précéde. vy

L'énergie totale est donc u
- 2nlyrgr)’

p N
Az[{ 2n(=—)*p dp + J 2n(£2)" 5 dp] % du
0 Pe o] ¢
Po -
T %]'ﬂpg or _ 2/2 ., 1piA
62/3 3 [}
qui doit étre égal a hv = 2nfr & .
A
On doit donc avoi
e At = 3w o —
] ‘/'é' Do)*
+ -
et |E| ou |H| devient
, ((x—ct))z
> Y1 - v
(8) [B] = /22 L&)z (Re)2)e re
/5 /(;Do)\ P Y

Supposons que le champ maximal qui a lieu pour p=5,, x=t=0

~
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ait une valeur donnée. Ce champ est

1
(9) [E,| = /=
V2 /0 peh

dans lequel les paramétres inconnus o et g n'interviennent

que par le proddit Yop,. Dans cette hypothésé assez natu-
relle, plus p, est grand (grande dispersion suivant le
rayon, plus o est petit (petite dispersion suivant Ox). On
arriverait ainsi & la conception d'un photon qui pourrait
indifféremment se concentrer sur l'axe en aiguille avec

une grande largeur en X {ce qui pourrait correspondre & un
phénoméne d'émission de dimensions atomiques) ou se concen-
trer en X avec une grande largeur en diamétre (ce qui pour-
rait expliquer les phénoménes genre trous d'Young), tout en
conservant son énergie hv et sa quantité de mouvement h/x.

Remarduons d'ailleurs que ce mouvement d'accor-—
déon serait compatible avec les équations de Maxwell. En
effet supposons que pendant un certain intervalle de temps

p, varie suivant pj = 0o (1+ut) et qu'en méme temps on change
la coordonnée p en p' = p(l+ut), todisparaitrait dans le
v /o0, a 5 [ <A [ 1 4
rapport po/p De méme si ¢ (TonE)? etuu , ull+ut)*,
ﬂ(zg)

t disparaitralt dans 1'exponentielle e Mais pour que

la phase 2(8 - n%) ne change pas, il faudrait supposer que

1'on change aussi la coordonnée 6 c'est-a-dire qu'on rap-
porte le phénoméne a des axes tournants. Il suffirait
d'ailleurs qu'en fin de variation u/X ait varié d'un. nom-
bre entier pour que la phase et les champs gardent la
méme valeur en p', u' qu'un point initial p, u.

Voyons quel peut &tre l'ordre de grandeur
des champs en p=p,, u=0. Si on se place dans le systéme
MKSA, il faut écrire la densité d'énergie Z;pQHZ mais

\ -
He = 47l0 7. Il faut donc écrire
e 1

/31077 /5 oo

1| -
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soit pour A = 0,5 10‘6,
34
1| = .1,0846.10 ~ .3 108 1 1 1,66 1073
= L - =5 —— =~ MKSA
Y2 10 510 " V/op, Yo p,
16,6 ’
= gauss.
O py

" ‘Pour le champ électrique, il faut représenter

la densité d'énergiel par = E2 et dans le systéme MKSA

1 107 4m —7
€, = T = 5 I1 faut donc remplacer 10 dans
0 (3.107)%4n
le dénominateur du radical par
7
10 -
—5 T = 0,773 10 12
(3.10 .4n)?2
et 0,59
|[E] = 22= volt/m
/EDO
Supposons que p, soit de l'ordre des dimensions atomiques,
. -10 .
soit 10 m et que 1'écart quadratique de u, soit L 10"10
/2

également d'ol o = 2,82 10'4, /o o, = 1,68.10_12 on trou-
verait les valeurs énormes de
12 11
9,9 107" gauss et 3,5 1077 volt/m
qui sont absolument exclues (la rigidité é&lectrique de 1l'air

est environ 3}106 volt/m).

Si maintenant p, est de l'ordre de la longueur
. -6 —
d'onde, soit 0,5 10~ m et Ao//2 également, v/5 g, = 0,59 100
et on obtient les valeurs
7
2,8.10° gauss et 106 volt/m

qui sont encore grandes mais peut 8tre admissibles. On en
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conclut que les écarts moyens doivent au moins &tre de
l'ordre de la longueur d'onde. :

Remarque
On pourrait étudiér de méme les solutions pour lesqguelles

‘n > 2. Le coefficient 4/3 dans 1l'intégration en p serait

remplacé par un coefficient différent. Remarduons que la
série
ae ae ae

1+ + +
2 o pZ

(2is 16 219 ] i2e

ie
0 ae

P

p?1 -

ne conviendrait pas car dans f,f¥ le dénominateur
p2(p? + a? - 2ap cosB) s'annulerait non seulement pour
p= 0 mais encore pour c0s8 = 1l et p = Za.

2°9) Particule matérielle & une seule fonction d'onde
(sans. spin) sans potentiel :

"Dans le cas relativiste, la fonction d'onde
doit satisfaire-1'équation de Klein—Gordqn

1 27

b= = b = ki ¢ avec ko = i— moC

qui est satisfaite en particulier pour 1'onde
kK, (XE
/1-g7'¢

- i - ctJ

by = €

dont la vitesse de phase est c?/v et v la vitesse de groupe.
On ne peut pour obtenir une dispersion en x (ou en x-vt)
appliquer la méthode précédente car si on fait varier la

fféquence v, M et = ne varient pas dans la méme

/1-82 /1-82 :
proportion. Ainsi, supposons.que
l+€ soit , /1-87
= (1 + ¢)? 1

soit multiplié par

v
3 1 - =
C C
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PN
|t
+
lul
~—
»
i
—
juy
i
X
~
ol<

2
— /1, + E—2-(2€+ez)
vtZ 1 - v . v v
Ji-% ot Si-5

Si on ne conserve dans le développement du radical que

2 2
le terme en e, v//1 -~ %7 serait multiplié par 1 + %7 e et
on aurait K vi c?

- i ——i——{g—(l + ;7€)~C (1+e)t]ds
: [ -ng?e? /1-82
e e
-1 e202 &+ gimig—(SX—ct) - EEE——(EE - ct)

f hv/1-8? V/1-8?2

= e de e
2 u %

PR, e C (X 2

1'intégrale donnant 1 “ozhz(l—ﬁz)(v t)

— €
g

On obtient bien une dispersion gaussienne sans étalement.
Mais si on tient compte du 2&me terme en e? du développe-
ment du radical, il s'ajoute un terme en ie? & o? et par
conséquent aussi au dénominateur de l'exposant de 1'expo-
nentielle précédente. Il y a étalement et le procédé ne

convient pas.

Pour qu'il n'y ait pas étalement, il faut que
Mo (XX o)
x et t, en dehors de P = e /1-87 ¢ n'interviennent
que dans le groupement x-vt, et nous chercherons une fonc-
tion de forme

Y o= f(y,z,&—Y—L)P
/1-8% X—vt
qui donne en posant u =
/1-g*
3rf Aff 1 3*f  2ik, v af ki wv?
by = [ay2 * 922 Y 187 3u? T I8’ ¢ au _ 1-8% o7t JF
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A%y v? 3 f 2 i k, af k 2
atZ T |1-8%7 9u? " 1 — 8% 'C Bu T 1-g? fehjp

. 1 9%y 32f 3%t 3%f -
d'ou AV - —C-—z- ——-atz = ayz + Py + 7 + kz v

I1 faut donc que

3f 32f 32f
(10) ay? Y 92z Y 3ar T
C'est encore une équation de Laplace comme pour le photon,
mais & trois dimensions ce qui .va conférer & la solution
un caractére trés différent.
La solution la plus simple de (10) est

1 N et e
f= 5 avec R = /vyt + 2zt +u

C'est justement la solution (1) de de Broglie déja citée.

© On peut obtenir une solutiory qui donne une
énergie de carré sommable en dérivant par rapport a u,
soit en coordonnées cylindriques avec y2? + z? = r?

(1)
Rcos#8 cosé u
(11) f = u = = A
' (y2+zz+u2)3/2 R? R* (r2+u")3/2

Mais 1l'intégration de ff* ne peut &tre faite jusqu'd R=0,

et nous sommes amenés comme pour le photon & n'employer
cette solution que jdsqu‘é’R:Ro en 1'écrivant

(gi)zcose quand R > Ry
Pour trouver une solution valable pour R < R,, on peut
utlliser la propriété connue que si f(y,z,u) satisfait (10),
ﬁ f(y/R?*,2/R*,u/R?) le satisfait &galement, ce qui donne a

partir de (11)

(1) Cette solution est mentionnée dans la référence (2)
de de Broglie, p. 97 ; et qualifiée de dipolaire {(voir
plus loin).
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~
(12) f=u=R cosé valable pour R > R, )
’ et en faisant la transformation indigquée plus haut ce qui
Une solution est donc donne N )
. u
= (oo > R < 1RZC°RT 2 = R%(1 - 3cos?e)
(13) Vo= R )fcosé P pour R > R, et R, cosé P pour R < R, - (18) T, = = T = R? - 3u? = R ~ 3cos
i BT
qui assure la continuité de ¥ mais non pas de sa dérivée par R
rapport a y, z ou u pour R = R, . ) ou (B_)Z(l ~ 3 cos?6) valable pour R < R,
L'intégratipn de Y¥* dans tout l'espace donne R, :
© 21 - m w
pour R>RGJ dr f dé f de(B—l)“coszesineR2 = fl-TrR‘,; 9§ = 3nRg
R - 3 R 3
R, ‘O 0 R, .
our R<R 4 e rRoR“dR -4 wR3 u total 8 m R}
pou ° 3 "R? )o 15 Ty @ 5 " Ro-
y <]
Pour normer p*, il faut donc multiplier (13) par (gnag)‘é, AN )
soit
vy _ Havos
(14) pour R>R,, wn = (gn) 4RéR 20059 P,
iy — . .
pour R<R,, ¢ = (gn) 4R05/2 R cose P y ‘ N
Les courbes d'égale densité de probabilité W s'obtiennent, ‘ . a
pour R'> R, en exprimant {non compris le facteur de norma-
lisation) qué L'intégration de 1'énergie donne comme
m .
u? = W(r? &+ yu?)? ou r? = (uz/w)l/3 - u? f“ (1-3cos?0)?sin6de = J (1—600826T9cos“6)sin6
0 0
. . _ % . 3 9 s ™
Pour R < Ry, on a simplement u = W? = Cte. La fig. 3 re- = |-cosb+2cos’s - gcos 8l =7
présente ces courbes dans un quadrant en coordonnées u, R. - ’ ) 0
La densité est maximale, égale & 1 au point dtaccumulation ROR 147 = Bi R = 14 s R
A (et au point symétrique) par rapport a l'axe des r. On pour 0 R =3 0 140
peut donc qualifier cette solution de dipolaire. (17) R, otal 57 7 R3

ROR" 14 3
Une deuxiéme solution est obtenue en dérivant R<R, 14n IO RZ dR = 5 7 Ro

une deuxiéme fois, 1/R par rapport a u : et

RZ-3u?

1 R 140
(15) £, = —gE = ﬁT(l — 3cos?8) ou (51)3(1 — 3cos?s)

21

-%.3/2_-3

(18) pour R>R, wn = ( 7) “Ry’ "R " (1-3cos?6)P,
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‘Z “7/2R2(

140
pour R<R,, ¥ = (=—m) R, 1 - 3cos?8)P

n 21
La fig. 3 montre de méme la forme des courbes W = Cte. La
solution comporte un point d'accumulation A ainsi que le
point symétrique par rapport & Or, et un cercle d'accumula-
tion B.
Des solutions plus compliquées pourraient &tre trouvées en
continuant a dériver (11). Il y aurait plus de deux directions
correspondant a W = 0.

Remarque. Si on dérive par rapport 3 y ou z au lieu de u,

on aurait également des solutions qui satisferaient (10).

Mais pour conserver une symétrie axiale, il faudrait écrire
2 + ZZ rZ

y + iz 1 .
f=Sgr ou £ = I—® = o < 5o sin'e

ce qui conduirait a adopter

R i . \ i
pour R>R, (Ei)ze ®sine P pour R<R, §~ e ®sing P.

[
Les courbes W = Cte seraient obtenues comme pour la fig.2
mais en intervertissant u et r. On aurait un cercle d'ac-
cumulation pour u = 0.
De méme, pour la solution suivante (fig. 3), les axes se-
raient également intervertis.
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Annexe. ESSAI DE DETERMiNATION D'UN PAQUET D'ONDE PAR
SUPERPOSITION D'ONDES PLANES REPRESENTANT LE PHOTON

Afin d'obtenir un champ électriqge E qui ne
présente de valeurs notables qu'au voisinage de 1'axe Ox,
admettons d'abord qu'il soit représenté par

+1 41 2 2,2 . T w2 aZ

- ~-ik z Y1-y2-
AL B zv[ J (E_E ,E )e° m{B*+y )e ik(yB+zy+x/1-v2-B%)
X z ) -

~17-1 iwt )
e dsg dy
qui satisfait 1'équation de Helmoitz. Comme divﬁ‘z 0, il
faut que :

Ex/l—Yz—Bi + EyB +E =0 ouca'a + B'B + y'y =0
si a, B,‘Y, sont les.cos directeurs de la direction de
propagation d'une -onde plane élémentaire et o', 8', v'
ceux de E, ce qui revient a dire que le champ &lectrique est

perpendiculaire & la direction de propagation. Choisissons
B' = 0 ; on a alors

a'a + v'y = 0 ’ al

D'ol, en convenant que y' est positif

//’ Y’ . Y
- Z 3 a’ = -
i-8 ‘ /

-Y L

1-8%
E = a! = = yv' E
E. a' E s Ey o , EZ Y
E étant un scalaire qui peut &tre complexe.

'Si o est assez grand, l'intégrale n'a de valeur
significative que dans la zone ou B et y sont petits, par
exemple si o = 1000, exp(-o2w{B82+y2)) < 10~8 51 8 = y > 1073,

11 en résulte
1°) gu'on peut sans erreur sensible intégrer de
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-® & +» au lieu de -1 & +1 ou méme au lieu de -8, a +8,.
Ainsi pour ¢ = 1000, 1l'erreur relative sur exp(-o2ng?)
serait environ 5 10-6 pour Bi = 0,001 et ne serait plus
que 1,5 109 pour By = 0,004/n.

2°) que dans le calcul de l'intégrale, on peut
négliger B? et v? devant 1'unité c'est ce que nous appele-
rons la premiére approximation.

lére approximation

Dans cette premidre approximation, v'" = 1 et
a' = -y, a = 1, Calktulons d'abord E,. Les intégrales en B
et y se séparent et en remplagant k par 2n/x = &
o a2 N
E f e ginp e i2nB

A(2) E, = A dg

— o

+eo 2 .2 . z
-0 - =
J e Ty e lank dy

. X
N elm(t - C)

Pour la premiédre intégrale, on écrit
242 Yy i . iy,? Yy
O°B% + 28 -1 = (0B + v (AG)

et on prend comme nouvelle variable u = o8 + %%

Liintégrale devient 2

f -ru?du —n(X—)

e — x e Ao
r o

u décrit dans son plan complexe une courbe qui pour 8 =
est telle qu'en posant u = p el¢, ¢ tend vers zéro, cos2¢
est positif et 2 .
' pe P (cos2¢ + 1 Slnzq’)tend vers zéro,
La valeur de 1l'intégrale est donc la méme que si on in-
tégre en valeurs réelles de u entre - et +=, ce qui

donne B (X_)z
1 o
~ e
o

D'ailleurs, on aurait pu écrire directement ce résultat
en remarquant que 1'intégrale n'est autre que la transformée

-
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de Fourier de exp(-c?wg?). , )
Le calcul de l'intégrale en v est le méme et au tptal
A 1 i yi+z?

X
P L R | t - =)
s e  Aig? elw( c

A(3) EZ = E 5

Le calcul de EFy ne différe du précédent qu'en affectagt
du facteur -y l'intégrand de 1'intégrale en y qui devient,

iz
avec v = (u - KE)/O

z 2 z 2

-n(==) " -7 (=)

+® 2 i "(35) iz Ao
- iz, 1 . Ao _

- J e ™ {u - X;)ET du x e = 357 e
—_C0
2 2 .
, y24z . Xy
N PR LY
x = " g3

quant aux champs magnétiques, ilssont pour chaque onde in-
dividuelle donnés par

_ i _A =y E —-aE = (ya' - ay')E;
Hy = (3, E -3 E ) =yE 2

= —-a'B E
X

It
w
=
I
e
=2
=
jav
N
]
|
™
t3

AHX

Nousvne faisons pas intervenir ici le facteur./f/uf le pho-
ton n'existant que dans le vide (systé@me d'unité mixte

€ =yp = 1), . ®

On a doric dans la premiére approximation

H, = E(-y%-1) = -E , Hy = B8E , H, =vy8 E =20

Y
d'ou suivant le -méme calcul que précédemment
y24z? ( Xy ‘ iy 2422
—-r=5—— iw(t - — - 1 M55
Hy = -E %7 e Ao? e ¢’y Hy = -E Ji7e Mo

fo(t = X
Stult -3, d, = 0.

La densité d'énergie moyenne en un point donné (c'est-a-
dire ne comprenant pas les termes qui dépendent du temps)

est



120

2 2
~2"y +2

2.2
Ye Ao

> > *
A(4) %(EE*+HH*) = EE“(Z +

y2+22
AZo"

Dans une tranche x, 1l'intégration de 1'énergie de
r=v/y*sz? =0 ar = o donne bien une valeur finie, mais
pour pouvoir exprimer .que l'énergie totale du paquet d'onde
est Nw, il faut obtenir/un amortissement en x.

On peut y parvenir en considérant que dans (1) les ondes
€lémentaires ne sont pas exactement monochromatiques, mais
que la pulsation est égale a w(l+e), avec un facteur
—HEZG'2 '

e

, seules les valeurs de ¢ voisines de zéro étant
significatives. k est égale & w(l+e)/c et (1) devient

. +1 41 ;4 _x2 2 2
a(5) E = I J f (5,5, B )™ T8
1’217 Y

. (1+e) TRETT
e (yB+zy+x/1-B 2~y )e_€2°|2eiw(l+€)t

e dBdyde.
Pour simplifier 1l'expression, adoptons les coordonnées ré-
duites x/A= x, y/» =y, z/x = z, A étant la longueur d'onde
de base 2mc/w, et de méme remplagons t par tT = 2ntfw. De
plus, négligeons les produits EB et Ey, de méme que 8%+ v2
sous le radical

N +1 +1
A(B) F = j dsf dy
-1 -1

@

_ 2(p2, .2 v2_2
f de(E_.E E )e m(o?(B?+y2)+0'%e?)
1 X yl=

e—2ni(§B+ZY+x)e—2ni(l+e)(;—E)

L'intégration en 8 et vy se fait comme précédemment, et il

reste l'intégrale en ¢ soit pour Ez
) *® §2+Ez v2_2 : boires
E, - & ET [ T o Mo e e—2n1(l+€)(x—t)

- o

—Co

qui se calcule comme les intégrales en B et v, en

2,52 x-t)?
yi+z (x-%) - _
g "7 Y )e—2ni(x—t)
A(7) Ez=ozo|e
et de méme _ - “
iz _ iy = F
Bo= S5E, 0 By =0 Hy=-GhE,

=27

)Je

(§2+Ez (x-t)?
g2 0|2

)
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: . L .
Si maintenant on ajoute une onde déphasée de 7 en faisant

pour chaque onde individuelle E&

] - '
E x = iEa

.= —iEB', E'S

Z

=, -iEy"',

, B e B
avec v' =0, 8'=/1-7377 =1, ST

On obtient ainsi par superposition une onde polarlsge
circulaire droite (dans les coordonnées y0z), ce qui est

plus représentatif du photon.
On obtient alors

E'x = iBE, E'y = -iE, E'j-

H'y = iYE, H'y =0

H',

0
-iE

i

d'ol par le méme calcul que -précédemment

E'y ="%Ezw E'y=-iE, , E'y4

iz
H'X = - EZ 3y H‘y = O

g

]
Q

, H', = —iE

> > >+
et pour les champs totaux(E): E+E"', C): H+H!
y+iz i - E
@: o2 Ez’ @_ lEz * @ z
_z-iy _ , -
@_ c? Ez’ @ Ez @

La densité d'énergie devient

. =

1, +> 5 EE* y +2
A(9) A FEMEED)) = 5ov (2 +

)

M

(]

Z
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elle est simplement doublée par rapport a (5).
Intégrons maintenant dans tout l'espace.

On a,'poug_gvdonné,u (§ - )2
{x-t)? o X
o —ZH—ETT—“ T e —2“—*;77*—‘ rg!
J e dx = [ e dx = ~—
—o0 — /2

et en prenant comme variable R.= yi+z? = A2 (y2+z2) = A%r?

r? ‘R
@ o —2 Ny © —-2N 55
2 2.2 2.2
J (2 + 77o%) © 29 mr dar = J (2 + K%;;R)e AT ar
0 s 0 .
g2x?  A? 2,02 1 ,0%
el T e

6% &tant en principe trés grand par rapport & 1/4x.
© Au total

® + * 124
onr dr dei(EE*+HH) - —EEY M99 gui doit &tre égal
4 2c"c! = )
Oh - /2 n
s o~
a5y w d'ou R -,
* /2¢%c" 2n/20%c'c
EEY = —5 5 — hw = "7
!El = /Zﬁ/EO'Ch ET , *E ‘ = /glﬁggh "ET
A z ! or

Dans cette approximation, on a obtenu une onde sans éta-—
lement.

22me approximation

Dans cette deuxiéme approximation, nous con-
serverons les termes en 82, v*, EB, Ey, mais négligerons
1es termes de degré supérieur. (5) devient alors

N +1 +1 *® _ 2{Qq2, .2 122
7 ( dBJ dy f ds(Ex,Ey,Ezge (o2 {B*+y? )0 2e?)
L R R S !
24y2
2

e—2ni(§8+y§+§~§s )e—2nis(§B+Y§+§)62ni(l+e)E
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L'intégrale en B est

I e-n(sz(gz_1§)+2i§s(1+e))d8 _

Je-—ﬂ’ B‘/UZ_ix'.{_ }_X_(_l_j‘i)_) z

L Yol-ix
2{1+e)?
e
. —ix
soit en posant
u = B/qz_i; 4 M )
_ Jo2-ix
E -mu?_qu -_nliéliili 1 _niliilfii
e —_— e g°-1%X = ——— O'Z—if

-—C0 2 — —
“Jo?-ix o?-ix

L'intégrale en y se calcule de la méme manidre. Il reste

2,02 ) v
o _ 2( 412, Y *2 (Tt y2+
I i o n(; (o'2+ oz .x),+ e(2i(x~t) + 223

72 T2,.72
2 N
- _) _“y +2

-1 -i¥ ol-ix
1 : | )

- —2mi (x-t

(e 2milx-t) 1
’ , o2-ix

La parenthése s'écrit

7ty

[+)

2
2

—-iX

+z2%. 2

52,52 _
— P gt y +2 2 —— T
P (i(x-t) + = _E)2-2i (x-E) L2
e for2 4 ¥ +2° : 02~1x) Ly (x-t)*-21(x t)oz_lx
2 s _— —_
o?-ix R . 2,77
512, y2+zz S Gt? 4 y +z2
— 2 -
o?-ix|, g°-1x

et l'intégrale devient

e du

—c — p

(0%-ix) fo'? +

4o "
T =T 1 ) —
o'2{o2-ix) + y? + =z

y e—2n1(x~t)

z

_n[(;—E)Z(oz—ix)+(-2i(;-g)+c'2)(§2+22j
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1

Ao?-17) (012 (02-i%) 4y 2472

_(02-1%) (%) 24 (=21 (k) w0 ?) (§2427)

0'2(g2-1ix) + y2 + z? —27i(x=%)
x e e

Calculons F FE *. On a
z z

(02-1%) (X-F) 2+ (=2i (X-t)+0'2) (y2+2?)

+ conj =

6'2(g2-ixX) + y? + z?

(012 (y2422) 407 (x=E) ) (y?+2%+0%0" ) 4o 2 (2X(x=F) (¥ 2422 )ax? (x-E) *)

4y

o' %2% + (y2+z2+0%0'%)2

et en posant y2 + z2 + (00')% = A

A(10) E,E,* = E L x
’ /{0“+;2)(c‘“;2+A2)
Alo'2(y2+22) 402 (x-t) 2)+0 2(2X(X-T) (y2+22) +x2 (X-F) ?)

O"I‘Xz + AZ

-2n
e

Dans A, on peut considérer que y2+z? est trés petit par
rapport a (oco')}?. Si on le néglige, E,E,* se réduit a

A(11) E ——— x

of(o*+x?)
02{0"2(y2+z22 ) 402 (x-t)2)+2x(x-t) (y2+z2?)+x 2 {x~t)?

-2% —
g'2{c" + x?)
e

Enfin, ¢ et o' étant grands, si on ne retient que les termes
contenant ¢ ou ¢' et qu'on néglige x? par rapport a ¢, on re-
trouve F_E.* d'aprés (7).

A(10) montre cette fois qu'il y a étalement, & cause du dénomi-

nateur o'*x? + A?.




