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Note du Traducteur (N.d.T.)

Les ouvrages de Ya. G. Sinai sont traduits en an—
glais. Cf. la bibliographie complémentaire pour le premier.
Pour le second : Theory of phase transitions : rigorous results.
Pergamon Press, 1983.

Le mérite essentiel de Sinai est d'avoir démontré
dés 1962 qu'un systéme aussi simple que le billard plan ou le
gaz de Lorentz bidimensionnel présentaient de trés fortes pro-
priétés statistiques, étant en fait des systémes mélangeants
(mixing). Ce résultat a été un pas déctsif dans 1'étude des
propriétés stochastiques des systémes déterministes, et reste
un des rares cas ou ces propriétés sont démontries analytique-
ment. Cette démonstration a été étendue auxr billards quelecon-
ques d parois strictement concaves et au gaz de Lorentz tri-
dimensionnel. Toute la recherche actuelle dans son vigoureux
développement a recours d la simulation numérique sur ordina-
teur des systémes dynamiques et & la caractérisation empiri-
que des phénoménes chaotiques. '

*avec l'accord de Priroda
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La théorie classique des probabilités étudie les événements

et les processus aléatoires auxquels sont attribués dés le dé-
part des probabilités correspondantes. L'exemple le plus ré-
pandu de tels phénoménes est celui du jeu de pile ou face, ol
les probabilités de voir tomber la piéce de monnaie sur 1'une
ou 1l'autre face sont déclarées identiques et égales & un demi.
Des schémas probabilistes un peu plus complexes apparaissent
lorsque 1ton consideére le battage de cartes, le jeu de roulet-—
te, le tirage de la loterie, etc.

Les lois de la théorie des probabilités apparaissent dans de
longues séries de jeux ou d'épreuves et consistent en ce que
les fréquences d'apparition de telle ou telle combinaison de
chiffres, de cartes, de possibilités, cessent d'osciller lors-
que la longueur de la série augmente et aboutissent i une va-—
leur limite déterminée. Plus la série est longue, plus les
oscillations des moyennes deviennent faibles. Pour les jeux
les plus simples une série de 1000 coups est déji sans doute
trés longue., En thermodynamique, ol les lois fondamentales ont
une origine statistique, nous rencontrons des ensembles de
1020 molécules, et les grandeurs telles que la pression, la
densité, etc., s'expriment comme des moyennes sur des séries
de 1020 molécules. Les oscillations des moyennes sont alors

si faibles que nous les ignorons complétement et utilisons les
moyennes comme des grandeurs totalement définies.

On souligne habituellement que les phénoménes aléatoires ont
deux propriétés caractéristiques : la possibilité de principe
de répéter indéfiniment les épreuves, par exemple le lancer de
la pidce de monnaie, le tirage de la loterie, etc. et 1'indé-
pendance mutuelle des résultats de chaque épreuve.

Lors de la résolution de problémes pratiques, 1'hypothése sur
l'existence de probabilités définies a priori n'est pas du
tout aussi anodine qu'il peut paraitre a premiére vue. Elle
suppose a priori l'existence d'un quelconque mécanisme "aléa~
toire" du type disque de roulette, loterie, etc., dont ltac-
tion définit les valeurs des probabilités. La nature de ce mé-
canisme, les caractéristiques de son action ne sont en fait
Jamais discutées et les valeurs des probabilités sont définies
a partir de 1'analyse statistique des données.
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On peut cependant indiquer de nombreux exeTpl?s ou‘ll pigx%s—
te aucun mécanisme aléatoire v151ble,,et ou‘l.appllcabl ité
des lois de la théorie des probabilités ne fait aucun doute.
L'un des exemples le plus important est la Eurbu}ence"Le mou-
vement des liquides ou des gaz obéit a de§ équations d?terml—
nistes du mouvement, les équations de N§v1er—Stok§s, d'aspect
relativement simple. Mais dans le cas ou se produlF 1la turbu-
lence le mouvement apparait si complexe que la notion de tra-
jectoire individuelle perd son sens et gue'la seule descrip-
tion possible est en termes de caractéristiques moyennes.

Dans de nombreux problémes de 1la physique'des Plasmas,de 1top-
tique non-linéaire et de la thébr?e des v1braFloqs, dans lgi\
problémes de prévision météorologique, dans d%fferents proble-
mes d'écologie, etc., nous rencontrons ges phenomgnes.og %es
déductions de la théorie des probabilités sur la.stablllte du
comportement des valeurs moyennes, sur'le§ relations entre ces
valeurs moyennes et d'autres lois statistiques plus fortes,
fonctionnent avec une précision étonngnte.

I1 existe un domaine des mathématiques, la théorie ergodique,
dont le probléme fondamental est 1ltanalyse des causes engen-
drant 1'apparition de lois statis?ique3>dans les\systemes @y-
namiques. Soulignons que 1'évolution de ces syste@es dyngml—
ques est définie par des équations du mouvement determlnlsteﬁ,
clest-d-dire des équations qui ne contiennent aucun terme al?a—
toire dans le membre de droite., Il apparait alors deux problé-
mes fondamentaux discutés ci-dessous.

Premiérement, dans quelles conditions et de quell? manié?e une
dynamique déterministe méne 4 1'apparition Qes lois statisti-

ques de la théorie classique des probabilités ? Deux1emem?nt,

pourquoi les lois statistiques Sont-elles stables, c'est-a—

~dire ne sont pas détruites par l'action de faibles bruits, de

fluctuations etc. ? On a pendant longtemps considéré que 1tap~
parition de lois statistiques dans les systimes dynamiques
était inévitablement lide A 1'augmentation du nombre de de-
grés de liberté, fournissant la possibilité d'effectuer des
moyennes selon ces degrés. I1 est maintenant clalr‘qu'une.
telle exigence n'est pas du tout nécessaife. ¥1 existe dtim-
portantes classes de systémes dynamiques 3 falbl? nombre de
degrés de liberté, avec méme seulement deux degrés, pour les-
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quels une dynamique strictement déterministe conduit 2 1'appa-
rition de lois statistiques.

Au cours des deux derniéres décennies on a développé une théo-
rie montrant que les lois statistiques apparaissent dans les
systémes dont la dynamique a un caractére instable. H. Poincaré
doit, semble-t-il &tre considéré comme le pére de 1'idée du
lien entre 1'instabilité et la statistique.

On peut trouver des affirmations voisines dans les travaux de
J. Hadamard, G. Birkhoff, M. Born, E. Hopf et d'autres encore.
Cette idée a été exprimée avec netteté par le physicien sovié-
tique N.S. Krylov dans son ouvrage : "Travaux sur les fonde-
ments de la physique statistique" publié d&s 19501,

Ce livre est souvent cité jusqu'aujourd'hui dans les travaux
des mathématiciens, des physiciens et des philosophes. Les
éditions de 1'Université de Princeton ont récemment publié ce
livre en traduction anglaiseZ.

La compréhension contemporaine du lien entre 1'instabilité et
la statistique a pris naissance aprés 1'introduction d'idées

et de méthodes provenant de la théorie de 1'information. Un
role d'importance essentielle a été joué 13 par le travail de
A.N. Kolmogorov en 1958, oll un tel lien avec la théorie de
1'information a été découvert pour la premiére fois. C'est avec
ce travail qu'a commencé leigéveloppement impétueux de la théo-
rie que nous allons décrire?

%
N.d.T. : En fait cette idée est déji présente chez Maxwell ol
elle s'exprime trés clairement dans les mémes termes que chez
Poincaré.

1

N:S. Krylov. Travaux sur les fondements de la physique statis-
tique. Editions de 1'Académie des Sciences de 1'U.R.S.S.
Moscou, 1950, 208 pages (en russe)

2

N.§. Krylov. Works on the foundations of statistical physics.
Princeton Series in Physics. Princeton University Press 1979,
283 pages :

3A.Né6Kolmogorov. Doklady Akéd. Naouk SSSR 1958, T.119, n°g5,
P. 1
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On peut se donner une certaine représentation de 1'instabili-
té du mouvement & partir du récit de R. Bradbury : "A sound of
thunder". On ¥y raconte comment au XXI& siécle les hommes ont
appris & voyager dans le passé. La seule exigence imposée aux
voyageurs, consiste en ce qu'ils ne doivent pas sortir d'un
chemin particulier, construit en quelque sorte dans une autre
dimension et n'ayant pas d'influence sur 1'évolution de notre
univers. Il arriva qu'un groupe de jeunes gens partit & la
chasse aux dinosaures. Ayant par mégarde glissé hors du chemin
1'un des chasseurs écrasat un papillon. A leur retour & la
maison, les voyageurs effrayés voient qu'un nouveau président
a été élu dans leur pays, que 1l'on a adopté une nouvelle ortho-
graphe et qu'il y a eu encore bien d'autres changements.

Cet: exemple est typique pour les mouvements instables. Leur
propriété fondamentale consiste en ce qu'une petite variation
des données initiales induit des différences croissantes entre
les trajectoires du mouvement. Pour une instabilité totale
cette différence croit exponentiellement avec le temps. On peut
démontrer que dans des conditions normales (absence de singula-
rités dans les membres droits des équations du mouvement) une
croissance plus rapide est impossible, Les systémes i instabi-
lité totale présenteront pour rous un intérét fondamental.

Malheureusement nous ne savons pas actuellement déterminer pour
un systéme dynamique donné concrétement si son mouvement sera
instable. On ne sait pour le moment étudier que des classes
distinctes de systémes dynamiques. Ce n'est déji pas si mal,
pour- autant qu'il se trouve parmi elles de nombreux exemples
importants du point de vue des applications. De plus ceci don-
ne une base pour des représentations générales. Nous. allons dé-
crire trois exemples concrets de systémes dynamiques instables
et éclaircir le sens de cette instabilité. :

EXEMPLES DE SYSTEMES INSTABLES

Le gaz de Lorentz

Supposons que se trouvent placés arbitrairement, mais en moyen-—
ne uniformément, sur un plan illimité, un nombre infini de cir-
conférences de méme rayon. Nous les nommerons diffuseurs. On
considére le mouvement d'un point matériel se déplagant & vi-
tesse constante entre les diffuseurs. Lorsqu'il atteint un des
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diffuseurs le point se refléchit selon la loi d'égalité de
1l'angle d'incidence et de 1l'angle de réflexion. Un tel sys-
téme dynamique est appelé gaz de Lorentz, plus précisément gaz
de Lorentz bidimensionnel. Proposé par H.A. Lorentz au début
du XXé siecle comme modéle pour la conductivité des métaux, ce
systéme se présente jusqu'a aujourd'hui comme un des modéles
fondamentaux de la mécanique statistique de non-équilibre4.

Le gaz de Lorentz bidimensionnel est 1'exemple d'un des systé-
mes dynamigues les plus instables. Pour s'en convaincre, con-
sidérons un faisceau de trajectoires issues d'un point quel-
conque q, dans des directions différentes. L'angle d'ouverture
du faisceau, angle entre les directions extrémes, est un petit
angle o,. Lors de réflexions successives sur les diffuseurs
chaque trajectoire modifie sa direction et 1'angle entre les
directions extrémes se modifie. :

On peut caractériser 1'instabilité par le temps nécessaire
pour que l'angle o, atteigne une grandeur de l'ordre de 1 ra-
dian. Autrement dit, au cours de cette durée "on perd la mé-
moire" de ce qu'd 1'instant initial 1'angle «, était petit et
toutes les directions voisines les unes des autres. Plus ce
temps est petit, plus le mouvement est instable.

I1 apparait que dans le gaz de Lorentz ce temps croit avec la
diminution de o, proportionnellement & 1'une des fonctions les
plus lentes : #n 1/a,. La croissance logarithmique est une ma-
nifestation du caractére diffusif de la réflexion sur les
diffuseurs circulaires. On peut remplacer les circonférences
par n'importe quelle courbe convexe & courbure strictement po-

~

sitive, la proportionalité i #n 1/a, se conserve. Mais si & 1la

place de circonférences on prend des polygones, ou la courbure

des frontiéres est nulle, #n 1/a, se change en 1/a, et 1ton
obtient un systéme beaucoup plus stable.

4Lorentz H.A., Proc. Amsterdam Academy 1905, v 437, n° 7,
p. 585 : '
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|"Perte de mémoire" dans les systémes instables. Les trajectoi-

res issues d'un méme point q, dans des directions voisines

(angle oy) divergent trés rapidement et leurs directions de-
viennent différentes. Ceci montre comment se produit la perte
de mémoire des conditions initiales dans les systémes dynami-

ques.

Des considérations relativement élémentaires permettent de se
convaincre de 1'instabilité d'un systéme de deux ou trois bou-
les en collisions. élastiques dans un récipient & faces planes.
I1 -existe d'autres exemples, & caractére plus mathématique, de
systémes dynamiques instables. Ainsi par exemple le mouvement
inertiel d'un point matériel dans un espace i courbure négati-
ve. Ce systéme dynamique est un cas particulier des systémes
d'Anosov, d'aprés le mathématicien soviétique D.V. Anosov, qui
a apporté une contribution importante i 1'étude des propriétés
topologiques des systémes dynamiques instables.

Sur 1'exemple du gaz de Lorentz on peut déja pressentir comment
1'instabilité est liée A& la statistique.

Considérons une suite de O et de 1,obtenue par dix lancers suc-
cessifs d'une piéce de monnaie : 1,0,1,0,0,1,0,1,1,0. Nous
écrirons 1 si la pigce tombe sur pile et O sur face. :

Considérons maintenant un gaz de Lorentz bidimensionnel avec
une configuration périodique des diffuseurs5, et écrivons 1

50n appelle périodique une configuration des diffuseurs ol les
centres forment un réseau cristallin régulier. Le gaz de Lorentz
avec une configuration périodique des diffuseurs est fondamen-
talement plus simple pour 1'analyse mathématique que le gaz de
Lorentz avec une configuration arbitraire.
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lorsque la réflexion s'effectue sur la moitié gauche de la
circonférence et 0 sur la moitié droite. On peut trouver une
trajectoire engendrant lors de dix réflexions 1la méme suite Le modéle de Lorenz
0 de 1 que la pig ie. . X
de 0 et 1 a picce de monnaie Il est apparu récemment de nombreux travaux oll 1'on rencontre
. " . P "attr ur étrange". teurs étranges se-
On peut bien slir objecter que cet exemple est choisi ad hoc. le Ferme, attracte trange Ces\attrac eurs canges
. o . . : - manifestent dans de nombreux problémes de la physique, de .
Ge n'est pas le cas. Si lion enregistre les réflexions non 1'hydrodynamique, de la biologie, de la chimie etc. Le jour
pas consécutivement, mais aprés un certain nombre de réfle- ly"; yna g ’S {ences Ph &Le, ﬁ Cblié en 1é78 dJux
xions, on pourra pour une suite "aléatoire" de O et 1 de lon- na d rogres .eg Xlgn ;s . ystqgesM ; p; binovich. ¢ ne crées
gueur quelconque trouver une trajectoire reproduisant cette gran"es revues de A... °21“ et ¢e H.%. tabino ; congacr
aux "attracteurs étranges" dans les problémes physiques®™..

suite.

L'intér&t pour les attracteurs étranges s'est largement déve-
loppé au milieu des années 70. Ceci a été favorisé par des
travaux mathématiques profonds concernant un domaine dénommé
par la suite dynamique différentielle. Dans ces travaux on
étudiait d'une maniére abstraite des systémes dynamiques mul-
tidimensionnels & comportement complexe de la trajectoire
(attracteur de Smale-Williams, attracteur de Plykin , etc.).

Par ailleurs, en 1963, le météorologue américain réputé

E. Lorenz’ a publié un travail ol il obtenait un systéme de
trois équations différentielles ordinaires, nommé par la sui-
te systéme de Lorenz, qu'il étudiait 3 1'aide d'un ordinateur.

Trajectoire d'un point
dans le gaz de Lorentz,

reproduisant aprés dix s . -
réflexions 1la suite Trajectoire dans un systéme de Ce systéme se présente ainsi

"aléatoire" 1,0,1,0,0, Lorenz - pour o0=10, r=28, b=1/3. dx

1,0,1,1,0. (le début de Trajectoire obtenue sur ordinateur I TR Y

la trajectoire est sur par le mathématicien américain

le diffuseur noir). Pour 0. Lanford. On peut voir qu'au dé- dy _ -XZ 4+ I'X - ¥

la trajectoire d'un part elle effectue des tours a de

point du gaz de Lorentz droite, puis quelques tours i gau- dz

nous écrivons 1 si la che, puis de nouveau des tours a aTa =Y - bz

réflexion a Jieu sur la droite et ainsi de suite de manid- b . . .
demi-moitié gauche du re irréguliére. Sur la figure appa- ans les mem?res de droite, ogtre les termes 11peq1res, il ny
cercle, et O sur la demi-| |raissent environ 50 tours. a pas plus d'un terme quadratique. On peut considérer que

moitié droite.

6Monin A.S. Ousp. Fiz. Naouk 1978 T. 125 n°® 1 p. 97
Rabinovich M.I. Ousp. Fiz. Naouk 1978 T. 125 n® 1 p. 123
N.d.T. Cf. Ruelle D. La Recherche n°® 108, p. 132, 1980

e

7Lorenz E.N. J. Atmos. Sci. 1963, v. 20, p. 130
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c'est 1a le systéme le plus simple d'équations différentielles
non linéaires. La dérivation de ce systéme d'équations a été
faite par Lorenz & partir du probléme bien connu de Bénard-
Rayleigh de la convection d'un gaz ou d'un liquide p%acé en-
tre deux plaques horizontales et chauffé par le bas.® Les pa-

_ramétres 0, r, b ont un sens physique direct. Ainsi le gra-
dient vertical de température est caractérisé par le paramétre
r. 3

Si dans le probléme de Bénard-Rayleigh r est inférieur & une
certaine valeur critique, c'est la solution de Rayleigh qui
s'avére déterminante : le gaz est immobile et la température
varie linéairement d'une plaque & l'autre. Pour ces valeurs de
r la solution de Rayleigh est stable. Lorsque r croit et
atteint une certaine valeur critique, la solution de Rayleigh
devient instable. A sa place apparaissent des mouvements con-
vectifs du type "rouleaux", ou l'espace se divise en cellules
de convection, 4 1'intérieur desquelles le gaz a un mouvement
selon des courbes fermées. Si 1'on continue & augmenter r les
"rouleaux" perdent aussi leur stabilité. Les expériences mon-
trent alors 1l'apparition de mouvements complexes et irrégu-
liers. E. Lorenz a observé dans son modéle de nombreux traits
du probléme de départ de Bénard-Rayleigh. Ainsi, pour r < 1
toutes les solutions du probléme de Lorenz tendent vers le
point (0,0,0) ce qui correspond a la stabilité de la solution
de Rayleigh. Pour r > 1 la solution i 1'origine devient ins-
table et il apparait de nouvelles solutions stables, corres-
pondant & des mouvements convectifs. Il en existe deux car il
n'existe que deux choix possibles du sens de rotation & 1'in-
térieur des cellules de convection. Lorsque r continue d'aug-
menter ces solutions perdent aussi leur stabilité (pour

r > 25). Lorenz a étudié par ordinateur 1'aspect des trajec-
toires pour r = 28, 6 = 10 et b = 8/3. I1 a trouvé des tra-
jectoires passant du demi-espace x > 0 au demi~espace x < 0
d'une maniere totalement irréguliére et chaotique.

Sous diverses variantes ce probléme est envisagé dans 1'arti-
cle de Gaponov.Grekhov A.V. et Rabinovich M.I. Ia dynamique
chaotique des systémes simples. Priroda 1981, n° 2, p. 54.
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I1 faut plus précisément dire que si l'on choisit d'avance
d'une maniére quelconque une suite de passages d'un demi-espa-
ce 4 1'autre, il se trouvera toujours dans le systéme de
Lorenz une trajectoire qui effectuera la méme série de passa-

‘ges.

Nous rencoentrons a nouveau une situation remarquée dans le cas
du gaz de Lorentz : une suite "aléatoire" quelconque de sauts
est reproduite par une trajectoire du systéme dynamique du mo-
déle de Lorenz. :

Le modéle de Lorenz fournit un exemple typique d'attracteur
étrange. Pour des valeurs des paramétres, correspondant au do-.
maine des solutions "aléatoires", il se forme dans 1l'espace
des points (x,y,z) ol a lieu le mouvement, un ensemble qui
attire toutes les trajectoires voisines. De tels ensembles

sot appelés des attracteurs. La compréhension de ce qui se
produit 14 a été améliorée par le trés important travail des
mathématiciens de Gorki : V.S. Afraimovich, V.V. Bykov et

L.P. Shilnikovg. En simplifiant quelque peu, leur explication
revenait 4 ce que sur 1l'attracteur lui-méme le mouvement a un
caractére instable. D'un point de vue topologique l'attracteur
consiste en quelque sorte en un nombre infini de feuillets bi-
dimensionnels, comme des feuilles de papier, mais sa structure
dans la direction perpendiculaire est bien plus compliquée et
"lacunaire". I1 suffit de dire, par exemple, qu'entre deux
feuillets quelconques, il y a des lacunes, qui n'appartiennent
pas & 1'attracteur. C'est précisément & cause de cette struc-
ture topologique peu ordinaire que l'on a accolé & ces attrac-
teurs 1'épith&te "étrange", par suite de la définition de

tels attracteurs dans l'article fameux de D. Ruelle et

F. Takens : "On the nature of turbulence” Comm. Math. Phys.
20, 167-192, 1971. ' ,

L*instabilité dans le modéle de Lorenz n'est pas aussi impor-
tante et réguliére que dans le gaz de Lorentz. L'instabilité
se manifeste en ce que si l'on modifie les données initiales
selon certaines directions les trajectoires correspondantes
s'écarteront exponentiellement 1l'une de ltautre. De plus il

9V.S. Afraimovich, V.V. Bykov, L.P. Shilnikov. Doklady Akad.
Naouk SSSR, 1977, T. 234, n° 2, p. 336.
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apparait que la divergence exponentielle des trajectoires
s'observe si 1'on n'enregistre que 1'intersection des trajec—
toires avec certains plans, alors que par ailleurs les tra-
jectoires peuvent se rapprocher. Il n'existe pas 4 1'heure
actuelle de méthodes analytiques permettant de calculer 1a po-
sition des attracteurs étranges et d'étudier le caractére
‘d'instabilité du mouvement sur ces attracteurs. Toute 1'infor-
mation disponible a été obtenue grice aux ordinateurs. Mais
les résultats sur 1'instabilité ainsi décrits sont sfirs et
méme, en un certain sens, mathématiquement rigoureux.

Le gaz parfait

Le troisiéme exemple de systéme instable a un caractére quel-~
que peu.dégénéré. Il sera question du gaz parfait, c'est-i-
dire d'un systéme de points matériels se déplagant sans inter-
action dans 1'espace. C'est 13 le systéme dynamique le plus
simple de 1la mécanique statistique. Ce type de systéme a pour
Particularité distinctive, le grand nombre (en fait infini) de
degrés de liberté et leur "égalité en droits", qui découle de
ce que chaque particule influe de 1la méme maniére sur le com-
portement global du systéme. En ceci les systémes de la méca—
nique statistique différent, par exemple, de ceux de 1'hydro-
dynamique, o% 1'influence des différents modes staffaiblit
avec la diminution de la longueur d'onde. . '

Malgré 1'absence d'interactions le gaz parfait possdde des
propriétés statistiques définies. Ceci a €té remarqué tout
d'abord par H. Poincaré dans son travail sur le mouvement des
"petites plandtes" ob il considérait le mouvement circulaire
de‘points matériels A& vitesses angulaires différenteslO,
Poincaré a montré que si ces vitesses sont incommensurables,
et ‘que si toutes les plandtes sont au méme point 3 1'instant
init%al, par suite des vitesses angulaires différentes elles
Se repartissent uniformément sur le cercle au cours du temps.
C'est sans aucun doute 1taffirmation d'un caractére statisti-
que. Ceci n'est bien entendu pas valable si les vitesses angu-
laires. sont commensurables entre elles.

(VI . . . .
Poincaré H. Réflexions sur la théorie cinétique des gaz,
J. de Physique 1906, série 4, t. 5, p. 369.
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L'instabilité du mouvement dans un gaz parfait se manifeste en
ce quée la distance entre deux molécules, se déplacant & vites-
ses différentes, croit linéairement avec le temps. Evidemment

c'est une instabilité trés faible, mais elle suffit & assurer

l'apparition de lois statistiques définies pour un gaz parfait
& nombre infini de degrés de libertd. '

L'affirmation selon laquelle la dynamique d'un gaz parfait pos—
séde des propriétés statistiques doit normalement susciter une
certaine perplexité. On considére d'habitude que le caractére
mélangeant et la relaxation vers 1'équilibre qui Jui est lide
sont diis aux interactions entre molécules, du type des colli-
sions. Mais dans un gaz parfait la relaxation a tout de méme
lieu, & ceci prés que seuls relaxent vers 1'équilibre des dis-
tributions de non équilibre d'un type trés particulier.

Les distributions de non équilibre, obtenues par perturbation
des valeurs des paramétres thermodynamiques, ne relaxent pas

“vers des distributions d'équilibre.

Nous avons ainsi donné trois exemples plus ou moins significa-
tifs de systémes dynamiques instables. -
COMMENT COMMENCE L'ANALYSE DES LOIS STATISTIQUES ?

Passons maintenant au probléme essentiel : comment les lois
statistiques découlent-elles de 1'instabilité du mouvement ?

La premiére considération est la suivante. Du fait de 1'insta-
bilité, il y a dans ces systémes une grande diversité des types
de trajectoire. Afin d'éclaircir ceci, considérons 1l'espace de
phase du systéme dynamique, c'est-a-dire 1'espace dans lequel
se produit le mouvement. Divisons-le en cellules et enregis-—
trons & chaque unité de temps le numéro de la cellule ol se
trouve le point mobile. Le résultat de 1'observation d'une
trajectoire continue sur T unités de temps se présentera comme
la suite {i,,i,,...,i.} ol les symboles i,,i;... ~ sont Jes nu-
méros successifs des cellules visitées. Le type de segment de
trajectoire du temps O au temps T sera tout le mot {i,,i,,...
ir}. Dans les systémes instables le nombre de types différents
de segment de trajectoire croft exponentiellement avec T. L'ex—
posant de 1'exponentielle est une caractéristicue du systéme-
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dynamique, qui s'avére une grandeur apparentée 2 1'entropie de
la théorie de l'information.

Par ailleurs, si 1'on envisage les mots "aléatoires" {ig,i,...
in} comme les mots ou il n'y a aucune régularité, c'est-i-dire
_constitués sans aucune régle grammaticale, leur nombre augmen-
te aussi exponentiellement avec le temps. Le nombre des suites
"non aléatoires" ol il existe des régularités du type périodi-
cité, etc., croit plus lentement que 1'exponentielle. Si 1l'on
pose maintenant le probléme de 1'énumération des types de seg-

ments de trajectoire des systémes dynamiques instables, on
arrivera inévitablement a4 la conclusion, qu'il y aura parmi ces
types des mots "aléatoires", et ceci en nombre exponentiel.

Les considérations développées sont évidemment trés schémati-
ques. Il serait trés important de savoir évaluer quantitative-
ment pour un systéme dynamique son degré d'aléatoire, d'étu-
dier par exemple les fonctions de corrélation temporelle, la
forme du spectre de fréquence etc. Nous abordons alors une
question générale importante. Dans la mesure ol il existe de
nombreux types de trajectoires dans les systémes dynamiques
instables, il y a lieu de renoncer i 1'étude des trajectoires
“individuelles, et de la remplacer par la considération des en-
sembles de trajectoires. Dans les systémes instables il n'exis—
te aucuns principes généraux permettant de préférer un ensemble
a un autre, et ce choix peut se faire de nombreuses maniéres.
Dans les problémes concrets on définit habituellement un ensem—
ble en donnant une densité de distribution de probabilité sur
1'espace de phase. On étudie alors les propriétés des trajec-
toires apparaissant avec la probabilité 1 par rapport i cette
distribution de probabilité (ces propriétés seront décrites
plus concrétement plus loin) et par suite ne dépendant pas de
fait de cette distribution. Outre des considérations de commo-
dité il y a pour ce choix les bases suivantes. Dans ce cas .
l'ensemble est stable par rapport a toute petite perturbation
du systéme dynamique, en ce sens que les propriétés statisti-
ques .des trajectoires typiques ne changent pas significative-
ment sous l'action de petites perturbations. De plus, lorsque
1'on étudie les systémes dynamiques instables au moyen de cal-
culs faits sur ordinateur, on a affaire 3 des transformations
individuelles d'espaces de phase discrets. Il existe des argu-
ments sérieux pour penser que les caractéristiques statistiques
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des trajectoires obtenues par calcul sur ordinateur et celles
de 1'ensemble décrit plus haut sont voisines. Cependant, i
notre connaissance, cette question n'a pas été étudiée d'une
maniére suffisamment sérieuse.

Supposons, par exemple, que l'on choisisse au moyen du procédé
décrit précédemment, un ensemble de trajectoires. Remarguons
que le passage a 1l'ensemble ne signifie pas 1'addition d'un
quelconque mécanisme aléatoire extérieur & la dynamique déter-
ministe. C'est 1a seulement un procédé d'évaluation, un choix
particulier des unités de mesure, afin de pouvoir définir quan-
titativement un lot de trajectoires a propriétés déterminées.
Formulons maintenant avec plus-de précision les propriétés sta-
tistiques que nous voulons extraire des propriétés de la dyna-
mique.

QUELLES PROPRIETES STATISTIQUES ETUDIE-T-ON DANS LES SYSTEMES
INSTABLES 7

Existence et propriétés des moyennes temporelles

Tl a déja été dit que dans les applications de la théorie d§s
probabilités les valeurs véritables des probabilités sont dé-
terminées sur la base de 1l'observation statistique de telle ou
telle fréquence. L'existence de’limites pour ces fréquences est
la conséquence d'une des lois fondamentales de la t@éori? des
probabilités -~la loi des grands nombres. Elle est vérifiée dans
des conditions précises d'indépendance des résultats des obser-
vations statistiques individuelles.

Dans le cas de systémes dynamiques il est naturel de considé-
rer, & la place des séries d'observations statistiques, les
caractéristiques moyennes au cours du temps des trajectoires du
systéme, comme par exemple la fraction de temps passée par un

. segment de trajectoire de longueur T dans une cellule de 1l'es-

pace de phase, donnée a 1l'avance. L'ensemble est dit ergodique

si pour toute cellule et pour des trajectoires typiques, il )

existe tout d'abord une limite pour la fraction de temps passée
par le segment de trajectoire dans la cellule lorsque T + =, et
si de plus cette limite est la méme pour toutes les trajectoi-

res typiques.

Pour les systémes dynamiques conservatifs de la mécanique
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classique, qui vérifient la loi de conservation de 1'énergie,
l'existence d'une limite pour les moyennes temporelles découle
des considérations générales de la théorie ergodique. De ce
fait la seule question non triviale est 1'indépendance de ces
moyennes par rapport & la trajectoire. Dans la littérature
.cette question apparait sous le nom d'"hypothése ergodique"

et remonte 4 L. Boltzmann. Dans le cas des attracteurs étran-
ges les problémes d'existence et d'étude des moyennes tempo-
relles sont loin d'étre triviaux et sont 1liés 4 la question de
la structure des distributions de probabilité naturelles sur
~ces attracteurs.

Fluctuations des moyennes temporelles

En théorie classique des probabilités on rencontre constamment
4 coté de la loi des grands nombres la loi de distribution -
gaussienne pour 1l'écart entre les fréquences et les probabili-
tés. La distribution de ces écarts peut aussi &tre étudiée dans
le cas des systémes dynamiques. En admettant que 1'ergodicité
de 1'ensemble est établie, considérons une fonction f sur 1'es—

T
pace de phase, sa moyenne temporelle % J f(xs)ds, et la limite
T 0
de cette moyenne T = lim j f(xs)ds. Par x_ on représente ici
‘ T+ 70
la position du point mobile & 1'instant s. La différence entre
ces deux quantités, qui représente la fluctuation de la moyen—
ne temporelle, tend vers zéro quand T + =. Pour de nombreuses
catégories de systémes dynamiques instables il apparait qu'elle
tend vers zéro comme 1/T. C'est pourquoi il est naturel de con-
: T
sidérer la différence normalisée T (% fO f(xs)ds - T). Si 1a

probabilité pour que la différence normalisée soit comprise
entre a et b, tend pour tout a et b vers une limite égale 3
b L

1 j eV /2
Y2no ‘a

bilité calculable & 1'aide de la distribution classique de
Gauss. C'est pourquoi nous dirons dans ce cas que cette diffé-
rence obéit pour T » « & la distribution de probabilité de

Gauss. Le nombre ¢ qui figure dans la dernidre expression dé-
pend de la fonction f et de 1'ensemble.

K . A
dv pour T + =, nous avons en fait 13 une proba-
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Le probléme consiste ainsi a prouver que les fluctuations des
moyennes temporelles obéissent & la loi de Gauss pour T + =,
dans le cas d'un systéme dynamique donné et pour une large
classe de fonctions f.

LES FONCTIONS DE CORRELATION TEMPORELLES ET LEUR COMPORTEMENT

Considérons & nouveau une fonction f sur 1l'espace de phase.
Supposons que nous avons démontré que 1l'ensemble est ergodique
et que T =-0. On appelle fonction de corrélation temporelle la
limite

T
T |
b(e) = lin 1 JO £(x,,,) £(x)ds
Il existe de nombreux problémes out il est important de connai-

tre le caractére du comportement de b{(t) lorsque t + «,

Si b(t) ~ 0 lorsque t + « pour tout f borné, le systéme dyna-
mique est appelé mélangeant (mixing). Dans les probl%mes.de la
mécanique statistique hors-équilibre la vitesse de décroissan-
ce de b(t) lorsque t + = est étroitement lide 4 la détermina-
tion des coefficients de transport, comme le coefficient de
viscosité ou celui de conductivité thermique, etc. lLa présence
dans b(t) d'une composante périodique ou’presque périodique si-
gnifie 1'existence dans le systéme d'un mouvement périodique ou
priesque périodique.

Dans les modéles de la théorie des probabilités une décroissan-
ce rapide (exponentielle) des fonctions de corrélation tempo-
relles se rencontre pour les chaines ou processus de Markov.’
Dans les systémes dynamiques, afin d'étudier la vitesse de dé-
croissance de b(t), on est amené i construire ce que l'on
appelie une approximation markovienne du systéme dynamique et
dont nous parlerons plus loin.

ETUDE DES PROPRIETES STATISTIQUES DES SYSTEMES DYNAMIQUES

L'étude des propriétés décrites ci-dessus constitue dans le cas
des systémes dynamiques instables une théorie mathématique §uf—
fisamment compliquée pour que l'on ne puisse la décrire qu'a
grands traits dans le cadre de Fet article.

La premiére considération, relativement attendue et nullement
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évidente, consiste en ce que~les trajectoires des systémes
instables se séparent en faisceaux de trajectoires qui se rap-
prochent exponentiellement lorsque t + wou t + -,

‘L'existence de-tels faisceaux asymptotiques s'avére une consé—
quence directe.de 1'instabilité du mouvement, mais il n'est
pas aisé de trouver 1'aspect explicite de ces faisceaux méme
dans des cas concrets comme le gaz de Lorentz par exemple.

Des faisceaux de trajectoires convergentes lorsque t + %o sont
bien cennus en géométrie de Lobatchevsy. Sur des plans de
Lobatchevsky on peut pour toute droite et par tout point hors
de cette droite faire passer : des droites qui coupent la
droite donnée, des droites qui ne coupent pas cette droite et
s'éloignent d'elle & 1'infini, deux droites limites s'appro-
chant asymptotiquement de la droite dans 1'une ou 1'autre di-
rection. Si par chaque point du plan de Lobatchevsky on fait
passer une droite limite, qui s'approche de la droite donnée
dans une certaine direction, nous obtiendrons le faisceau des
droites asymptotiques qui nous intéresse. L'insolite apparent
des faisceaux asymptotiques dans les systémes instables est
1ié A notre mode de pensée "euclidien". A 1'aide de tels fais-
Ceaux asymptotiques on construit des partitions particulidres
de 1'espace de phase dites, partitions markoviennes. I1 appa-
rait alors des liens nouveaux inattendus avec 1a mécanique sta-
tistique d'équilibre.

Dans la mécanique statistique d'équilibre on considere des sys-
témes 3 grands nombres de particules dans de grands volumes,
dont la distribution de probabilité, dite distribution de Gibbs,
est déterminde par 1a fonction de Hamilton du systeéme. Le lien
avec la mécanique statistique apparait si l'on considére d'une .
maniére formelle le grand paramétre d'un systéme dynamique, le
temps, comme un paramétre de volume. L'espace des morceaux de
trajectoire d'un systéme dynamique se présente alors comme
1'espace de phase d'un certain systéme de 1a mécanique statis-
tique. La distribution de probabilité des ensembles de trajec-
toires devient alors une distribution d'équilibre de Gibbs

avec une fonction de Hamilton construite & 1'aide des caracté—
ristiques dynamiques du systéme.

Rapportons un résultat obtenu récemment & 1'aide des méthodes
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ainsi décrites. Revenons au gaz de‘Loregtz et supposons que la
configuration des diffuseurs est périodique. En 9h0151ss§nF un
instant quelconque T, effectuons une transformation de simili-
tude sur 1'espace avec un coefficient 1//T, et une transforma-
tion analogue de 1l'axe du temps avec un coefficient 1/T. En
d'autres termes augmentons T fois 1'unité de Jongueur et T
fois 1'unité de temps. Apréds cette transfofmétion, pour une
grande valeur de T, la trajectoire d'une molécule du gaz de
Lorentz consistera en une succession de droites de 1opgueur.
“/+T et aura un aspect complexe et emmé1é, analogue a cel?l
de la trajectoire d'une particule brownlenne: En’fa}t ce n'est
pas seulement une analogie. Le résultat mentionné c1—qess?s
consiste en ce que, si 1'on se donne une den31§e de dlstrlPu—
tion de probabilité p(q,,v,) pour les coordonnées et }es v%j
tesses initiales du point mobile aprés 1la transfoqutlon dré-
chelle, pour T + =, les distributions de Prabgbll}te des coor-
données a tout instant tendront vers la dlstrlbutlon de proba-
bilité d'une particule brownienne.

Le mouvément brownien habituel est le mouvement d'une particu}e
massive sous 1'action par collisions d'un grand nombr§ de parti-
cules légéres. Dans le gaz de Lorentz c'est une part}cule 1é-
gére qui se déplace en se réfléchissant sur des particules
lourdes fixes. Pour de grandes valeurs de T }e mouvement appa-
rait comme chaotique, brownien, précisément A cause de 1'ins-

tabilité.

Long morceau d'une trajectoire dans le gaz de Lorentz, débutant
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sur le diffuseur noir. Courbe complexe en zig-zag évoquant la : 311
trajectoire d'une particule brownienne. A la différence du
mouvement brownien habituel d'une particule lourde sous 1l'effet ques.
des collisions d'un grand nombre de particules légeres, dans

le gaz de Lorentz c'est une pgrticule légére qui se déplace en L'instabilité d'une dynamique non aléatoire conduit 4 1'appa-
se réfléchissant, sur des particules lourdes. . rition de 1'aléatoire PP
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Ce résultat montre aussi comment, directement & partir des .
équations de la mecanique, réversibles par rapport au temps, . Note ajoutée par l'auteur pour la traduction francaise
on peut déduire les équations mécanlques irréversibles d'un
milieu continu, dans ce cas les équations de la diffusion.

Le premier lecteur, critique et rédacteur de cet
article a été B.M.Vul. Ses remarques ont permis d'améliorer

Llinstabilité des systémes dynamiques comporte une propriété 3 un haut degré la précision et la clarté de 1'exposé. Je
remarquable de stabilité par rapport aux petites perturbations. dédie la traduction frangaise de mon article a sa radieuse
Supposons que nous rajoutions dans le membre de droite des memolire.

équations du mouvement un bruit faible de nature quelconque. I1
aurait pu arriver que ce bruit défigure complétement les pro-
priétés statistiques aes trajectoires. Il n'en est rien. En APPENDICES AJOUTES PAR LE TRADUCTEUR
fait, il y a dans les systémes instables de si nombreuses tra-

jectoires différentes, que si l'on fait subir une petite per- APPENDICE T-
turbation 3 une trajectoire donnée, la trajectoire perturbée :
se trouvera au bout d'un temps suffisamment long voisine d'une
autre trajectoire du systéme dynamique non perturbé. Le temps
pendant lequel ces trajectoires vont se trouver voisines est

I1 a été signalé dans le corps du texte que Maxwell, avant
Poincaré avait conscience du lien entre 1'instabilité et la
statistique. Pour la commodité du lecteur reproduisons ici les

‘ . T s i :
suffisamment long pour que les caracteristiques statistiques propos en question :
re9551§sent a s'eta?llr. A1n§1 il.apparalt que le caractere "Tt is a metaphysical doctrine that from the same antecedents
| aléatoire d'un systeme dynamlq?e instable n'est pas détruit follow the samé consequents. No one can gainsay this. But it
i [} . . . 1 4 L1 1" 214 . . . : - .
§ par 1l'action de petits bruits "aléatoires" non contrdlés. is not of much use in a world like this, in which the same
, ) . antecedents never again concur, and nothing ever happens
Remarquons que le tirage d'une loterie, comme "Sportloto" twice...
steffectue effectivement en utilisant un systéme dynamique ins- The physical axiom which has a somewhat similar aspect is
table et s'avére de ce fait "aléatoire" au plus haut point. nthat from like antecedents follow like consequents”. But
%, W here we have passed from sameness to likeness, from absolute
i L - ) i o, accuracy to a more or less rough approximation. There are
La conclusion immédiate de tout ceci est 1l'absence de nécessite certain classes of phenomena... in which a small error in
d'un mécanisme aléatoire extérieur complémentaire pour 1tappli- the data only introduces a small error in the result... The
cabilité des lois de la théorie des probabilités. Les lois sta- course of events in these cases is stable.
tistiques sont souvent le résultat de la manifestation de pro- "There are other classes of phenomena which are more compli~-
priétes déterministes @e‘certalnes dynamiques. Une de ces pro- cated, and in which cases of instability may occur, the num-
priétés est 1'instabilité du mouvement. Plus le mouvement est ber of such cases increasing, in an extremely rapid manner,

jnstable, plus s'y manifeste avec stabilité des lois statisti- as the number of variables increases...
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‘WEvery existence above a certain rank has its singular points:

the higher the rank, the more of them. At these points, 1n-
fluences whose physical magnitude is too small to be taken
account of by a finite being, may produce results of the
highest importance...

nIf, therefore, those cultivators of physical science from
whom the intelligent public deduce their conception of the
physicist... are led in persuit of the arcana of science to
the study of the singularities and instabilities, rather
than the continuities and stabilities of things, the promo-
tion of natural knowledge may tend to remove that prejudice
in favor of determinism which seems to arise from assuming

that the physical science of the future is a mere magnified
image of that of the past".

James Clerk Maxwell (1873) -
Cité dans Campbell (L) Garnett (W)
The 1life of James Clerk Maxwell
Mac Millan Co (1882)

"Une cause trés petite qui nous échappe, détermine un effet
considérable que nous ne pouvons pas ne pas voir, et alors
nous disons que cet effet est di au hasard. Si nous connais-
sions exactement les lois de la nature et la situation de
1'univers 4 1'état initial, nous pourrions prédire exacte-
ment la situation de ce méme univers & un instant ultérieur.
Mais, lors méme que les lois naturelles n'auraient plus de
secret pour nous, nous ne pourrions connaitre la situation
qu'approximativement. Si cela nous permet de prévoir la si-
tuation ultérieure avec la méme approximation, c'est tout

ce qu'il nous faut, nous disons que le phénoméne a été pré-
vu, qu'il est régi par des lois ; mais il n'en est pas tou-
jours ainsi, il peut arriver que de petites différences dans
les conditions initiales en engendrent de trés grandes dans
les phénoménes finaux ; une petite erreur sur les premiéres
produirait une erreur énorme sur les derniéres. La prédiction
devient impossible et nous avons le phénomene fortuit'.

H. Poincaré. Calcul des probabilités
p. 4, Gauthier-Villars 1012
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