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Résumé : Les équations de l'électromagnétisme en
dimension 5 aboutissent, sous des hypothéses simples, d l'é-
lectromagnétisme du photon de L. de Broglie. L'équation de
Dirac se transpose immédiatement en dimension 5. Le couplage
électromagnétique est trés peu modifié, et les états station-
naires sont identiques d ceux de la théorie aujourd'hui clas-
sique de Dirac.

Dans un précédent article, nous avions discuté, a
partir d'une étude sur le spin, la question certes peu nouvel-
le d'une cinquiéme dimension d'espace-temps. Cette question a
été abordée de diverses maniéres par de trés nombreux cher-
cheurs, depuis Kaluza (1) jusqu'a nos jours (2)(3). Des tra-
vaux récents sur l'unification des interactions fortes et fai-
bles ont repris les travaux anciens. Sans aborder la théorie
des groupes de Lie, ni la géométrie riemanienne, il nous pa-
raissait intéressant d'obtenir, a partir d'équations classi-
ques de 1'électromagnétisme, les équations de 1'électromagné-
tisme du photon de Louis de Broglie. Nous commencerons par
rappeler bridvement ces résultats, sous une forme légérement
modifiée par rapport & (4). Nous utiliserons, par commodité :

(1.1) a, = (a,,a,,a3,a4,as) = (a;,a,,a3,1ia,,as)
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(1.2) a"

(—al:“aza’aay_au)_as)

u
(1.3) aa’ = a,a'+aa’vaja’+a,a*+a,a’ = aZ-a?-a2-a?-a?

(1.4) (3}7,3;;,3;:,5;:,3§:) =(03,,3,,8,,38,,98,)

X, X, 98X, ic 3t X,

e ’ . .

A désignera le potentiel-vecteur et V le potentiel
€lectrique de 1'électromagnétisme. Supposons que, dans un re-
pére, le potentiel soit de la forme :

+ .
(1.5) Au = (cA,iv,0) : A, = cAx s A, = cAy s Ay = cAz 3
A, =iV ; Ay =0
(1.6) Au(X‘,Xz,Xg,Xu,Xs) = Ap(xl;xz>x3:xu)elaxs
Donc on aura =
(1.7) 85Au = iaAu
Comme en électromagnétisme classique, posons

(1.8) F =3 A -3 A
v

HV VT w,v =1,2,3,4,5

On obtient alors

¢By ; Fyy = —¢B, 5 F,; =cB, 5 F,, = ik,

]

(1.9) Fy,
,FZ# = 1E, ; Fy, = iE,

ot E = (E,,E,,E,) et B = (B,,B,,B,) vérifient :

-grad V - 24

> + >
1.10 B = .
( ) rot A; E =

1l

Pour u = 5, les relations (1.8) nous donnent

(1.11) F,, = 8sA) - 3 A = iaA - 8,As et si A? =0:F_ = iaAv

SV
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Donc, dans un repére ou les conditions (1.5) et
{1.6) sont satisfaites, le tenseur antisymétrique complet est
formé des 3 composantes du champ magnétique, des 3 composantes
du champ électrique et des 4 composantes du quadri-vecteur po-
tentiel : il ne s'introduit aucune grandeur étrangére 4 1'é-
lectromagnétisme classique. ‘

Les relations (1.8) entrainent

(1.12) 3 F +3 F +3 F =0 © c'est-d-dire :
p v W vp v opy

(1.13) rot B = - %% s divB=0

Les équations en présence de courant :
1

(1.14) ap FH° 4 = j* =0 deviennent ici :
4]
(1.15) div £ + a?v = g—
[
(1.16) rot§=§§4-a2x+ Hod

De plus, la cinquiéme équation (1.14) est :

A, + 1 js + iac(div | ET'EX) ce qui donne,
€y c* ot .
pour js = Ag = 0 :

v

T 0 c'est-a-dire la relation de

Lorentz.

(1.17) div A +

ONI -

Les équations (1.10), (1.13), (1.15), (1.16), (1.17) ont
été obtenues par Louis de Broglie dans sa théorie de la fusion
des particules & spin (5). On les obtient ici par un calcul
beaucoup plus élémentaire, et sans les équations non maxwel-
liennes de la théorie du photon.

Le raccordement est complet si l'on pose :
. ‘ ,
(1.18) a = E_S, ol m' désigne la masse propre, extrémement
petite, du photon.
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La plupart des physiciens ont admis jusqu'ici que
les photons et les neutrinos étaient des particules de masse
nulle. Il semble aujourd'hui que la masse du neutrino pourrait
bien &tre certes petite, mais non nulle. Pourquoi n'en serait-
il pas de méme pour le photon ? C'est en tout cas le point de
vue de Louis de Broglie, qui a toujours considéré le photon
comme une particulé comme les autres.

Invariants du champ électromagnétique

Les invariants du.champ sont les coefficients du
polyndme caractéristique

(1.19) P(r) = dét(va - Aguv) Le calcul de P(1), en dimension
4, donne
(1.20) P,(2) = -a* + (B2 - c2B2)az + c2(E.B)2 .

En dimension 5, le calcul nous donne

i

(1.21) Ps(R) = -a% + [E2 - c2B2- a2(V2 _ c2h2) |a?

+ [cH(E.B)2 + azc2(B.R)2 + a?c'(B.R)2 - azc2(B2f2 o+ v2j2)
+ 2a%c? det(E,B,R) )
Etant donné 1'extréme petitesse de a, on a

(1.22) Py(x) = x P (n)
v Les invariants du champ sont pratiquement les mé-
mes. La petitesse de la masse propre du photon rend en quelque

sorte "invisible" la cinquidme dimension des équations de 1'é-
lectromagnétisme.

De plus, par tout changement de coordonnées lorerit—
zien, la direction x; est invariante, les quatriemes composan-
tes d'espace Ay ou j; sont invariantes, donc s'il existe un
repere dans lequel ces deux grandeurs sont nulles, elles 1le
sont dans tout autre repére. Donc les relations (1.5) et (1.6)
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sont conservées, donc aussi toutes les relations qui en décou-
lent.

2- EQUATION DE DIRAC EN DIMENSION 5

L'équation relativiste de Klein-Gordon s'obtient a

partir de
(2.1) g; - (p; + p; +p} + m2c?) = 0, griace aux régles de
correspondance
(2.2) E - ih g—t g px+i ?%}? 3 Py %%}7 3 Pt ?%{
On obtient
(2.3) v + E%%i =0 avec = %1 %%7 - A ;A= %§T + %;7 + %;_

Pour garder 1'interprétation probabiliste et 1'in-
variance relativiste, Dirac a remplacé cette equat19n.du se-
cond ordre par une équation du premier ordre, en utilisant une
fonction d'onde & 4 composantes et des matrices o;, a,, 03, O,
telles que

(2.4) a.a, + a.a, = 268, .1 (1 matrice unité)

1] J1 1J

L'équation de Dirac s'écrit

‘ ieA , ieA
13 . oev 9 x 3 Y]
(2.5) T 1-ﬁ€]¢ = [[5; t He ]“‘ * [ay Y TRe %2
ieA
+ [%z*‘m:—z]“a * i%"’ﬁa“]“’

L'équation de Dirac peut &tre mise sous une forme
plus symétrique en posant

(2'6) Yl - ia.‘al 5 Y2 = iau“z H YS = ia.,cxa 3 Y,' = Oy

E

2
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o9 f 3 f o3 ;
(2.7) PI—I&—+8AX,Pz—-i——a‘};+eAy;P3——-i—-a—z+eAZ;
H 9 .
P.,———C-—a—t-+1eV

On obtient, comme pour les matrices o

(2.8) Y.Y. + Y.Y, = 26.. 1
iyt ij

Avec la sommation sur u, l'équation de Dirac prend la forme :
2. PY i =0
(2.9) «( R ime,c) ¥

L'équation de Klein-Gordon ne différe de 1'équation

des ondes électromagnétiques que par un terme supplémentaire.
Ceci nous suggére & nouveau l'utilisation d'une dimension sup-

plémentaire d'espace etd'une cinquiéme régle de correspondance :

'3 o3
(CS) myC ++ -i- -—a—;—; + eA5 = ']:' BTS' (AS = 0)
Ceci équivaut a : 5 mﬁg X,

V(X ,%X,,X,,X,,Xg) = w(x,,xz,x3,x“)e

Cette égalité signifie que les masses sont les va-
leurs propres de l'opérateur 3,, ou encore que la phase inter-
ne de la particule est simplement la phase dans la propagation
suivant la direction supplémentaire x,.

32
axi

jPosons O = 0O-

1'équation de Klein-Gordon est alors 1'équation des ondes élec—
tromagnétiques :

(2.100 O v=0

Cette équation peut-elle &tre remplacée, comme en
dimension 4, par une équation du premier ordre ? Il suffit
pour cela qu'il existe 5 matrices Y,, Y,, ¥,, Y,, Y, vérifiant
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(2.8). Or il est bien connu que la matrice :
(2.11) Y, =Y,Y,Y,Y,, en théorie de Dirac, vérifie les rela-
tions de commutation (2.8).

Si donc on pose :

(2.12) Py =-? 3%— + eA,, 1'équation de Dirac stécrit simple-
s .

ment, avec sommation sur p:
¥

=0
(2.13) YHPP P

On sait que l'on peut choisir :

1 0 0 1 0-i) 1 0
(2.14) 1 = o 1] g, = [1 0] o, = [i 0] gy = [0 _1]
0 o, 0 o, 0 ig,
1 0 0 1
Y= 0—1} YS‘L 0]

0 o, 0 o, [0 031
L0y T o, 0 &y = g, 0 @y = o, 0

0 ' -il
iY Y, =
it 0

-
On a alors : .

]

. Qg

(2.15) Yt = Yu et Y; =1, w=1,2,3,4,5

Comme en théorie de Dirac, on posera :

(2.16) ¥ =v'Y,
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Donc, avec

¥,
v= b V= (W, W, - VK, -t
- b, b= (q"_’fy'v-’ﬁ_qﬁé’;“‘lﬁf)
by
(2.17) 3V = i E%S T

L'équation adjointe de 1'équation de Dirac est

Zﬂ:_’:fr ayp* 9" .
Lo % * ok Y, + e Y = 0, soit en multipliant & droite
par Y,
RETAMT R
axk Yk " . Y, - T Y, = 0, donc simplement

(2.18) Puw Yu = 0 On obtient, en multipliant (2.13) 3 gau—

che par ¥ et (2.18) A droite par ¢ et en
ajoutant

I YuPuw + Puw Yuw =0 c'est-a-dire encore
2. Y = 3
(2.19) 3u(¢YuW) = 0 ; donc avec s, = wYuw : 3s =0

Par rapport au quadrivecteur f1l ité i
) F ux-densité classi-
que, 1'équation (2.19) comporte le terme supplémentaire

3, (VYs0).

Ce terme peut &tre regardé

. gardé comme un terme source

du qugdrlvecteur flux-densité. Cela parait ficheux puisque le
quadrlyecteur fluxfdensité, dans la théorie de Dirac, est con—
servatif et c'est justement ceci qui permet de normer les

fOIlCIZLOIlS d ollde. Ma,ls poul 1eS SOlutlous qu ver 1flent ]-a
Condltlou (CS) . ’ '
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m

(2.20) 3, (Y p) = (o, WY p + ¥Ys(35¥) = -1 ﬂﬁngsw ¢ PY5ieSy=0

Donc en fait l'équation 3 5 dimensions nous redon-
ne 1'équation de continuité du courant & 4 dimensions : la
aussi, la cinquiéme dimension est "cachée", dés que l'onde est
fonction propre de l'opérateur de masse. D'autre part, les so-
lutions de (2.13) qui ne vérifient pas (C5) ne peuvent pas
&tre associées 4 un quadrivecteur flux-densité conservatif, et
peuvent donc apparaitre ou disparaitre spontanément. Il y a
donc place ici pour la création ou la disparition de particu-
les, ce qui n'est pas le cas pour la théorie de Dirac avant la
seconde quantification.

L'utilisation des matrices de Dirac nous permet de
réobtenir 1'énoncé bien connu : si un ensemble de 4 matrices
Y' vérifient Y'Y' + Y'Y' = 26 1, on sait qu'il existe une ma-

TR vip pv

H

. -1 114 .

trice S telle que YL = SYPS , de sorte que l'équation de
Dirac obtenue avec un autre systéme de matrices YL nous donne

les mémes grandeurs physiques, et en particulier le méme vec-—
teur flux-densité.

2-A : Covariance relativiste

. Faisons un changement de repére dans l'espace-
temps a 5 dimensions,
H H v P ' N
= @ x conservant la métrique d'espace-temps a
5§ dimensions

(2.21) «x'

(2.22) ¥'(x') = Av(x) avec Qth = A—IYHA vérifie 1'équation :

(2.23) (PL Yu)w"= 0 avec Pp = P'@’, donc 1'équation est for-

mellement invariante.

De plus on sait que V' = EA_I.

l\)
v

On sait aussi que la "rotation" d'un angle ¢ dans

le plan X X, est donnée par :

B

.



28

ol 4 io sin® - ;
(2.24) A = cosy + i gsing 3 0, = 1Y0YB

Ceci est valable non seulement pour o,8 = 1,2,3,4
mais aussi pour a,B allant de 14 5. Il y a non plus 6 mais
10 matrices g" On sait aussi que l'on a :

(2.25) syt

Les 16 matrices formées & partir des Y permet-
taient de former 16 densités qui étaient répartiesuen 5 grou-
pes :

— un scalaire, V¥, invariant dans les transformations de
Lorentz,

- un vecteur, EYuw, vecteur flux-densité,
- un tenseur antisymétrique Eouvv, dont les 6 composantes sont
les densités de moment magnétique et de moment électrique,

~ un pseudo-vecteur $05u¢, 1ié A la densité de moment cinéti-
que,

- un pseudo-scalaire, @ = ¥Y;¥

Avant la relativité restreinte, 1'électromagnétis—
me utilisait un vecteur, le champ électrique, et un pseudo-
vecteur, le champ magnétique. Ces deux grandeurs ont fusionné,
en électromagnétisme relativiste, et forment les 6 composantes
d'un tenseur antisymétrique. De la méme maniére, lorsqu'on
passe de 4 & § dimensions, les 16 densités de la théorie de
Dirac se regroupent en

— un scalaire, V¥ = 9, invariant dans toutes les transforma-
tions du groupe complet,

- un vecteur, ju = $Yu¢, dont la cinquiéme composante est le

pseudo-scalaire précédent,

- un tenseur antisymétrique, f = wouvw, dont les 10 compo-

santes sont les 6 du tenseur et les 4 du pseudo-vecteur de
la théorie de Dirac. Les densités de moment électrique, ma-
gnétique, cinétique, fusionnent en une seule grandeur.

(a) j, 3% =9
(b fay fBY - 2 gz - iy JB
(c) £%%3,=0
(@) fq, £Y8 = alg] 3, - gg o)
(e) ,faBY jY =9 faB
(£) £, 3, + Tay o * Tya dg = % Fany

-~ peuvent se déduire des deux seules relations indépendantes (d)
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Bien entendu, dans tout changement de systéme\de
référence 1ié a un mouvement réel’dans 1'espace pby313?:nie3
dimensions, la quatriéme coordonnee d'espafé est.lnvg Diraé
donc $05 y se comporte comme un vec?eur, 1 eq1'xat10nt zuve 2
est rigoureusement 1'équation c1a351quef et'l on retr rou
les résultats de cette théorie, en parFlcullef, commg'aogso g
verrons plus loin, les niveaux d'énergie de 1'atome ydrog
ne.

fpo, ¢ tenseur antisyme-

1
Posons : f,5, = 2 “apyeo

trique tel que €,234s = +1.;

M. Petiau a établi (10) que les 11 relations de
Pauli qui découlent de 1'identité reliant deux'systeme§ %edwa—
trices y se rassemblent en 6 relations, dans 1l'espace & i-

mensions

M. Petiau a également établi que ces 6 relations

“et (e).

Nous pouvons remarquer 1a relation (a) qui permet
d'interpréter Q° comme dtant le carré de J.

A

Nous pouvons espérer que la dispgrition’des'equa—
tions du pseudoinvariant Yy ¥ p?rmetFra une }n§erpretat10n
hydrodynamique plus aisée de 1'équation de Dirac.
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2-B : Equation du second ordre

Si P ¥ =
i Yu uw 0 alors
(2.26) (YuPu)(YYPv)w =0
Orona: Y,P,Y,P,+ Y,P,Y P, = iehi(3,A, - 3,A,)Y,Y,

(2.27) (Y,P,Y,P, + Y,P,Y,P,)¢ = eh Fo, a,, ¢

=eh B, o} ¥
avec o = (0},04,0%) 5 o} = 0,, ; o}y = 0,5 5 0} = g4,
(2.28) (Y,P\YoPy + YuPY,P )0 = - By, v,y = - A By
avec 0 = (0,,0,,05) 5 0, = Y,¥, 5 0, = Y,Y, ; 0, = Y,Y,

(2.29) (Y,P,YsPs + Y,P,Y,P,)¥ = efi( 3,4, - 3,A4)iY,Y v
= efi(iaA, - 0)iY,Y,¥
= —eah A,Y,Y. ¥
= -em'c A;1,¢

(m' désigne la masse du photon)
-+
avec T = (1,,1,,75) 5 t, =Y,¥, ; 1, = Y, ¥, ; v, = Y,Y,

(2.30) (Y P YsPs + Y,P,Y,P,) = iefi(2,A, - 3,4,)Y,Y,
= ieh(iaA, - 0)Y,Y,
= ~eha iV Y,Y,
= —em'c V1

ou r = iY,Y,

On obtient 1'équation du second ordre :

+ H » »

5
(2.31) [(pzlyPuPu) + el B.o - e E.o - em'c2(R.7 + gr)]w = 0
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En plus du terme de masse*Pg et des termes de cou-
plage de la théorie de Dirac, B.o et E.p on obtient ici deux
termes supplémentaires, mais négligeables 4 cause de la peti-=
tesse de la masse du photon :

em'c2(A.7 + %r).

Les théories a 5 dimensions ou plus qui sont étu-
diées activement aujourd'hui expliquent habituellement 1'inob-
servabilité des dimensions supplémentaires de la facon suivan-
te : la petitesse de variation des coordonnées dans les dimen-
sions supplémentaires entraine 1'existence de particules su-
per-massives, inobservables dans les accélérateurs de parti-
cules. Au contraire ici, le domaine de variation de x, peut
&tre trés grand. L'inobservabilité est due 4 la trés petite
masse du photon. Rappelons l'hypothése que nous avons faite
en (4) : dans un modéle cosmologique relativiste & courbure
positive, l'espace physique a un instant donné est un hyper-
sphére & 3 dimensions dans un espace euclidien & 4 dimensions.
On peut alors interpréter cette quatri&me dimension d'espace
comme étant le paramétre x5 utilisé ici.

2.C : Tensorialité des grandeurs de la théorie de Dirac

Soit j = Y t f =790 ¥ =idY Y
o1 Jp v uw e v P uv¢ iy " vw

s v
Par un changement de repere tel que x'M =¥ x ,-on a
. v -

(2.32) v'(x') = Ap(x) et V" = ﬁA—l avec QSY}1 = A YvA

: T _ gt - TPy u = o¥T PN T
(2.33) 3y = $'Y 0 = 00 Y AV = V@Y ¥ = W b = o] ]

H
.- = =1 “ -1 L= U v
] —— 1 | - _
(2.34) fpc =iy YpYow = iyA YpAA Y Ay = 1wngYpaoYvw
= a¥e'r
p O uv

Donc les grandeurs de la théorie de Dirac se com-

" portent comme les composantes de tenseurs lors dtun changement

de repeére.
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3 - ETATS STATIONNAIRES

Multipliant 1'équation YuPuv par -iY¥, a gauche, nous obtenons:

(3i1) (0,Py + 0P, + a,Py + 1y + aP)9 = 0 avec Ty = % P,

‘ et oy, = -iY,Y,
) o 0 -it
Le choix précédent des Yi donne o, =
i1 o0

-+ . ‘yl
Posons v = (P,,P,,P,) ; & = (0,,0,,0,) 3 b = [ ] 3 nous
obtenons :

> > R
Moy + Sem Y, - imgc ¢, = 0

(3.2) .
MoV, + S.7 Yy + imyc §, = 0

Posons :

(3.2) A= by + s ¥, = dmecy, ¢, = (=1+1)¥, - (1+i)y,

B = mg¥, + 5.7 ¥, + imecy, ¢, = (14i)y, + (1-i)y,

Soit : C = -(A+B) + i(A-B)
= (-1+41)A - (1+i)B
= (~1+i)[n49, + 5.7 ¥, - im,cy,]
=(1+1i)[me¥, + S.7 ¥, + im,cy, ]
= nof(—1+i)¢, = (141)9,] - S.7[(1-1)y, + (1+i)y,]
+Hmoc[(1+i)y, + (1-i)9,]

Ainsi : C

+> o+
Moy — S ¢, ~ m,c ¢,
Posons : D= A + B + i(A - B)

Alors : D = n,¢, ~ S.m ¢, + m;c ¢,

Le systéme (3.2) : A=0 4 B = 0 est équivalent au systéme
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C=03 D=20. Donc :

-+ >
Tod; — ST ¢, = myCc ¢,

(3.4)

w»
A+

Tady, — S.T ¢, =—MyC ¢,

C'est-a-dire :
¢y
b,

Nous introduirons maintenant les coordonnées po-
: 4

=0

>
(my - a.m - m,C a“)[

laires :
X = r'siné cos¢ ; r' = r-cosy ; r' = (x,y,z)
] 3 ] K]
% T ! ay Ty ! 3, %25 % Tl

(3.5) y = r'siné sin¢ ; u = r siny 5 n =r'/r'

2 2

z =1r'cos® ; r® =x?+y2+ 22 +ul=r'%+u
Si 1'on cherche une solution de la forme :

6, = F(r',u)f(e,¢) ¢, = G(r',u)g(8,s) la variable u disparait

en nous donnant le terme de masse. La seule différence avec la

théorie de Dirac concerne les opérateurs différentiels, qui

sont légérement modifiés.

La discussion du systéme (3.4), en dimension 5,
est donc trés proche de celle de Dirac. Si l'on cherche une
solution du type : ¢, = F(r,x)f(8,¢) ¢, = G(r,x)g(8,¢) il n'y
a pas séparation des variables r,x, et ceci pour deux raisons:
r et ¥ sont liés dans le terme de masse correspondant & 305
avec u = r siny, et sont également liés dans le potentiel élec-—

trostatique en 1/r', r' = r cosy.
On voit aisément que :

_ 1
(3.6) X3+ yay +zd =T1'd
Comme en dimension 4, le hamiltonien de Dirac com-

-
mute avec N tel que :

T
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(3.7) N="7 xp+

1]

[Ty

_C;' Ol'( 0
%k

On est donc amené A cherche 3 k
3 3 r les é 3 5
de M; et de M2, ou : rats propres

ﬁ = ; X E + Ef; = Hf 3
. :

Uk 0 .
3 ko= 1,2,3

2

J obéit aux relations de i
L J > commutation du moment ci-
nétique. On introduit alors (8) 1 i i
1qu es deux suites 5
Srhertoven 9 tes de spineurs
| /2+m
2%+1

/l—m+l m
20+1 Y2(9’¢)
L~m+1 _m-1
o o /aar Yo (0:0)
. Q (=) = .. 1
3.9 9,() OUJ:Q/-—-——sm—m_

L+m  _m 2 5
Jagt Yal9:®)

Nous avons alors :

m-1
Y, (e,4)

(3.8) a$(+)

o j

w
N —

N

[T2ag(+) = §(G+1)al(+)
Ja™4) = Liome vy _ o om
(3.10)4 | Q$(+) (m o P =0 ()
I (=) = j(jr1)ag(+)

: 1
LTa90(5) = (m - ef(-) = m 25(-)

Nous avons également :

s @M+) = o (-
(an f . b=,
s.n 2,(-) = QZ_1(+) -

>4

Si nou : = -ir v
S posons : = ~1 r'x V¥, nous obtenons :

> + m
(3.12) s.A nz(t) _(g+1)92(i) avec k = F(j + %) et j oot
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De plus, nous avons :

(3.13) GG = -ifila, - = $.5)

Pour résoudre le systéme (3.4), on cherche 1'in-
tégrale générale comme combinaison linéaire des deux solutions

de base :

[
(3.14) {

I
]

F(rt)a (+) 0, = F(r)a (=)
% et:{ L

iG(r')92+!(—)

]
H

X2

X: i6(r0a)_ (+)

ot F et G sont deux fonctions de r' a déterminer. Le systéme
(3.4) devient donc :

2 > o+
( ) (E + %7 - m,c?)p = € S.P ¥
3.15
2 > >
(E + %T + myc?)x =C S.P ¢

En multipliant par $.0a gauche et en posant :
_ m CimfeeM (=
(3.16) ¢ = F(r')Qz(i) x = iG(x )Qmi1(+)

on obtient :
(E + & - me?)F(r)Ea Q™) = 1ic(3.DE.P)er e, (3
( r! 2 gl
(3.17) ,
’ (E + %T + m,c?)iG(r')s.n %31(;) = c(E.ﬁ)(E.ﬁ)F(r‘)ng(i)

Avec les relations (3.11) et (3.13), on obtient donc :

(E + %é - mocz)F(r')nﬁiI(;) = fic(s , - %T 5.06(r")
(3.18) 2,1 (%)
\ x
(B+ & + mec?)G(r)ap(2) = Me(a, - %T §-K)F(r')ﬂt(i)

E
En posant : K= o

it
~

drn
(¢}

(3.19)  k, = 5 e
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les parties angulaires en facteur disparaissent, et 1l'on ob-"
tient

dG 1-x
a—;—'—+F—G—(K—kG+%,—)F=O
(3.20) _ ;
’ dF 1+ ‘
ety ;;% F+ (K+k,+ gT)G =0

On sait comment (7) (8) ces équations nous donnent

les niveaux d'énergie de 1'atome d'hydrogéne : ;

(3.21) E_ . =myc? /1 + o
nj
n-(j + ) +/ (j + 3)7 - a?
2 2 ¢

CONCLUSION

I1 n'y a donc aucune différence avec les résultats
de la théorie de Dirac, aujourd'hui classique. Mais cette con-
cordance n'est-elle pas remarquable ? L'utilisation d'une
équation d'onde dans un univers & 5 dimensions d'espace-temps
ne fournit immédiatement aucune différence par rapport a la
théorie classique. Si la "bonne" équation était celle en di-
mension 5, le fait que les spineurs sont les mémes en dimension
4 et 5 nous permettrait d'obtenir quand méme les bons résultats,
donc nous induirait 3 nous contenter d'une "mauvaise" théorie.

Tout d'abord les équations en dimensions 5 ont
1l'avantage de la simplicité peut-on trouver plus simple que
(2.13) ? Les grandeurs sont moins nombreuses, les égquations se
regroupent.

Une des grandeurs fondamentales en physique relati-
viste est le tenseur impulsion-énergie. La conservation de 1'é-
nergie est une loi bien assise. Or si l'on intégre une densité
Ve

. . . . -1.-2 }
d'énergie, de dimension ML 'T 7, non plus dans l'espace tridi-
mensionnel, mais dans 1l'espace quadridimensionnel, on obtient

. . -2 .
une grandeur de dimension MLST , produit d'une action par une
vitesse. Jean Ricard a publié dans cette revue (9) une théorie

ES
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des plancktons, od 1l'onde est une assemblée de "corpuscules"
d'action quantifiée. Si les "corpuscules" d'un éventuel milieu
subquantique sont dotés de la vitesse de la lumiére, 1'inté-
gration de leur densité d'énergie aboutit naturellement & la
gquantification de 1l'action. Ce pourrait &tre un avantage im-
portant pour les théories & 5 dimensions. :

Notre étude est partie (4) de 1'étude du spin. la
microphysique doit nécessairement utiliser les représentations
du groupe SU(2), et non pas les représentations de S0(3), pour
rendre compte des faits expérimentaux. Or cette gquestion, pro-
fondément enfouie sous un habillage mathématique difficile, ne
se simplifie pas lorsque 1l'on utilise l'équation de Dirac
les représentations utilisées sont en effet celle du groupe
SL(2,C), et non pas celle du groupe de Lorentz. Simplement, il
est encore plus malaisé de s'apercevoir que 1l'on change de
groupe subrepticement.

Or 1'utilisation d'une cinquiéme dimension d'espa-
ce nous offre une solution & cette difficulté. Rappelons tout
d'abord que la cosmologie relativiste part d'hypotheses sim-
ples : le ciel n'offre pas de direction privilégiée, il est
invariant sous le groupe S0(3). Il n'y a pas de centre de 1l'u-
nivers, tous les points & un instant donné sont équivalents,
donc 1'espace physique est invariant sous un groupe G plus
vaste et contenant SO(3) comme sous-groupe.(11)(12)

Sous ces hypothdses trés générales, les physiciens
relativistes nous disent que trois modéles sont possibles pour
la métrique d'espace-temps : le modé&le hyperbolique, le modéle
euclidient, le modéle sphérique, suivant que la courbure tota-
le est négative, nulle ou positive. Dans le modele sphérique,
1'univers, & un instant donné, est une hypersphére & 3 dimen-
sions de l'espace euclidien & 4 dimensions. Le groupe des dé-
placements G de 1'hypersphére est le groupe S0(4) des rotations
de l'espace euclidien & 4 dimensions. Pour le modele hyperboli-

~que, G est le groupe de Lorentz, tandis que pour le modele eu-

clidien, G est le groupe usuel des déplacements.

Or le groupe SO(4) contient non seulement SO(3),
mais aussi SU(2) comme sous—groupe invariant. On peut donc
avoif, pour espace physique, 1'espace quotient S0(4)/SU(2), le

=
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groupe des transformations laissant un point invariant étant
alors réellement SU(2), ce qui explique 1l'existence de spins
demi-entiers.

A1n81, la raison de 1'existence de representatlons
de SU(2) en mécanique quantique serait la structure a grande
échelle de 1'Univers, liée par la relativité générale a la
densité moyenne:de masse, & la gravitation. Inversement,
l'existence de spin demi-entiers nous prouve que le groupe de
transformations laissant un point invariant n'est pas S0(3)
mais SU(2), et nous permet de choisir entre les trois modéles
de la cosmologie. Il n'est pas nécessaire alors de compter les
galaxies lointaines pour savoir si 1l'Univers est hyperbolique,
euclidien ou sphérique ; la microphysique restreint considéra-
blement le nombre des modéles possibles en cosmologie relati-
viste.

I1 est sans doute temps de comprendre que la qua-
triéme dimension d'espace utilisée en cosmologie n'est pas un
simple artifice mathématique, mais qu'elle a autant de réali-
té physique que nos trois dimensions usuelles. '
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