(A=A

A d'onde ¥,

57

Annales de la Fondation Louis de Broglie,
Vol. 11, n® 1, 1986

Potentiel quantique et actions @ courte pbrtée

par D. FARGUE

Ecole des Mines
60 bd St*Michel 75272 Paris Cedex 060

(manuscrit recu le 20 Novembre 1985)

Résumé : On propose icti une interprétation du po-
tentiel quantique de Madelung et de Broglie en tant que premier
terme d'un développement d’actions d courte portée. On discute
ensuite l'intérét des termes suivants.

Introduction

On sait que Madelung avait remarqué dés 1926,[1],
que les équations de la mécanique ondulatoire pouvaient s'in-

- terpréter comme celles d'un fluide irrotationnel particulier.

Ce fluide peut se définir par exemple a partir de la fonction
im
(1) V=1 eh

'S

grice 4 la densité de masse
(2) w=mly|? = mf?
et au champ de vitesse

+
(3) v = grad S

\
Ce qui caractérise un tel fluide est sa loi de comportement
rhéologique, c'est-d-dire l'expression du tenseur des contrain-
tes. Dans le cas du fluide gquantique non relativiste et sans
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spin, correspondant & 1'équation de Schroedinger, dont nous
nous occuperons ici, Madelung avait donc propesé la forme
2

H
(4) Ty = gmT M log’u
La force volumique qui en dérive s'écrit
(5) aj ™ - It at Q
ou
2
(6) R
/u

Q est le potentiel quantique sur lequel de Broglie a particu-
lidrement attiré 1'attention[2].

L'expression. (4) du tenseur des contraintes quanti-
que, ou méme celle, (6) du potentiel quantique peuvent paraitre
bizarres a priori et donnent l'impression de ne pouvoir étre
justifiées que comme une hypothése ad hoc dont la seule raison
est de permettre de retrouver les équations de la mécanique
quantique. Je me propose de montrer qu'il n'en est rien et
qu'elles découlent tout naturellement des deux seules hypothé-
ses suivantes, qu'on peut certes rejeter, mais qui n'ont rien
de surprenant.

Hi. L'onde de la mécanique quantique, que de Broglie note dans
ce cas u, est une onde au sens physique habituel du terme ;
c'est 1l'onde "classique" au sens d'Heisenberg qui les appelle
[3] ondes matérielles ou "ondes d'électricité négative" dans le
cas de 1'électron.

H2. Un tenseur des contraintes, ou plus généralement une loi de
comportement rhéologique ne fait que résumer l'effet des actions
A courte portée au sein de ce milieu.

Les dérivations qui apparaissent dans (4) ou (6) ne font alors
que refléter ce caractére local, au méme titre que les lois de
1'élasticité qui font intervenir la déformation. Nous allons
préciser ce point dans ce qui suit. ’
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1. Forme hamiltonienne de 1'équation de Schroedinger

On sait que 1l'équation de Schroedinger peut se dé-
duire de 1'hamiltonien

(7)

dans le cas de 1'action d'un seul champ externe V. Si on uti-
lise les variables définissant le fluide quantique précédent,

(8) v = grad S

ﬁz“ kA i a2 3
H = J[-ia 3i‘b"8 b+ eVyy )d X

p=f2

on obtient 1'expression équivalente

@ w=lny-

Les équations d'évolution se déduisent alors du

uQ + % uV]d3x

principe variationnel

i d ) i
= | s(uv.d?x)vt - S=(uv.d’%)s
(10) ¢H J (uvld x)v dt(uvld x)6x
Dans cette formule, d’x est un élément de volunme attaché au
fluide et les variations indépendantes sont sx1 et 6vli, La va-

riation de la densité de masse su s'obtient a partir de 1'équa-

tion de conservation de la masse :

(11) s(pd’x) = 0 ®  Su+ou sxt = 0

“(pour plus de détails voir par exemple [4]).

On voit sur (9) qué le seul terme caractéristique
du comportement "quantique" est

(12) W, = [—qu’x = f- %%7 Yo a/p dx = [ %%7 (grad /p)2dix

Q

I1 est toujours positif, ce qui correspond a l'étalement bien
connu du paquet d'ondes quantique, qu'on peut éviter en intro-
duisant un potentiel attractif de compensation{5§].

’ Dans le formalisme précédent, 1l'autoaction qui cor-
respond i tne action interne entre les é1léments du fluide dé-
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pendant d'un potentiel &lémentaire g(r) fonction seulement de
1a distance dérive d'un terme de la forme

() vy =3 ] ) R - FDuE

quand .la densité qui intervient est la densité de masse. Par

. v . L. e
exemple, si le fluide est chargé avec une densité p = o W
1'action électrostatique interne entre ses différents éléments

dérive de 1'énergie
2 > -
(14) W = _1_ II E‘z‘ N(X)U(Y) d¥x dy
e 2 m + >
|x-y |
il suffit d'ajouter ces deux derniéres expressions (13) et (14)
3 1'hamiltonien (9) pour obtenir le point de départ d'une théo-

rie de 1'électron fluide chargé et cohérent (si g correspond a
une attraction)[4].

2. Terme d'actions a courte portée

Partons d'une généralisation de (13) en introdui-
sant dans H le terme additif :

(15) W= % fj g(£(X),T(¥), 1X-y Ddx 4%y

ott f = /pn et g est une fonction, symétrique en ses deux pre-
miers arguments. Je suppose qu'elleydécroit suffisamment vite
quand |x-y| + =, pour traduire 1'hypothése de courte portée,
et qu'on peut la développer en puissances de ses deux premiers

arguments par

(16)  egx,¥,r) =1 1 g, (r)x* xP

‘ ' o>l 8>l

oil gaB(r) = gea(r) sont des fonctions qui tendent vers 0 trés
rapidement quand r + =.

On peut alors supposer que 1'énergie elle-méme peut
se développer, et s'écrire :

(7 =155 [ CE® g (EFNEGN® Ex
a B
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Neus allons utiliser 1'hypothése de courte portée des actions
pour évaluer approximativement les termes de (17). Posons

(18) Woq = 3 ] N g (BT DEEED a2k &y

de sorte que W = {IWGB. On a aussi, par le simple changement
de variable ; =X + ;,

_l >0 + +.\B v
(19) Wy = 5 ] (£60) g g (FGN o dor

Notant les indices d'espace par les lettres latines i,j ... =
1,2,3, on peut développer les puissances de f(x)

(20) (£G+N® = (£GP + riai(f(;))B N % rirjaiaj(f(i))3+...

L'hypothése de décroissance rapide de 3 fait alors que les

. "moments"

(21) Lilae-edp j gaﬁ(r)rl‘...rlp d’r

gaB

existent. On en déduit le développement de W :

(1) i, = g, [N R+ gy [N TGN

Ll [5G0y G Px

dont on peut ne garder que les premiers termes, seuls signifi-
catifs. .
En fait, si les £qa sont 4 symétrie sphérique, on
. . i, 0.d .
voit facilement que les seuls moments gaé P qui ne sont pas

nuls sont ceux qui contiennent chacun des indices 1,2,3 un
nombre pair de fois. Limitons-nous par exemple & a+B < 4, et
aux dérivées du second ordre de f. On a

(23) Wo=W, +2W,+ Wy, + 2W,,
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On obtient alors, d'aprés (22)
‘ 1 > + -+ N
(24) W,, = 5 g, f(f(x))zdax + % ghl [f(x)Af(x)d’x Foee

en ayant tenu compte de la symétrie sphérique de la dépendan-
¢ce en r, qui donne

@©

(25) gif =eit=gll =4[ rrenoar

De méme, on trouve successivement

um‘m2=%yzﬁﬂbwvx+%g;ﬁﬂﬂwﬁ&Mm+.“
(27) W, = 3 &% [(f(i))~d3x - 1 il [(f(i))2a(f(§))2dax -
(28) W,, = % g, f(f(%))*de + % gll j(f(i))’Af(i)d3x +oeen

En se rappelant que u = f2 et que

Ip d3x =m
on a, aprés quelques intégrations par parties, licites quand f
décroit assez vite a l'infini :

(29) W=2¢C, +C, [f af d%x + C, [f’d’x + G, Iszf d3x

+ Cy fp*d’X + Cyq Ip Ap d3x

3. Expression de la force et interprétation.

Partant du principe variationnel (10), on voit que
la densité de force massique F, est telle que

SH
sxT(X)

ou le second membre doit &tre pris au sens des dérivées fonc-
tionnelles. En utilisant la conservation de la masse (11), on
déduit aisément de la forme (15) de 1'énergie

(30) " Fi(i) = -
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G wG) - gy (£(X),£(¥), [X-¥ 1)
31) F.(x) = -—% d’3y
. ax’ 2£(X) ‘

On peut alors, soit développer directement cette expression,
suivant la méme méthode que celle utilisée pour W, soit par-
tir du développement de W et calculer la force massique en
différentiant comme en (30). Les deux méthodes donnent le mé-
me résultat. :

Dans le cas particulier du développement limité &
1'ordre 4, qui a donné (28), la densité de force massique F
dérive elle-méme d'un potentiel G :

(32) F, = -3,
avec
M3 (a,f)
(33) ¢ =20, i C,f + 2C,af + C, Tt 2C,u + 2Cqhp

Le premier terme est du type "potentiel quantique" (6), dont

la forme trouve ainsi une justification naturelle : tout po-

tentiel répulsif a courte portée dépendant de 1'amplitude

f = /u peut en premiére approximation se ramener a une action

du type potentiel quantique.

Les termes suivants de (33) peuvent alors paraitre

sans intérét, compte tenu de 1'extréme précision de 1'équation

de Schroedinger, c'est-a-dire du seul potentiel quantique (6).
Cependant, nous avons déja rappelé que dans le cadre d'une in-
terprétation "matérielle", il fallait introduire une cohésion
interne pour empécher 1'éclatement de 1'électron, et pour com-
penser 1'action des forces électrostatiques internes, dont on
sait depuis longtemps [6], sans comprendre vraiment pourquoi,
qu'elle n'a pas A intervenir dans le calcul des états station-
naires. Les termes supplémentaires de (33) peuvent &tre utili-
sés a cette fin et, comme ils sont & courte portée, on com-
prend alors qu'ils n'interviennent pas dans les cas usuels
d'interaction entre électrons libres.

2

. Malheureusement, cette compensation, si elle est
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possible, comme on le voit apré&s quelques calculs, pour 1l'état

1s d'un atome & un seul électron, détermine complétement les
constantes dans (33). Le potentiel G est alors du type :

A
(34) G =Kk ?E + ko + kibdp

Si on essaie ensuite de compenser le potentiel électrostati-
que interne également dans 1'état 2s, ce n'est plus possible
il faudrait des constantes supplémentaires. On pourrait peut-
dtre y arriver en poussant le développement (23) plus loin,
mais ceci parait assez artificiel. En outre, si on continue
ainsi de proche en proche, cela semble revenir a tenter de re-
construire simplement un potentiel exactement opposé au poten-
tiel coulombien, ce qui réduit 4 néant les avantages exposés
plus haut, et contredit H2. k

Nous ne retiendrons donc, pour 1'instant, comme
seul résultat assuré de la méthode exposée ici, que le fait
d'avoir trouvé une justification au potentiel quantique plus
conforme aux méthodes de la physique classique. Les générali-
sations du type (33) apparaissent seulement comme des exten-
sions possibles.

REFERENCES
{1] E. Madelung, Z. Phys. 40, 1920, p. 322

[2] L. de Broglie, J. Phys. 8, 1927, p. 225, et tous ses li-
vres exposant la théorie de la double solution

[3] W. Heisenberg, Les principes physiques de la théorie des
quanta, trad. frangaise Gauthier-Villars, Paris, 1932

[4] D. Fargue, F. Fer, Ann. Fond. L. de Broglie 1, 1976, p. 30

[5] F. Fer, C.R. Ac. Sc. 258, 1964, pp. 2983, 3215, 3435 262,
1966, p. 1417 5 263, 1966, p. 103

[6] E. Schroedinger, Congrés Solvay 1927.




