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"Résumé : Il s'agit de la généralisation de la
méthode de moyennisation de Krylov-Bogoliubov aux équations
aux dérivées partielleés. Dans cet article nous traitons le
probléme de 1'oscillateur anharmonique quantique. Une appro-—
ximation, sans terme séculaire, d la fonetion d'onde est ob-—
tenue et un théoréme d'approximation qui estime la différence
entre la solution exacte et la solution approchée sur un grand
intervalle de temps est établi. ) '

1. Introduction

La méthode de moyennisation de Krylov-Bogoliubov
[4] est un procédé de perturbation qui, lorsqu'il est appli-
qué 3 des systémes d'équations différentielles ordinaires
sous forme standard, a un double avantage ; d'une part elle
conduit d'une manidre systématique & un procédé générant des

*Supported by the U.S. National Science Foundation under Con-
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approximations & l'ordre désiré, d'autre part elle améne i un
théoréme d'approximation qui estime la différence entre les
solutions exacte et approchée du probléme considéré sur 1‘'in-
tervalle de temps d'existence de la solution exacte.

Dans cet article nous généralisons cette méthode
au probléme de l'oscillateur anharmonique quantique dont la
fonction d'onde y satisfait 1'équation de Schrddinger :

(1) i 2= H(p,)v, ¥(0) = ¥,

ot 1'opérateur ‘de Hamilton H est donné par
1 1
H(p,q) = 5(p* + a*) + 7 <a',

q étant 1l'opérateur de multiplication par x, P 1'opérateur

s . d N . ‘s
de dérivation, p = -i &= et e est un paramétre réel positif
assez petit par rapport a l'unité.

I1 -est facile de voir que si on applique la mé--
thode de perturbation réguliére au probléme (1) qui consiste

s

3 chercher une solution approchée de la forme :
P(t) = wo(t) + ew, (t) + e?w,y(t) + ...

alors des termes séculaires apparaissent dé&s le premier ordre
d'approximation, c'est-a-dire dans le terme w,(t), ceci re-
fléte un comportement qualitatif de la solution approchée qui
est incohérent avec celui de la solution exacte puisque cette
derniére est bornée en temps, de ce fait la validité de 1l'ap-
proximation ainsi obtenue est limitée & un intervalle de
temps réduit & un petit voisinage de 1'origine.

Dans la suite nous allons montrer que la méthode
de moyennisation, auparavant utilisée pour des systémes d'é-
quations différentielles ordinaires, se généralise & ce pro- _
bléme et conduit d'une maniére naturelle & une solution appro-
chée sans terme séculaire et nous allons aussi préciser le
sens dans lequel cette approximation est valable. Pour la fa-
cilité d'exposition nous présentons ici 1tapproximation du
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second ordre, les généralisations aux ordres supérieurs s'ob-
tiennent de maniére triviale. A cette fin nous proposons deux
étapes, d'abord nous écrivons 1'équation (1) sous une forme
équivalente souhaitable pour 1la méthode de moyennisation et
nous déterminons d'une maniére formelle une solution approchée,
ensuite nous analysons la solution approchée ainsi obtenue et
énoncerons un théoréme d'approximation qui estime la différen-
ce entre les solutions exacte et approchée du probléme.

T1 existe une littérature abondante traitant la
méthode de moyennisation et ses applications dans le cadre
des systémes d'équations différentielles ordinaires [1,4,5,6,
7,12,13] alors que pour les équations aux dérivées partielles,
trés peu d'articles sont connus ot la méthode est appliquée de
manidre formelle (8,101

A

2. Construction de la solution approchée

Dans 1'espace de Hilbert g¢ = L?(R) des fonctions
numériques & valeur complexe et de carré intégrable au sens
de Lebesgue il est bien connu que les opérateurs de Hamilton

(2) H = %(pz +q%) + ZII eq” (e > 0)
et '
(3) ' Hy = 7(p% + a%)

sont autoadjoints et donc sont les générateurs infinitésimaux
' s 5 <. -iH -iH,t .
des groupes unitaires & un parametre e et e oY (voir
[11] par exemple). La fonction d'onde v de 1'oscjllateur an-
harmonique satisfait & 1'équation de Schrédinger (1) et sa
solution, nécessairement unique, est donnée par

-iHt
(4) w(t) = e b

pourvu que l'état initial ¥, soit dans le domaine ol 1'opéra-
teur H est autoadjoint.

Afin de convertir 1'équation (1) & une forme sou-
haitable pour la méthode de moyennisation nous introduisons

o
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la trgnsformétion qui consiste en une variation de constante
et qui est définie par

(5) v(t) = e Hote(cy,

La fonction ¢ se réduit évidemment i la fénction @o en l'ab-
sence de perturbation, alors qu'en présence de la perturba-
tion, elle obéit au probléme

(6) it - eae)e, 4(0) = v,

ot 1L'opérateur A(t) est donné par

(7) A(t) = %eiﬂotqhe’iHot
et s'écrit en fonction des opérateurs
/2 . /2
(8) a =5 (p +iq) et a* = EE (p - iq)

de la maniére suivante :

(9) A(t) = ?}elﬂotqhe_iﬂnt
= i—(elﬂot _iHOt)u
1 -4it -23 i :
= Tg{e a"+4e ltaH0a+4e21ta+Hoa++e4lta+“L+%H§+%§

ot dans la derniére égalité nous avons utilisé le fait que

. iH,t_ -iH,t _ 1 _-it . i
e thge "7 =35e " (q + ip) + %elt(q - ip)
V2 -it, /2 i
=5 € at fg elta+.x

' Lorsque ¢ est petit, la fonction ¢ définie par .
(6) Yarle lentement par rapport au temps et on peut s'atten;
dre 4 ce qu'une bonne approximation & cette fonction en ré-
sultera si on remplace 1'opérateur A(t) par sa moyenne
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(10) R

il s'avére que ceci est le cas pour le premier ordre d'appro-
ximation [2]. Pour déterminer une approximation du second or-
dre nous procédons de la maniére suivante. Nous cherchons un
probléme autonome 3 valeur initiale de la forme

(11) i%% = eB,v + €*B,v, v(0) =V,

et une transformation
(12) o(t) = v(t) + eP (t)v(E) + e?P,(t)v(t)

ol P, et P, sont deux familles d'opérateurs & un paramétre
sur j, périodique en temps et de valeur moyenne zéro tel que
1la fonction ¢* définie par (12) satisfait le probleme a4 va-

leur initiale :
. 3% .y PR .
(13) 122 = ea(e)ex - *R(5,€)v, #%(0) = %o - e'nle)

avec un opérateur R(t,e) et une fonction n(e) d'ordre 1 en e.

Si les opérateurs B,, B,, Pi, P,, R et les fonc-
tions v, et n peuvent &tre ainsi déterminés alors la fonction

e définie par
e'= ¢ - ¢¥
satisfera le probléme & valeur initiale
528 eA(t)e + €’R(t,e)v, E(O) ="e*n(e)

at

et de ce probléme nous espérons déduire une borne pour la
fonction ¢ — ¢* de la forme Ce’t ol C est une constante in-

" dépendante de t et e. Si maintenant on définit la fonction

¥ par
y iH,t .
pe(t) = et o gr(t)

alors | |v(t) - ¥*|ig = I1e(t) - ¢%(t)] |3 et done % sera un
candidat pour, approximer la fonction ¥ du probléme considéré.
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Nous allons maintenant déterminer de maniére for-
melle les inconnues précédemment citées et pour cela nous
substituons 1l'expression de ¢%* donnée par (12) dans 1'égalité
(13) et nous utilisons 1'équation (11) ce qui nous donne :

(14) R(t,e)v = {A(t) - B, - iP{(t)}v
+ Ha(0P (t) - P (0B, - B, - iP}(t))v
+{A(t)P,(t) - P,(t)B, - P, (t)B,}v

" —eP,(t)B,v,

(15) n(e) = ’i‘f“’“ - v, - €P,(0)v, - €?P,(0)v,}.

Pour satisfaire 1'égalité (14) avec R(t,e) dtordre 1 en ¢
nous imposons les deux égalités suivantes :

(16) iPi(t)

A(t) - B,

(17) iP1(t) = A(t)P,(t) - P,(t)B, - B,.

L'égalité (16) permet alors de déterminer a la fois B, et
P,(t) comme suit ; puisque P,(t) est périodique en t alors
le second membre de 1'égalité (16) doit avoir une valeur
moyenne nulle et par conséquent

(18) &=K=%ﬁ+%
et
(19) P, (t) = %Z{e_4ita“+8e—21taﬂoa-SeZita+HDa+—e4ita+4}

oll, en intégrant l'équation (16), la constante d'intégra-
tion a été déterminée de fagon que P,(t) a une valeur moyen-
ne égale i zéro. De maniére analogue 1'égalité (17) permet

de déterminer les opérateurs B, et P,(t) et un calcul fasti-

dieux montre gque :

(20) B, = - 2 - S, + 5%

201
. -8it e—6it 4t ,
(21) P,(t) = %%{%gi——a°+ :GE——(8a5H0a+4aHoa5)+32_4i aH,a’l,a

;Zit N + + eZit
+
+32i (-Ba*a " Hsa +4a H,a al )+ 5T

(—4aH0aa+“+8a+“aH0a)

4i£ 6it 8it
~ 4. 45 o 45y € +8
e4i a+Hoa+2Hoa+—e T (4a Hoa +8a” H,a )+—gya }

-32

. -4it ~2it 2it 4it
i, € e . e ty € +
- %?“5(‘i13‘%"+8 —5T aH,a-8 578 Hoa —p7a )
. -4it -2it 2it
e e 4, t € TSR
+ %l(e_f*”ﬂ"+8'"§§_aﬂ°a_8 5 Hea - e a JHZ.

4i

4

L'expression de 1'opérateur R(t,e) se réduit donc a

(22)  R(t,e) = A(t)P.(t) - P,(t)B, - P,(t)B;, - eP2(t)B,

ot les opérateurs A(t), By, P,(t), B,, P,(t) sont'dogné§ par
(9), (18)-(21), respectivement. T1 nous reste enfin & deéter-

miner les fonctions v, et n(e) et pour cela nous cherchons vy
de la forme :

vo(x) = a,(x) + ca, (x) + e?a,(x),
1'expression de n(e) donnée par (15) devient alors :

n(e) = Lrt(heman) - c(arvPy(0)as) - e2(a,+P,(0)a,+P;(0)a,)

_53(P1(0)a2+P2(0)a1) - ¢*P,(0)a,},

et la condition n(e) d'ordre 1l en € permet de définir a,, a,
et a, : ;

a, = Yo, &y = -P,(0)b,, a, = (~P,(0) + P2(0))Y,
ce qui nous donne :

{1 - EPl(O) - EI(PZ(O)) - P%(O))}Wo:

il

(23) Vo

®
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et
(24) n(e) = {(P,(0)P,(0) - P{(0) + P,(0)P,(0))

+ e(P3(0) - P,(0)P2(0))}v,.

La dérivation formelle de la solution approchée
est maintenant compléte, nous résumons ici les différentes
étapes de cette construction. Par la suite les opérateurs A(t),
B,, P,(t), B,, P,(t), R(t,e) et les fonctions v, et n(e) sont
définies par (9), (18)-(24) respectivement.

La solution approchée ¥ est alors construite com—
me suit : d'abord nous déterminons la solution du probléme au-
tonome :

.9V

ize = (eB, + e?B,)v, v(0) = v,

(25)
nous définissons ensuite les deux fonctions ¢* et V¥ par

(26) o*(t) = (1 + eP,(t) + e?P,(t))v

(27)  wx(t) = e_iH"tq;—X—(t)

et 14 encore, il est facile de voir que la fonction ¢¥* sa-
tisfait, formellement, i :

(28) 1—3%): = Hy - Ese_lHOtR(t,E)V, we(—(o) =y, - Ean(e).

A ce stade plusieurs remarques s'imposent :

1. Puisque les opérateurs B, et B, sont fonctions de 1'opéra-
teur H, seulement, alors la solution du probléme (25) s'écrit
facilement en termes de fonctions d'Hermite qui sont les fonc-
tions propres de l'opérateur H, associé i 1'oscillateur harmo-—
nique quantique et par suite la fonction V¥, elle-méme, s'é-
crit facilement en terme de ces fonctions propres.

2. L'approximation du premier ordre V¥ s'obtient de la précé-
dente en négligeant les termes avec coefficient e? c'est—i—
dire
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pH(t) = e et 4 ep, (£))v(t)

avec v(t) solution du probléme :

i3V _ eB,v, v(0) = (1 - €P,(0))¥,-

5t

A 2
3. Les valeurs propres. des opérateurs eB, et eVB2 donnent les
corrections d'ordre ¢ et d'ordre £? aux valeurs propres de

1'oscillateur harmonique quantique [9].

3. Justification de 1'approximation

Afin de justifier 1'approximation & ¥(t) donnée par (27) nous

i i i : L sera muni
introduisons les notations suivantes : L'espace ¥

du produit scalaire habituel

(f,g) = j f(x)g(x)dx pour f et g dans ¥
R N

et de la norme associée

' 1
[I£f] = (£,£)2.

Une fonction f(t) qui appartient &  pour tout t sera dite

t-dérivable si et seulement si

Af def f(t + h) — f(t)
' h

.
converge, au sens de la norme de ¢, lorsque h tend vers zéro

: énoté o si ¢rateur défi-
et sa limite sera dénotée par 7T Si T est un opérateu

ni sur les fonctions d'Hermite {Xn}n>0 et fn = (xn,f) alors

nous définissons T sur ¥ par :
N .
. . 7
NT) = {f ey ; lim § fnTxn existe dans ¥}
N+ n=0 .

.7 f € p(T).
Tf = nzo fnTxn pour (

£




R

0
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Ceci définit en particulier tous les opérateurs mentionnés
auparavant, 4 savoir, H, H,, a, a¥, A(t), B,, B,, P, (t),

~iH,t i - 2
P,(t), R(t,e), e 1o , € iHt et e i(eB, +e Bz)t. Le domaine ou

1'opérateur H est autoadjoint contient D(H) alors que les do-
maines ou les opérateurs H, et B, + B, sont autoad301nts sont
égaux 4 D(H,) et D(Bl + €B,) respectivement.

Finalement nous introduisons les ensembles D dé-
finis par o

={fex; } ln"fn|2 < w)
n=0

ol % est un entier naturel positif ou nul.

Remarques
A ——————

(a) Les propriétés suivantes sont faciles 4 établir en utili-
sant les égalités

ax, = /ay, _; et a+xn =/ Ty,

i. Les opérateurs A(t), P,(t) et B, appliquent D dans D,
(1 > 2). L -2

ii. P,(t) applique D, dans D2_4, (v > 4).

iii. B, applique DZ dans D (¢ > 3).

-3’
iv. R(t,e) applique D, dans DL—7’ (¢ > 7).

v. e teHot oo e—lE(B‘+EB2)t appliquent D, dans D, & >0.

(b) Comme Hyx = (n + %)xn alors D(H,) = D, et D(B,+eB,) =

Nous sommes maintenant en poéition d'énoncer no-
tre résultat principal. Dans la suite les fonctions ¥(t) et
¥#(t) seront définies par (4) et (27) respectivement, i.e.

-iHt
i e

e—lHBt

p(t)

1

vi(t) = o%*(t)

295

avec ¢*(t) donnée par (26).

Théoréme : Si ¥, €Dy, & > 11, alors pour tout e, > 0 il
oxiste C = C(yy,€0) dépendant de ¥, et e, seulement telle que
pour tout e dans 1l'intervalle [0,e,] on ait

fp(t) - vx(e)]] < Ce*(1 +t) Ve 2>0.

Nous démontrons ce théoréme en trois etapes :

1. Nous montrons que si v, € Dg alors le probléme autonome

(25) a une solution v dans D2_4‘ﬁl > 4).

2. La fonction V¥ appartient & D%—8’ est t-dérivable et satis-

fait au probléme & valeur initiale (28).
3. e(t)dgf v(t) — v*(t) satisfait & 1'inégalité
t

()11 < e(@) + e* | e

de laquelle nous déduirons le résultat du théoréme.

—iH, SR(s e)vllds

Notons de suite que si b,eD,, avec & > 11,

alors 1'intégrant dans la derniére inégalité a un sens puis-

quele—lH°SR(s,s)v appartient & D, ;4 qui est contenu dans I.

N . p 2 .
lére étape. L'operateur eB, + €2B, avec le domaine D, est

autoadjoint, en fait
(eB, + ssz)xn = (san + szen)xn

avec . . 6
1,2 - 1

0y = g0+ ) +§—z’,8n=—zﬂn+§> - Hhn v ) g8

et donc, par le théoréme de Stone [11], 1le probléme (24)

a une solution unique v donnée par

-i(eB,+e?B)t o

vV = € Vo=2

-

2
~i(eapn+e”Bplt
e l(€ n+€ n) (Xn,Vo)Xn
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pourvu que Vv, appartienne 3 D,. Par ailleurs, si ¥, € Dz alors

d'aprés la remarque (a) la fonction Vv, donnée par (23) appar-
tient a DL—4 qui est contenu dans D, pour & > 7 et il est fa-

cile de voir que la solution v appartient é\Dz_4.
2&me &étape. D'aprés la remarque (a) et le résultat précédent,
Jes fonctions ¢3%(t) et y*¥(t) sont dans D2—8' Pour montrer que

P est t-dérivable nous utilisons le lemme suivant dont la
démonstration se trouve dans [2] en cas d'approximation du pre-
mier ordre et dans [3] pour 1'approximation du second ordre.

Lemme. Si ¢0€5D£, & > 11, alors 1a fonction ¢¥(t) est t-déri-

vable et satisfait :

3 -1
i%%— = eA(t)o*(t) - €’R(t,e)e le(B‘“Bz)tv,,.

I1 est alors facile de voir que vi(t) = e
est t-dérivable et que

en fait

nolyjiapt - h(He v + elH°ti%%i)

- - . . - Y
e n P in ) e* (0 1] + b Ll agr-hdte |

-1, _~iHh Y _iHgh 2%
s (et (aprn2E | 1D
3t Tt

Lorsque h tend vers zéro, le premier et le dernier termes ten-
3%

dent vers zéro puisque ¢* € D, g C D(H,) pour & > 9 et 5%— ey;ﬁ

le deuxiéme et le troisiéme termes tendent vers zéro puisque ¢*

est t-dérivable. Il résulte alors que :

_1Hot¢*(t)‘
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i%%i = Hop% + e_iH°ti%%i
- Hou¥ + e—int(eA(t)¢%—saR(t,e)e—is(B‘+€Bz)tvo)
= Ho¥* + se—iH"tA(tM*—e3e_iH°tR(T,e)e_iE(B‘”BZ)CVn
- H ¥ + Ee—iﬁoteiﬁotqqe—iﬁot¢*~€36—;HotR(t’e)e—ie(Bl+gBQtVo
= Hy - Eae—iﬂotR(tje)e—iE(Bl+€BZ)tvo ’
et 7 ‘
¥#(0) = ¢%(0) = (1 + P, (0) + €2P,(0))v,

= ¥, - €'n(e)
avec n(e) donnée par (24).

3eéme étape. La fonction e(t) = w(t) - V(L) est donc t-déri-
vable et satisfait :

i%% - He - g(t,e), e(0) = e¥nle)’

avec g(t,e) = e3e_lH°tR(t,e)e_lE(Bl+€B2)tvD. 11 s'ensuit
alors que

it

d .de . . .oe
aE(e,e) (1§€,1e) + (1e,1§€)

(He + g,ie) + (ie,He + g)

i[(He,e) - (e,He)] + i[(g,e) - (g,e)]

= -2 Im(g,e)

. |
[le(0)] -2 Tn(g(s),e(s))ds

3108 | e(e) 112
5 0 ‘
et 1In(e) 1%+ 2] Ha(s) 1 He(s)11ds.

A
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Si on dénote cette derniére expression par r(t), alors r(t)

est positive pour t > 0 et

() = 2 1e(0) 1] 1e(e) 1< 2] 1g(6)]1(e(t))2

d'ou

[SIL

1 t !
- 2600 <2 [ 11g(e)]1ds
\ 0

2(r(t))
et

1 k t
Ile(t) 1} < (r(£))2 < e*lIn(e)]] + J [1g(s)|]ds
. 0

c'est-a~dire

t . -
1v0e) = w11 < e lin() 1] + e 1IRGs, e BrreBaloy g,
0

Finalement nous déduisons 1'inégalité du théoréme de la maniére

. . -ie(B,+eB,)s s e .
suivante. La fonction R(s,e)e (B, 2) v, s'écrit en fonction

de ¥, comme une combinaison linéaire finie avec des coefficients’
constants de termes de la forme '

Sivs # # a#ele(B,+eBz)s a#é#..a%.,
e e N g’
k fois k' fois

avec 8 = 0,1,2 ou 3 ; % entier ; k <14 , k' <8 ; a étant a
ou at ; si bien que si on développe ¥, sur la base des fonc-
tions d'Hermite, chaque terme de la combinaison précédente
peut étre majoré par une constante qui dépend de e, et ¥, et
qui est indépendante de € €[0,¢,] et de s €[0,=] et il en

Ca . -ie(B B
est de méme pour les fonctions ||R(s,e)e ie(Bi+e 2)Sv‘,ll et

[In(e)|| ce qui achéve la démonstration du théoréme.

4. Conclusion

Cet article montre que la méthode de moyennisa-
tion peut &tre généralisée aux équations aux dérivées par-
tielles, en fait cette méthode a été appliquée aux problémes
suivants [3] : 1'équation de Schrddinger oll une partie du po-
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tentiel est & oscillation rapide, 1'équation du mouvement
d'une particule chargée & travers un cristal parfait (le pro-
bléme de channeling) et a 1l'équation des ondes avec une per-
turbation non linéaire. D'autres applications de cette métho-
de sont en cours, en particulier, par analogie avec ce qui
est déja établi pour le cas des systémes d'équations diffé-
rentielles ordinaires [1,7], l'investigation des propriétés
qualitatives de la solution exacte du probléme considéré a
partir des propriétés de sa solution approchée.
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