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Une démonstration du théoréme de Jacobi

par Albert EINSTEIN

(Eine Ableituhg des Theorems von Jacobi, Sitzungsber. Preuss.
Akad. Wiss, 1917, pt. 2, 606-608)

i

"Soient les équations canoniques de la dynamique :

(1) W5 e
dt aqi

(2) Egi = EE_
dt Bpi

- ott H désigne, dans le cas général, une fonction des coordon-
nées q des impulsions p; et du temps t. On.sait que ces

équations peuvent s'intégrer grice a l'existence, d'aprés
Hamilton et Jacobi, d'une fonction J des coordonnées q; et du
temps t, définie comme solution de 1'équation aux dérivées
partielles : '
‘ , o
(3) 3t * H=0,
oit A s'obtient & partir de H, en y substituant aux impulsions
p; les dérivéees aJ/qu. Si J est une intégrale compléte de
cette équation, avec des constantes d'intégration s, le sys-
téme des équations canoniques (1) et (2) s'intdgre a l'aide
des équations :

aJ

(4) 3&; = P;>
8J
sa

(5) = = 8-
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Dans tous les bons manuels de dynamique, on établit,: par vé-
rification directe, que les équations (3), (4) et (5) suffi-
sent bien i obtenir les équations canoniques (1) et (2). Mais
en revanche, je ne connais aucun procédé naturel, exempt de
suppositions ad hoc, qui permettrait de passer des équations
canoniques au systéme (3), (4), (5) des équations de Hamilton-
Jacobi. Un tel procédé pourrait €tre le suivant.

Si, 4 un certain instant t,, nous choisissons les
coordonnées q; et les impulsions p; correspondantes du systé-

me, le mouvement de celui-ci sera déterminé par les équations
(1) et (2). Je représente ce mouvement comme étant celui d'un
point dans l'espace 4 n dimensions des coordonnées q; - Nous

considérerons, par exemple, qu'a l'instant t,, en tout point
(qi) de 1'espace de coordonnées, on se donne des impulsions

p;, satisfaisant aux équations (1) et (2) pour les systémes
correspondants, si bien que les p{ seront des fonctions con-
tinues des coordonnées 9; 5 alors ces conditions initiales,

d'aprés les équations (1), (2), détermineront le mouvement de
tous ces points. Nous appellerons "champ de courant'" 1'ensem—
ble de tous ces mouvements.

Maintenant, au lieu de décrire ce champ de fagon
telle que les coordonnées et les impulsions de chaque point
du systéme soient considérées comme des fonctions du temps,
d'aprés les équations (1) et (2), je puis aussi regarder les
grandeurs P> définissant 1'état de mouvement, comme données

en chaque point (qi) et fonctions du temps. Ces deux modes de

représentation correspondent exactement aux deux modes de re-
présentation d'un liquide, en hydrodynamique, mis & la base
des équations respectivement lagrangiennes et eulériennes du
mouvement d'un liquide.

Ayant en vue le second procédé de représentation,
je dois remplacer le membre de gauche de 1'équation (1) par”
1'expression

api .y api dqv
r A At 2
at o 3q dt
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N ) . VA 1a for-
qui., d'apres les équations (2) peuvent s ecrlrg sous

me :
RE B
3t N apv aqv
Par conséquent, co}respondant 4 1'équation (1), nous obtenons

.

le systéme d'équations :
3p.
i oaH 3H .
(6) rralhs hq; + 7

H

api B
T =
v °Py %9,
Les grandeurs al—l/aq.1 et aH/'c)p:.L sont certaines fonctions des

é i i : t. Ainsi, le
coordonnees q; , des impulsions Py et du temps s

systéme d'équations (6) constitue un systéme d'équations aux
ivé i . eurs im-
dérivées partielles pour les composantes Py des vect

pulsions décrivant le champ de courant.

; : '
' .La question se pose maintenant -de savoir s 1},
existe un champ de courant pour lequel le vecteur }mPulslon‘
dérive d'un potentiel, si bien qu'on aura les conditions sul-

vantes :
B Py
(7) Sq, 54,
i 3J
(7a) P, = =— -
1 aqi

Si la condition (7) est satisfaite 1'équation (6)

prend la forme :

9p. 3p..
__£+(?_H__+zi’f_l_3_‘l)=o_
at aqi N 8pv q .

Le secohd terme du membre de gauche de cette équation repré-
sente la dérivée totale de H par rapport a la coordonnée q, .

En désignant par H 1a fonction des coordonnees q; et du temps

t qu'on obtient a partir de H en exprimant les impulsions p,

en fonction de Q; et t, on aura :

e




Py, o _
at qu
ou, en introduisant, & 1'aide de 1'égalité (7a), le potentiel

0,

3

3q.

9y
On pourra satisfaire i ces équations en imposant i J de sa-
tisfaire 4 1'équation :

3J

EE +H= 0,

3J =
(EE + H)»= 0.

qui n'est autre que 1l'équation hamiltonienne (3). Jointe & 1la
relation (7a), elle détermine la solution de 1'équation (6)
du champ de courant.

Nous parviendrons aux équations (5) de la maniére
suivante. Si J est une intégrale compléte avec une constante
arbitraire @y, 1'équation (3) doit rester valable quand on

change a; en o, + dai dans 1'expression de J. On doit donc
avoir la relation :

327 3 32J
+ ]

o o —— = 0.
. 3 .
ataal v pvaqvaal

En vertu de 1'équation (1) on peut écrire au lieu de cela :

dq
3 v 3 3J
Ge+law 5 (3a) = O
v v 1

Cependant, 1'opérateur entre parenthéses coincide avec 1'opé-
rateur (d/dt) de dérivation par rapport au temps dans la re-
présentation de Lagrange. Donc la grandeur (BJ/an pour un
systéme restera constante au cours du temps d'ol découle le
systéme d'équations (5) pour la description du mouvement d'un
systéme de points matériels.




