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Sur lg prolongement de 1‘analogie
entre 1'optique et la mécanique®

par N.G. TCHETAIEV

i

Nicolas Tchetaiev (1902-1959) dont nous publions
ci-dessous un travail sur l'analogie entre 1'optique et la
mécanique était un éminent mécanicien, successivement profes—
seur aur universités de Kazan et de Moscou. Aérodynamicien
d'origine, ses principaux travaux ont, toutefois, porté sur
la dynamique analytique et sur la théorie de la stabilité du
mowvement. L 'importance fondamentale et le rdle —d son avis
non encore élucidé- de la stabilité du mouvement dans les lois
naturelles était le credo de Tchetaiev. Il TTavait pris pour
but de son programme de recherche personnel qu'il a toujours
gardé (plus ou moins secret 1) sous le nom de "Programme de
Xazan'", dans des carmets qui n'ont été publids qu'aprés sa
mort. En particulier, il étatit persuadé que les analogies op—
tique-mécanique et la méeanique ondulatoire elle-méme devaient
pouvoir s'expliquer d partir de telles considérations et que
1'équation de Schrédinger devait en étre l'expression.
Tehetaiev a tenté de développer cette idée dans bon nombre de
travaux, dont certains sont restés longtemps impubliés et qui
restent, encore aujourd'hut, tout d fait méconnus. Ils nous
paraissent pourtant présenter un incontestable intérét et
¢ 'est pourquot nous souhaitons attirer sur eux l'attention.

*ce travail a été publié en russe dans : Prikladnaia Matema-
tika i Mekhanika, 22, p. 487; 1958, puis dans les oeuvres
choisies de Techtalev publiées & Moscou en 1962 sous le titre:
"Stabilité du mouvement. Travaux sur la dynamique analytique™.
Traduction G. Lochak.
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On remarquera que les idées de Tchetalev, bien qu'exprimées
sous une forme différente, vont dans le méme sens que des con-
ceptions défendues jadis par G.D. Birkhoff 4 partir de sa thé-
orie des mouvements centraux et, plus tard, dans l'équipe de

Louis de Broglie, sur la base de la théorie des systémes auto-

oscillants. On pourra consulter, sur ces problémes :

F, Fer, L’irréversibilité, fondement de la stabilité du monde
physique, Gauthier-Villars, Paris, 1977.

G. Lochak, Irreversibility in Physics .: Reflexions on the
Evolution of Ideas in Mechanics and on the Actual Crisis in
Physics, Found. of Physics, vol. 11, p. 593, 1981.

G. Lochak

HAMILTON a découvert l'analogie qui existe entre
1'optique ondulatoire de HUYGENS et les mouvements d'un sys-
téme mécanique restreint par des liaisons holonomes et soumis
4 des forces dérivant d'un potentiel. Cette célébre découver-
te a déterminé pour un sié&cle les progrés de la dynamique ana-
lytique. La théorie de la Jumiére a évolué et CAUCHY a été le
premier & poser le probléme du prolongement correspondant de
1'analogie entre l'optique et la mécanique.

On établit dans le présent article 1l'analogie en-
tre la théorie mathématique de la lumiére de CAUCHY et les
mouvements stables des systémes mécaniques holonomes et con-—
servatifs{1].

Considérons un systéme mécanique soumis a des
liaisons holonomes. Désignons par q,,...,q, les coordonnées
qui le définissent ; par n le nombre de ses degrés de liber-
té ; par p,,...,Py les moments conjugués aux différentes
coordonnées. Nous supposerons pour plus de simplicité que les
liaisons holonomes sont indépendantes du temps et que. les
forces qui agissent sur le systéme dérivent d'une fonction
U(ql,...,qn) ne dépendant pas du temps. -

Soit :

2T = ] g.. p; P
IR T S B SR
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le double de 1'énergie cinétique du systéme matériel considé—
ré. En vertu des hypothéses faites, les fonctions gij = gji

é 6 des coordon-—
ne dépendent pas du temps t et peuvent dépendre ;
5 L'équation aux dérivées partielles de HAMILTON s'é-

nées qgq-
crit alors ’
' av oV ,
(1) Vo g = 2(U + h)
ij ij 8qy aqj

ot h désigne la constante des forces vives. Une igtégrale
compléte de 1'équation de HAMILTON sera une fonction

. .nte
V(ql,...,qn H al,...,an)‘+ C

satisfaisant A 1'équation (1), dépendant de constantes a,,
Qoo es0y et telle que

|| 3%V
aqiaaj

4

La constante des forces vives sera alors une certaine fonc-
tion des constantes ag :

h o= h(a,,...,an).

D'aprés le théoréme bien connu de HAMILTON—JACQBI
la solution générale des équations du mouvement sera définie
par les formules

aVv sh oV

(2) p: = B, = -t = + —— (i =1,2,...,n)
i g I § da, da, )

ol les B. sont certaines constantes. Les mouvements perturbés
i

du systéme mécanique sont définis par les diverses valeurs des

‘ . et B..
constantes al Bl

Pour déterminer parmi tous les mouvements possi-
bles du systéme mécanique, les mouvements qul sont stables par
rapport aux perturbations des seules données initiales, consi-

rérons les équations différentielles aux variations de POINCARE
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e 2[ a’H L J
dt  — .19q.9p, °j  3p.dp, J
(1) 5189590, "3 7 9pydp; d
dng [ M, %M )
dt T Ttleq,eq, °j © 9p.aq,
F TS

ol g; et n, sont les variations des coordonnées q; et des im-

pulsions p; et
H=T - U.

Pour un mouvement stable non perturbé, les équa-
tions aux variations de POINCARE constituent un systéme d'é-
quations différentielles linéaires que 1'on peut ramener i un
systéme d'équations différentielles linéaires & coefficients
constants 4 1'aide d'une transformation linéaire non singulié-
re. Les nombres caractéristiques d'un systéme de solutions in-
dépendantes doivent absolument &tre égaux. 4 zéro. Par li-méme,
les variations des coordonnées et des impulsions des mouvements
perturbés, qui sont définis par le changement des seules varia-
bles B, pour des valeurs données des a; auront des nombres ca-

ractéristiques nuls si le mouvement non perturbé est stable.
Pour de tels mouvements perturbés nous aurons en vertu de (2)

n= ] St (i=1,2,...,n)
i = L %q,9q. °j = ofaeees
i 5 9q9ay 7d
Il s'ensuit que si l'on tient compte de la valeur explicite
de la fonction H nous aurons
- dEg,
9 3V
(4) o o -———-{g—] (i=1,2,...,n)
: dt . s 3 ij 3q. 2= ’
i,s q g qJ

les variables q; et les constantes a qui se trouvent dans le
membre de droite des formules (4) doivent avoir les valeurs ©
correspondant au mouvement non perturbé. Supposons que pour
un mouvement stable non perturbé les équations (4) soient ré-
ductibles 4 1lfaide d'une transformation linéaire
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put

avec un déterminant constant T

,...‘,gn (r =1,2,...,n)

.51 r

r
représente un systéme normal de solutions indépendantes des
équations (4) alors,

Xip 7 % Yij Ejr

seront solutions du systéme réduit. Pour un mouvement non

perturbé stable tous les nombres caractéristiques des solu-
. . X . N

tions (Xlr""’xnr) sont, ainsi que nous l'avons vu, egaux a

-zéro et donc
3 av
=C*% = ) . = TC ex { ———[g.. ———]dt
gl 1= 0% = HyggliHE gl I CT Ty

ol G et C sont certaines constantes non nulles.

De cette derniére relation il résulte alors que
pour le mouvement non perturbé

3 3V
s 1 ey
i,j 2% 2

Etant donné que les fonctions gij sont définies
par 1l'expression de la force vive

27 = § g.. P

ij 1 P;

J

les mineurs principaux diagonaux du discriminant "gijll,
doivent &tre tous positifs en vertu du théoréme de SILVESTER.
I1 s'ensuit que l'équation (5) est ellipthuq.

Soit maintenant une fonction

o(=ht + V)
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deux fois dérivable et dépendant de 1l'intégrale compléte
-ht + V de 1'équation aux dérivées partielles de HAMILTON-
JACOBI. Pour un mouvement non perturbé nous aurons en vertu

de (5), (1) et (2)

3 ( 39 ) (70 ~[ v ] " av a3V { 2(U+h) 32¢
—lEg | = ' g, s [+ e e = e T
9q, 1Jaqj aqi 1Jaqj ijoqy aqj h?z = 3t
et donc
20 2%y 2 fp 20 )
h?%  at? ~ 8q; gij aqj

Cette équation d'onde établit l'analogie entre
la théorie mathématique de la lumiére de CAUCHY et les mou-
vements stables des systémes conservatifs holonomes. S'il se
trouve que l'on peut séparer les variables dans 1'équation de
HAMILTON (1) les conditions de stabilité analogues & (5) peu-
vent &tre écrites une par une dans chacun des groupes de va-
riables séparées.
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On comparera avec intérét le raisonnement de Schrddinger avec
celui de Tchetaiev.




