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Electromagnétisme, monopdles magnétiques
et ondes de matiére dans ’algebre d’espace-temps
(1ére partie)

C. Daviau

La Lande, Pouillé-les-coteaux
44522 Mésanger

RESUME. Le formalisme de 1’algebre d’espace-temps d’Hestenes
est utilisé pour: 1 — écrire les équations de l’électromagnétisme
de Maxwell et de Louis de Broglie, lorsqu’il existe des monopoéles
magnétiques. 2 — expliquer I’équivalence entre les équations de Dirac
et d’Hestenes, et élargir cette équivalence a la théorie de Lochak des
monopdles magnétiques. 3 — établir qu’il peut exister des monopoles
de charge magnétique treés petite, 4 — (seconde partie de cet article)
rapprocher les ondes des fermions de 1’électromagnétisme, associer
un champ électromagnétique a ’onde de Dirac, et ainsi rapprocher
I’équation de Maxwell-de Broglie et 1’équation de Dirac-Hestenes.

ABSTRACT. The formalism of space-time algebra of Hestenes is
used : — first to write the equations of electromagnetism of Mazwell
and Louis de Broglie, when magnetic monopoles exist; — second to
explain equivalence between the equations of Dirac and Hestenes, and
to extend this equivalence to Lochak’s theory of magnetic monopoles;
— to establish that monopoles can exist with very small magnetic
charge; — in the second part to compare waves of fermions and elec-
tromagnetism, to associate an electromagnetic field to Dirac’s waves
and to join the equation of Maxwell-de Broglie to the equation of
Dirac-Hestenes.

Introduction:

Alors que le champ électromagnétique est un tenseur antisymétrique
a six composantes réelles, I’équation de Dirac utilise une onde a qua-
tre composantes complexes. Alors que Louis de Broglie concevait
au départ 'onde associée a une particule comme évidemment liée a
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I’électromagnétisme, 'interprétation qui a prévalu est celle d’une onde
permettant uniquement de calculer une densité de probabilité.

Or Hestenes [1] a indiqué comment construire une équation rela-
tiviste de 1’électron qui ne fasse intervenir que des grandeurs réelles,
des vecteurs et tenseurs construits sur le corps des réels, et qui soit
équivalente a 1’équation de Dirac, permettant donc d’en obtenir tous les
résultats. Cette équivalence est assez curieuse, puisque l'on obtient les
mémes résultats a partir de deux équations pourtant tres différentes.

Lochak [2] [3] [4] a établi que ’équation de Dirac admettait, outre
la jauge électrique, une autre invariance de jauge locale si la masse est
nulle. Il a montré que ’équation de Dirac permettait alors de décrire un
monopole magnétique. Il a également proposé une équation non linéaire
qui peut décrire des monopodles massifs.

Le présent article décrit le formalisme de I'algebre d’espace-temps
et détaille le passage de I’équation de Dirac ou de celles de Lochak a
I’équation d’Hestenes. Nous établissons les équations de 1’électromagné-
tisme dans l'algebre d’espace-temps, dans le cas ou les lois de Maxwell
sont complétées par des termes rendant compte de I'existence présumée
de monopoles magnétiques, et également des termes de masse propre du
photon proposés par Louis de Broglie.

Nous montrons que le champ électromagnétique peut avoir exacte-
ment la méme structure algébrique que 'onde d’Hestenes de 1’électron.
Le rapprochement ainsi permis entre 'onde de ’électron et le champ
électromagnétique nous permet, non seulement de rendre compte de
monopdles qui peuvent étre de charge tres faible, mais amene a associer
un champ électromagnétique a ’onde de Dirac, et conduit a associer les
équations de Maxwell et de Dirac.

1 - ’ALGEBRE D’ESPACE-TEMPS

L’algebre d’espace-temps est une algebre de Clifford construite sur
R,. Tl est tres simple pour le physicien habitué aux matrices de Dirac
de calculer dans cette algebre d’espace-temps. Il suffit de considérer que
tout vecteur d’univers:

A= (Ao, A1, Ag, A3) = (A%, — A, — A% — A3) (1-1)

s’écrit :
A=7"Ag + 7' A1 + P A + 7P A5 =1 A, (1-2)
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ou les v sont les matrices de Dirac.
Ceci revient & identifier A et 4 =~"A,,.

Rappelons que les matrices de Dirac sont des matrices unitaires 4 x 4
satisfaisant :
VY A = 29" 14 (1-3)

ou I, désigne la matrice unité.

Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, nous omettrons dans les
calculs les matrices unités I, ou Is. Nous utiliserons la convention de
sommation d’Einstein. Nous utiliserons comme coordonnée temporelle
xo = ct. La métrique d’espace-temps est donc ici:

goo = 1, Gii = -1, «=123 , Guv = 0, K 7& v (14)

Les matrices «* vérifient :

Y=y ., =L , Y= , (W’=-L , i=123 ,
YV =~V Vu » KFV (1-5)

Nous utiliserons ici les matrices :

- IQ 0 Jo_ 0 gj .
’VO_<0 _I2) = IYJ_<_0_j 0) ) .7_1a273 (1_6)

Les o; sont les matrices de Pauli :

(01 (0 —i (10
1=\10) > 27 i o) 7 \o -1

Nous aurons également besoin des matrices :

_ (0 il (0 I w7
’y - 70717273 - 'LI2 0 ) 75 - 1'2 0

Le produit de deux vecteurs A et B est, algébriquement, simplement le
produit des deux matrices A et B. Géométriquement, c’est la somme du
produit intérieur et du produit extérieur de ces deux vecteurs :

AB=A-B+ANB (1-8)
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1 Lo
A-B=B-A=_(AB+BA)=A Bl (1-9)
A/\B:%(AB—BA):—B/\A (1-10)

L’algebre d’espace-temps est, algébriquement, identique a 1’espace
vectoriel engendré par les v, et leurs produits. On sait que cette algebre
est de dimension 16 sur le corps des réels. Géométriquement, cette
algebre est identique a la somme directe des algebres extérieures con-
struites sur ’espace-temps. Tout élément de l'algebre d’espace-temps
est la somme d’un scalaire, d’un vecteur, d’'un bivecteur, d’un trivecteur
ou pseudo-vecteur et d'un quadrivecteur ou pseudo-scalaire :

A=A+ A, + A+ A+ 4, (1-11)

Le terme scalaire est :
Ay = sly (1-12)

Le terme vecteur contient un vecteur d’espace :

(AL, A\ (A A
Ay = ( A A012> = < A Ao> (1-13)
oul’on a :
(A A—iA) s
A_<Az+iAy L >_A g (1-14)

Le produit de 2 vecteurs d’espace vérifie :

AB=A-B+AAB (1-15)

1 i 1 Lo
A-B=(AB+BA)=A-Bl, , AAB= (AB—BA)=i(AxB)¢

(1-16)
Nous noterons donc AA B =1¢A x B.

Pour tout bivecteur d’espace-temps Ay, il existe un vecteur d’espace
E et un pseudo-vecteur d’espace H tel que :

Ay = (Zg 51) (1-17)
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En effet un bivecteur a 6 composantes :

Ay = (Aot Ao2; Aozs A2 A2s; Az)
Ay = 20177 + 2027°7% 4+ 20379 + A2y 4+ A2sr P + A1y Py
_ [ —i(A2301 + Ag102 + A1203)  +(Ao101 + Ao202 + Aozos)
A0101 + Ao202 + Ap303 —i(A2301 + Az102 + A1203)

Donc pour avoir (1-17), il suffit de poser :

E = X101 + Ao202 + o303
H = —X9301 — A3102 — A\1203 (1-18)

Tout trivecteur A; peut étre écrit :

Ay = (M23, Ao23; Aos1, Aoi2) (1-19)
= A1237' 7272 4 20237°7?Y + X031V + Aoy’
_ ( —i(Ao2301 + Ao3102 + Ao1203) —iA123]o
iA12312 i(Ao2301 + Ao3102 + Ap1203)

Donc si nous posons :
By = Xi23 , B = —(X02301 + Ao3102 + A01203) (1-20)

nous obtiendrons :

_(iB —iBy\ _
avec
(B, -B By —-B\ [0 —i\_(iB —iB,
B”‘(B —Bo> car (B —BO> (—i 0)‘(@30 —iB)
(1-22)

Enfin le terme pseudo-scalaire s’écrit :

(0 kB [0 ik
Ap_m_(ﬂ'm 0 >_(+ik 0) (1-23)
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Un élément quelconque de I'algebre d’espace-temps s’écrit donc :

_ s 0 A() —A iH FE
A_(o s)+<A —A0>+<E ZH)
iB —iBy 0 +ik
+ (z’BO ~iB ) * (—l—ik 0 ) (1-24)

A <s+Ao+i(H+B) —A+E+i(—Bo+k:)>

A+E+i(Bo+k) s—Ag+i(H—B) (1-25)

Dans I’algebre d’espace-temps, plusieurs sortes de conjugaisons sont
utiles. Pour A = As+ A, +Ay+ A+ Ay, on obtient, en changeant 'ordre
de tous les produits :

A=A, + A, — Ay — A+ A, (1-26)
En changeant le signe de tous les vecteurs, on obtient :

A= —yAy=As— Ay + Ay — A + 4,
AB = —yABy = (—yAY)(—yBy) = AB (1-27)

Un élément de l'algebre d’espace-temps sera appelé élément pair si :
A=A ou A=A, +A4,+4, ou Ay=~A4 (1-28)
Un élément sera appelé impair si :

A=—-A ou A=A,+4; ou Ay=-—A (1-29)

La somme ou le produit de deux éléments pairs est pair. L’ensemble
des éléments pairs constitue donc une sous-algebre P de 1’algebre
d’espace-temps. Le produit d’un élément pair et d’un élément impair
est impair. Le produit de deux éléments impairs est pair.

Hestenes définit également :
A" =A% (1-30)

At =yAy, , (AB)T =BtA* | donc AB=BA (1-31)
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Il faut noter qu’avec le choix que nous avons fait des matrices de
Dirac, AT est I’adjoint au sens habituel, c’est & dire le conjugué du
transposé. D’autre part la multiplication par vy, & gauche ou a droite,
inverse la parité.

Nous utiliserons 1'opérateur de dérivation :
L= 03 01 — 105
V=0-V= (al Yioy 0y (1-32)

Pour un scalaire d’espace, nous noterons Vs le vecteur W(slz), c’est-a-
dire :

Vs =grads- & = <alsa+3$z‘ags 618_83if2s) (1-33)
Pour un vecteur d’espace A nous noterons :
V- A= (divA)l, (1-34)
V x A=rotA-& (1-35)
Et nous obtenons alors :
YA=V-A+iVxA (1-36)

Hestenes appelle gradient, et note []'opérateur que nous noterons
ici, pour éviter les confusions avec le d’Alembertien :

p="0, = <?OY7 _ZO> (1-37)

Nous allons établir que le gradient d’un scalaire est un vecteur. Le
gradient d’un vecteur est la somme d’un scalaire et d’un bivecteur. Le
gradient d’un bivecteur est la somme d’un vecteur et d'un trivecteur.
Le gradient d’un trivecteur est la somme d’un bivecteur et d’un pseudo-
scalaire. Le gradient d’un pseudo-scalaire est un trivecteur. En effet:

(% B)(8 5)- (% Bo)a o

= B ) -Gl wialy)



280 C. Daviau

([ 00Ap+V-A 0
’”A"( 0 80A0+V~A>
VXA —(0A+VAY\
t (—(VAO +ad)  ivxa )T At

80 iH E
—80 1tH

( Z@()H‘i‘V E+iVXxFE a()E-f—Z(VH-i-ZVXH))
A

i(V - H+N><H) WE —(V-E+iV xE)—idH
~VxH\ _ (i(@H+V x E) iv-H
><H -V-E —iV-H —i(0oH +V x E)
1)+Af (1—40)

=% %) (5 5)

o Z(@QB + VBQ> V x B 0 —i(aQBo +V. B)
- V x B l(@oB + VBo) —i(aoBo +V. B) 0
= A+ A, (1-41)

(B Y[ 0 k) _ (+iVk +idok) _
P4, = (77 ao) (+ik 0 )‘ (z’@ok m) =4 (1-42)

Il en résulte que le gradient inverse la parité: le gradient d’un
élément pair est impair, le gradient d’'un élément impair est pair. Le
carré du gradient, au contraire, va conserver la parité. Or :

Pp = (?OW _ZO> (?%7 _Z()) =0l (1-43)
O=02-0? -02-02 (1-44)

[ est le d’Alembertien. Carré du gradient, il conserve la parité.
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2 - DL’ELECTROMAGNETISME DANS L’ALGEBRE
D’ESPACE-TEMPS

L’électromagnétisme de Maxwell ne peut étre écrit plus simplement
qu’en utilisant 'algebre d’espace-temps et 'opérateur gradient. Le po-
tentiel est un vecteur, le champ un bivecteur et le courant électrique un
vecteur d’espace-temps:

Vv -A iH FE
P_P”_<A —V> F_Fb_<E ZH)

cp —J
= = . 2_1
s=0,= (7 1) (2-)
ou V désigne le potentiel électrique, A le potentiel-vecteur, FE le champ
électrique, H le champ magnétique, p la densité de charge et j le courant
électrique. En algebre d’espace-temps, les lois de 1’électromagnétisme se
résument a :

F = 9P (2-2)
F = %J (2-3)
En effet, la premiere égalité nous donne :
(z’H E):<60V+V-A+iV><A —(0pA+VV) )
E iH —(0gA+VV) OV +V-A+iVxA

L’équation (2-2) est donc équivalente aux trois équations:

E=-VV —-0)A
H=VxA (2-4)
0=0V+V-A

La derniere équation, dite condition de Lorentz, fait ici partie
intégrante des équations de ’électromagnétisme. Hestenes I’évitait en
posant F' = @A P mais d’une part ceci détruit la symétrie des équations,
et d’autre part nous verrons plus loin une généralisation de (2-2), donc
de (2-4).

L’équation (2-3) nous donne

dm (ep =5\ _

c \Jj -cp)
V-E+i(QH+VxE) —(VxH=-iV-H-E)
VxH—iVxH-0E -V -E—idH+V xE)
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Nous obtenons donc bien les équations de Maxwell :

(2-5) V-E=dmp (2-7 V-H=0
(2-6) VXH-0E=2j (2-8) VxE+9H=0

La dissymétrie entre les deux groupes d’équations est liée au fait
qu’il existe, en théorie classique, des charges électriques, mais qu’il
n’existe pas de charge magnétique. Lochak a établi [2] que I’existence,
encore a prouver expérimentalement, de monopoles magnétiques, en-
trainait l'existence d’'un potentiel et d’un courant qui ne sont pas des
vecteurs, mais des pseudo-vecteurs d’univers. Ceci s’exprime de maniere
particulierement simple dans ’algebre d’espace-temps: il suffit d’écrire
que le potentiel et le courant sont sommes d’un vecteur et d’un trivecteur

-PPU+Pt<X A>+<2‘B iW>(V+iB (A+iW))

v )Tliw -iB A+iW —(V +iB)
(2:9)
_ _fep -] ik —icuw\ _ (cp+ik —(j+icu)
J_J“+Jt_<j —cp)+(icu —ik)_<j+ic,u —(cp +ik)
(2-10)

ou j désigne le courant électrique, p la densité de charge électrique, u la
densité de charge magnétique et k le courant magnétique, W le potentiel
magnétique et B le potentiel-vecteur magnétique.

Ce faisant, nous obtenons pour P I’élément impair le plus général,
en algebre d’espace-temps, tandis que F n’est qu'un bivecteur, donc
n’est pas 1’élément pair le plus général. Ceci nous a incité a chercher ce
qui se passerait si I’on prenait, pour F, un élément pair quelconque de
I’algebre d’espace-temps. Nous allons donc supposer maintenant que F'
est un élément quelconque de ’ensemble des éléments pairs, c’est a dire
est la somme d’un scalaire, d’un bivecteur et d’un pseudo-scalaire:

_ (s O tH FE 0 +ip
F_F“LF”FP_(O s>+(E iH>+<+ip 0 )
_(s+iH E+ip
_(E+ip 8+iH) (2-11)

Nous allons tout d’abord garder exactement les mémes lois (2-2) et
(2-3) que pour électromagnétisme de Maxwell. L’équation (2-2) nous
donne maintenant:

(?%7 —Zo) (X : z'ilg :iéi%)) ) - (%TZ f:ig) (2-12)
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Cette équation est équivalente au systeme :

Oo(V +iB)+ VA +iW) = s +iH
~YV +iB) — 0g(A +iW) = E +ip (2-13)

Et avec les relations VA=V :-A+iV x A et YB =V -B+iV x B nous
obtenons le systeme de 4 équations :

BV +V - A=s (2-14)
VxA+3B+VW=H (2-15)
—VV -A+VxB=FE (2-16)

QW +V -B=—p (2-17)

Les équations (2-15) et (2-16) sont les équations que Lochak utilise
en [2]. Les termes scalaires et pseudo-scalaires n’interviennent que dans
les équations (2-14) et (2-17). La condition de Lorentz revient donc &
supposer que le terme scalaire est nul. Il y a une condition similaire a la
condition de Lorentz pour le trivecteur potentiel magnétique.

L’équation (2-3) nous donne :

(ao W)(S—H'H E+ip>_47r(cp+ik: —(j—f—icu))

_W _ao

E+ip s+iH ¢ \j+icu —(cp+ik)
(2-18)
Ceci nous donne les deux équations :

. . 4 )
Oo(s +iH) + (E +ip) = ?(cp +ik) (2-19)

) . .
—Ws+iH) — 0y(E +ip) = ?(] +icu) (2-20)

Nous obtenons donc le systeme de quatre équations :
Oos+V - E =4mp (2-21)

4

O0H+V x E+Vp= 7]4: (2-22)

4
~Vs+V x H—E = %j (2-23)
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-V -H —0p =4mu (2-24)

Les équations de ’électromagnétisme, sans ou avec monopoles, ont
été écrites jusqu’ici avec s = p = 0, c’est-a-dire en supposant que
le champ électromagnétique est un pur bivecteur. Les équations de
I’électromagnétisme sont alors :

BV +V-A=0 (2-25)
VxA+dB+VW =H (2-26)
VUV -%A+VxB=FE (2-27)
W +V-B=0 (2-28)
V.-E =4mp (2-29)

4
H+VxE=—F (2-30)

C

4
VxH—0E=—] (2-31)
~V-H =drp (2-32)

Ces équations sont celles qu’utilise Lochak, a part un changement
de signe qui correspond simplement a une convention de signe différente
pour les charges magnétiques.

Nous devons donc constater que les équations (2-2) et (2-3) sont la
forme la plus simple et la plus élégante des lois de 1’électromagnétisme,
y compris dans le cas ou il existerait du magnétisme libre. Ces équations
(2-2) et (2-3) impliquent I’équation du second ordre :

pE =p(pp) = LP =—J (2-33)
qui se décompose en :
4 4
Dﬂzgh, DBz%& (2-34)

Nous pouvons remarquer que, dans ces équations, les parties
électriques et magnétiques sont découplées et, en outre, que les ter-
mes scalaires et pseudo-scalaires du champ disparaissent. C’est une des
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raisons pour lesquelles on a jusqu’ici pensé que le champ électromagnétiquell
est un pur bivecteur. Pour étudier les parties scalaires et pseudo-scalaires
éventuelles, il ne faut pas partir des équations du second ordre, mais
uniquement des équations du premier ordre.

En outre, il ne faut pas imposer la condition de Lorentz, qui revient
a annuler le terme scalaire. Nous retrouvons la une des idées de Louis de
Broglie, a savoir que les potentiels ont une réalité physique, et ne sont
pas uniquement des outils de calcul. Est-il bien raisonnable d’imposer
s=07

Si ces termes scalaires existent dans 1’électromagnétisme, encore
faut-il comprendre alors ou la théorie classique a pu les cacher. La
principale raison pour laquelle nous n’avons jusqu’a présent jamais vu
les termes scalaires et pseudo-scalaires du champ électromagnétique est
que nous pouvons avoir ’habitude de travailler avec eux... sous un autre
nom ! L’équation (2-3) s’écrit en effet :

4
Ps + PF, + Ppy = gJ (2-35)
Or cette équation s’écrit aussi:
47
PEy = "7 — s — P (2:36)

Comme la théorie maxwellienne a jusqu’ici identifié F' et Fy, cette
équation s’écrit tout aussi bien JF = %J ’. Elle est identique & 1’équation
classique (2-3), si nous appelons J' le courant total, somme de J] et J] :

!

__° r__ X
J’L) - 47T as + J’U 9 Jt 47_(_@(1)7) + Jt (2 37)

c’est-a-dire si nous changeons les densités de charge et les courants en:

1
pl=p——s . j=j+-—Vs (2-38)
4 4

1
We=p+—ap , K=k-——Vp (2-39)
4 4

Les équations de conservation des charges électriques et magnétiques
qui découlent des équations de Maxwell (2-21) & (2-24) sont :

A(c))+V-3'=0 , O(cp)+V -k =0 (2-40)
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et elles sont équivalentes & :
. c c
80(cp)+V-J—E Os Bo(cu)—kv-k——ﬂ LUp (2-41)

11 suffit donc que les conditions [1s = 0 et [1p = 0 soient satisfaites
pour que l’on ait les mémes équations de conservation pour les courants
(cp,j) et (cp, k). Donc quand nous passons du champ bivecteur Fj au
champ total F' = F+ Fy + F},, seules les conditions de Lorentz sont mod-
ifies, et le champ total F' est vu comme le champ bivecteur en présence
d’un courant supplémentaire. On peut donc supposer que le champ
électromagnétique est un élément pair quelconque de I'algebre d’espace-
temps, sans bouleverser en aucune facon les résultats expérimentaux de
I’électromagnétisme.

Arrivés ici, nous pourrions penser que la véritable forme des
équations de ’électromagnétisme en l’absence de charges peut étre :

F=pP , PF=0 (2-42)

Mais Louis de Broglie, dans sa théorie de la fusion [5] a complété
les équations de 1’électromagnétisme pour y inclure le photon. Louis
de Broglie concevait en effet le photon comme une particule comme les
autres, dotée d’une masse mg certes extraordinairement petite, mais non
nulle. Les équations de I’électromagnétisme de Louis de Broglie peuvent
étre écrites sous la forme :

F=9P, , PF+kiP,=0 , ko= — (2-43)

Il est également possible d’écrire des équations contenant a la fois
des termes de masse et des termes monopoles : F = (P, + aP});
PF + k%(P, + aP;) = 0. Mais tant que les uns et les autres ne sont pas
mis en évidence expérimentale, il n’est pas facile de savoir dans quelle
direction chercher.

Notons en passant que les deux équations (2-43) peuvent étre écrites
sous une forme encore plus ramassée, donc encore plus jolie, en posant :

X =F +koPy (2-44)

et alors :
PX = ko Xy (2-45)
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car on a :
PX = Q(F + koP~y) = PF + koPPy = —k2P + koFy = ko (ko Py* + F7)
= ko(k‘op’}/ + F)’y =koX~y

L’écriture développée des équations (2-43) nous donne, outre les
équations (2-14) & (2-17) qui ne changent pas, les équations :

Dos +V-E+kV =0 (2-46)
+Vp+9H +V x E=0 (2-47)
~Vs+VxH—-0E+kiA=0 (2-48)
dp+V-H=0 (2-49)

Les équations obtenues par Louis de Broglie sont les équations en
I’absence de charge. On peut passer aux équations en présence de charge
a la maniére classique, ou en posant (2-37). La seconde maniére nous
parait préférable, car 1'utilisation, pour le champ électromagnétique, de
la somme d’un scalaire, d’'un bivecteur et d’un pseudo-scalaire va nous
permettre de voir que le ¥ des ondes de matiere a exactement la méme
structure algébrique. Et ceci n’a rien d’évident si 'on s’en tient a un
champ pur bivecteur, a 6 composantes réelles.

L’algebre d’espace-temps permet aussi de retrouver les invariants et
vecteurs remarquables du champ électromagnétique. Nous avons :

F=F,+F,+F, donc F=F,—F,+F,
c’est-a-dire

~ ([ s—iH —E+ip
F_(—E—i—ip s—iH) (2-50)

Nous obtenons donc :

FF = (s> +H?> - E?>—p*)I, + 2(E - H + sp)y (2-51)

FF = FF est donc la somme du scalaire s2 + H2 — E2 — p? et du
pseudo-scalaire 2(E - H + sp)y.



288 C. Daviau

_ Nous pouvons aussi construire les 4 vecteurs F* ’yiﬁ' et les 4 vecteurs
F~;F. Nous avons par exemple :

~ ( s +H*+E*+p* —2(sE—pH-+ExH)
Frol = (2(3E—pH+E KH) —(s2+ H24+E4p?) ) (252

Z s?+ H?+ E*+p?>  —2(—sE+pH + E x H)

Nous obtenons ainsi le vecteur de Poynting :

1 S s2+ H? 4+ E%4p? —2E x H
z(FVOF“LF%F)_( 2F x H —(s® + H? + E® + p?)
(2-54)

3 - EQUATION DE DIRAC ET EQUATION D’HESTENES

Hestenes a établi que I'équation de Dirac était équivalente a
I’équation :

M+ (%w% + %va) Y211 =0 (3-1)

®y Dy
c’est a dire :

ou Y = ((I)l (I)Q) est un élément pair de ’algebre d’espace-temps,

Il y a donc une ressemblance étroite entre le 1) des ondes de matiere
et le champ électromagnétique. Mais 'identification précédente entre
1 et F, sielle a un sens algébrique, n’a pas de sens physique, et nous
verrons que ce n’est pas 1 seul qu’il faut rapprocher de F'. Nous poserons
algébriquement :

_ e s+iHz i(Hy —iH,)\ _ ({1 —¢
<I>1—5+1H_<i(Hx+iHy) siny>—<¢; %2) (3-3)

_ . ( E.+ip E,—iH,\ _ (vs 1,
¢)2_E+Zp_<Ex+iEy —E.+ip) " \ps —bg (3-4)
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Pour calculer simultanément sur I’équation de Dirac et celle de
Lochak, nous écrirons I’équation d’Hestenes sous la forme :

Porrve + oo + 1Pt + 2o Py = 0 (3-5)

Il faudra se souvenir que 'on a soit ¢ = 0 (équation de Dirac), soit
e =m = 0 (équation de Lochak).

Il n’est pas du tout évident que cette équation (3-5) puisse nous
donner I’équation de Dirac, ou de Lochak. Car ces équations ne conti-
ennent que des termes en vy, 1, 13,14 et pas du tout de termes en 1,
et 1. Nous allons donc préciser en détail ce qui se passe. (3-5) nous
donne :

80 W (I)l (I)Q 0 —01 0 —02
—W -0y oy Py +o01 0 09 0
" mc o, POy 1 0 + € Vv —-A o D
h \ P2 @y 0 —1 he \A =V Py, Py
g (1B —iW Oy Py
+hc<ZW —¢B> <<1>2 <I>1>_0 (3-6)

L’équation précédente est équivalente au systeme :

~i(B0% 103+ Va03) + Mo+ = - Ve, - A¢>2)+;Tgc(3q>1 —Wdy) =0
(3-7)

(60(132034-%103)—7@24— he (V(I)Q—A‘I) ) hC(B‘I)g—W(I)l) 0
(3-8)

Nous avons :

(1 Yy (s =iy )
@103_(% —1/)1> ’ ¢)203_<¢4 T/J?,) (3-9)

L’utilisation de la matrice o3 ou d’une matrice similaire, est indis-
pensable car nous devons mettre, face a face, les équations en 11 et en
1, qui sont conjuguées I'une de I'autre. L’équation (3-7) nous donne, en
multipliant par i:

Y1 Wy
0=9 (¢2 —¢1>



290 C. Daviau

03 O —idy\ (s —iy me (i —.
+(31+Z62 —05 > (1114 EQ, )+Z h (1/)2 ¢12)
pleg (U TR (A A (e T

he () 7//1 Al +iA? — A3 g —1/)3

_9[< B? Bl—i32)<¢1 —w2>_W(w3 ¢4>
fic'\ B +iB? -B? Pa Py Ve —y

(3-10)
Nous obtenons ainsi le systeme de 4 équations :
0 =0ov1 + 0393 + (01 — i02)¢4 + i%%
+ %[le — APyps — (A" — iA?)ihy]
— LB + (B — By — W] (3-11)
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0 =0t + (81 + i) — Oytha + i o 1/12

+ %[V% — (A" +iA?)ys + A3¢4]
— (B +iB)1 — By — W] (3-12)
0 =0ty — Dythy + (91 — i) — i

+ %[—V% — A%+ (A" —iA%),]

~ LB, + (B' B, - W@] (3-13)

0=— 0o, — (01 +i02)h, — D315 + e 7/’1

[V — (A A%, - Aw
— L[~(B' +iB%), — B, + Wy (3-14)

L’équation (3-14) est exactement la conjuguée de I’équation (3-11),
et I’équation (3-13) est exactement la conjuguée de 1’équation (3-12),
donc le systéme formé par ces 4 équations est équivalent a :

(1 03 01 —i02\ (s me (i
(77/12) * <31 +i0y  —05 ) <¢4> i (%)
ie P A3 Al — A2 P

o () (e ><wz>]
g B3 B —iB2\ (¢ U3\,

Le traitement détaillé de I’équation (3-8) aboutit au méme résultat.
La aussi, deux équations sont conjuguées des deux autres.

L’équation (3-15) nous donne, avec ¢ = (il) et x = (Z?’)
2 4

“We—Ax)— L(Be-Wwx)=0  (3-16)

80@+Y7x+zﬁcp+ e

he

L’équation (3-8) nous donne de méme :

Vy—Ap)— L(Bx-Wg)=0  (3-17)

60x—|—¥7<p—z—x+ e

h he (
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Ces deux équations nous donnent :
® 0 V\ (o me (10
w(7)+ (3 D)5 &
e (V. —A ® g (-B W
Jrhc<A V)(X>+hc<W B
D’autre part on a
V. —A\ (1 0\/[/V -4
-A V) \0o -1 A -V
-B WY\ (1 0 -B WY\ _ W —-B 0 1
w -B) \o —1)\-w B)™7"{B -w){1 0

L’équation (3-18) nous donne, avec ¥ = (i)

0 Y\, me _ie (V -A\. g (W -B -
[80+(Y7 0)+Z 5 70+h070 (A —V>+hc%(B _W)%]‘I’ =0
(3-19)
Multipliant par v° & gauche, nous obtenons :

0 0 Y\ .mc ie(V -A\,g (W -B -
ha@*(—v 0)+Zh+hc(A v ) e\ —w)l¥=0

(3-20)
En posant
Ap, = (AOa A17 A27 A3) = (‘/7 _A17 _A27 _AB)
B, = (W,—B',~B%,—B%) (3-21)
nous avons :
e g .mc
V" (On + ﬂA# + ﬂBlﬁg,) + 17]\11 =0 (3-22)
Si g = 0, cette équation est identique a I’équation de Dirac :
e .mc
(O + 22 Ap) +i=-] =0 (3-23)
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Et si e = m = 0, nous obtenons I'équation de Lochak :

9

m
Ot

Y5 B,,) ]V =0 (3-24)

Inversement, partant de I’équation de Dirac ou de celle de Lochak,
et prenant les complexes conjugués, nous obtenons un systéme de
8 équations qui nous redonnent 1’équation d’Hestenes (3-5). Cette
équation est donc équivalente aux équations de Dirac et de Lochak. Nous
avons démontré ici cette équivalence de maniere tres détaillée, parce que
les démonstrations données ailleurs sont gravement insuffisantes, ne met-
tant pas en évidence le point essentiel, a savoir que 4 équations sont
exactement les conjuguées des 4 autres. Il ne faudrait surtout pas croire
qu’une telle disposition arrive automatiquement.

Parce qu’elle est équivalente a 1’équation de Dirac, 1’équation
d’Hestenes peut donc rendre compte a la fois des niveaux d’énergie de
I’atome d’hydrogene, et décrire des monopdles magnétiques de masse
nulle.

Mais puisque les équations fournissent les mémes résultats, on peut
se demander pourquoi se préoccuper de changer d’équation. Or il faut
bien se rendre compte de l'allure radicalement différente de 1’équation
d’Hestenes. Par exemple les termes de potentiel e/ficP, et g/hicP; jouent
des roles tres symétriques, alors que dans I’équation de Dirac ie/hcA,
et g/heys B, se ressemblent moins. Des grandeurs comme le courant de
probabilité, ou le vecteur spin, s’obtiennent de fagon tres différente dans
les deux théories. Ajoutons que ’équation d’Hestenes est équivalente
a la fois a I’équation de Dirac et a I’équation conjuguée. En outre, elle
contient des opérateurs agissant a gauche de 1, d’autres agissant a droite.
Et il est impossible de tout faire passer a gauche: si I'on écrivait dans
I’équation d’Hestenes v9t au lieu de 1y on obtiendrait dans 1’équation
de Dirac imc/hy¥ au lieu de ime/h¥ et 'équation ne donnerait plus
les niveaux d’énergie de 'atome d’hydrogene.

Tout se passe donc comme si, par une coincidence mathématique
extraordinaire, Dirac avait trouvé, non pas la bonne équation, mais une
équation presque équivalente, c’est a dire mathématiquement équivalente,
et physiquement tres différente.

Le principal argument qui nous fait penser que la théorie d’Hestenes
nous remet sur la bonne voie, c’est la similitude qui existe avec le
champ électromagnétique. Electromagnétisme et théorie d’Hestenes
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utilisent les mémes éléments pairs de 'algebre d’espace-temps, le méme
et unique opérateur de dérivation @. L’extréme simplicité des lois de
I’électromagnétisme est aussi un argument tres fort en faveur de cette
théorie.

Hestenes utilise une fonction d’onde qui est toujours de la forme :
% =/pe? 'R (3-25)
ou R est une rotation de Lorentz, c’est a dire vérifie :
RR=1 et R=R

Il suppose donc que p n’est pas nul.

En théorie de Dirac, Jakobi et Lochak avaient établi que le ¥ de
Dirac pouvait étre écrit [11] :

U =/pe? R (3-26)

S o o=

Les deux relations sont identiques, et l’angle 5 de la théorie
d’Hestenes n’est autre que 'angle A d”Yvon-Takabayasi. Mais si I’égalité
(3-26) n’est pas du tout évidente, 1'égalité (3-25) coule de source, pour
toute fonction qui peut étre écrite :

Y =e (3-27)

ol p est aussi un élément pair de I'algebre d’espace-temps.

En effet, puisque le produit de 2 éléments pairs est pair, I’exponentiellel]
est une application de I’ensemble des éléments pairs dans lui-méme. Or
tout élément pair est somme d’un scalaire, d’'un pseudo-scalaire et d’un
bivecteur. Donc nous pouvons écrire:

11
p=gatohyte (3-28)

ou «/2 est le scalaire, 3/2v le pseudo-scalaire et ¢ le bivecteur. Et

comme chacun des trois termes commute avec les deux autres, nous
aurons:

o

a B ay B
e2e7ef = e2T27HP — ok
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Nous obtiendrons donc :

B 8 8
p=eTerVe? =eTePe2) = e¥eTe?

T = (3-29)

Pour avoir (3-25), il suffit donc de poser p = €* et R = e¢¥. Avec
ces notations, les expressions conjuguées s’expriment ainsi :

.« I3
— - —p+C 3-30
=5 -9+37 (3-30)

donc : ~ .
Y =./pe?"R (3-31)

et comme R = e % = R, RR = RR = 1. Et alors :

W = /peR Rype3 R = \/py/pes e RR
= pel7 = p(cos B + ysin B) = Py (3-32)

La supposition que fait Hestenes que p > 0 équivaut a supposer
que Y1) n’est pas nul, ou encore que ¥ est un élément du groupe de Lie
constitué par les éléments pairs inversibles de ’algebre d’espace-temps.

Lochak a pourtant établi qu’il existe d’intéressantes solutions dans
le cas ou p est nul, c’est-a-dire dans le cas ou ¥ appartient a I'algebre
de Lie des éléments pairs, mais pas au groupe de Lie. Ces solutions
correspondent physiquement & des paires monopoles-antimonopoéles de
masse nulle. D’apres I’équivalence étudiée plus haut, ces solutions de
I’équation de Dirac sont aussi des solutions de I’équation d’Hestenes. La
théorie d’Hestenes ne peut donc étre considérée comme complete.

Y1p est la somme d’un scalaire et d’un pseudo-scalaire. On peut
vérifier que la partie scalaire n’est autre que l'invariant relativiste 2y
de la théorie de Dirac et que la partie pseudo-scalaire n’est autre que
Iinvariant 25, de sorte que nous avons :

P =pefT=Q1+9Q . Q =pcosB , Qy=psinf (3-33)

Q
tg 3 = +Q—j , PP =0+ 03 (3-34)
A partir de ¢ et de ¥, il est possible de construire les 4 vecteurs
Yyu¥. Hestenes note e, les vecteurs transformés, par la rotation
d’espace-temps R, des v, :

Cp = RVHR y B = 07 17 2a 3 (3_35)
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Nous avons les relations :

~ B ~ B B, =B ~
Vv = \/pe? Ry, Re?7\/p = \/p\/pe>"e> TRy, R = pe,  (3-36)

Nous avons utilisé le fait que v anticommute avec chacune des matrices
v, donc commute avec le produit de deux matrices 7,7, et donc avec la
rotation R. Nous avons donc :

by =pe, . p=0,1,2,3 (3-37)

Le vecteur-courant densité de probabilité est ici :
= (Jy —=J
Yoy = ( 7 J0> (3-38)

Jo=82+H2+E2+p2 =y P+ |0 2+ | s 2+ | va > (3-39)

Les grandeurs de la théorie de Dirac sont toutes présentes dans la
théorie d’Hestenes, et pour une étude détaillée on pourra se reporter aux
travaux de Casanova [6] et Boudet [7]

4 - EQUATION NON LINEAIRE, JAUGE ELECTRIQUE ET
JAUGE MAGNETIQUE

Lochak [2] [3] [4] a proposé une équation non linéaire permettant de
décrire des monopodles de masse non nulle. Il remplace le terme de masse
linéaire mc/h par

1 c )
5’”(02)%(91 —iQys) , PP =07 +Q; (4-1)

Rappelons que : Q1 — iy = Q1 + 10 = wl/NJ = peP’ = pcosp +
(psin B)7.

On peut établir, en reprenant les calculs du paragraphe 3, que
I’équation non linéaire :

C

PYy1ve + on ™

(P00l + = (ePu+ gPYY =0 (42)

ol ¥ est un élément pair de 'algebre d’espace-temps, redonne 1’équation
de Lochak :

A —m(p?)(Q — iQ7)] W =0 (4-3)

Buvs) +igy

ie
[’7# (au + %Au +
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Comme Lochak a établi que (4-3) était invariante sous les deux
transformations de jauge :

; he . s
U =e¥0 , A, =A,— ~Oup (jauge électrique) (4-4)
/ iv5X / he . L.
V'=e"W . B,=DB, - n X (jauge magnétique) (4-5)

Péquation (4-2) doit étre invariante elle aussi sous les deux transfor-
mations de jauge, mais celles-ci prendront une forme nettement moins

évidente : ,
1 P1
!
2 | _ ie [ V2 46
2 € Vs (4-6)
f Py

nous donne

r_ <¢/1 1/)/2> _ <€Z:“0¢1 —6‘“01/)2> _ (7/11 —1/J2> <6i<p 0 )
! A @/1 by ey Yo Py 0 e

_ 1po3
—<I>1e‘P s

) = Byei7 (4-7)

Il est d’ailleurs assez difficile d’établir directement sur 1’équation
d’Hestenes ces invariances de jauge, car 'opérateur @ ne commute pas
avec 1.
iO’g

0 i03
mation de jauge électrique s’écrit, en algebre d’espace-temps :

Si nous appelons u le terme = 7971 alors la transfor-

h
Pl=P-"po | weyer | P=P (49

Le champ électromagnétique devient, dans la transformation de
jauge :

hc he hc
F/:@(Pv*?@SDJFPt):ﬁ(Pu+Pt)*? DW:F*? Uy (4-9)
Le champ n’est pas invariant, mais seule sa partie scalaire est mod-

ifiée. En outre, si [y = 0, le champ est invariant. La théorie clas-
sique, qui annule la partie scalaire, ne peut que voir une invariance du
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champ électromagnétique. Nous avions, en [9], remarqué que la condi-
tion [H¢ = 0 semblait requise pour l'invariance du champ, et pas pour
I'invariance de la théorie de Dirac.

La transformation de jauge magnétique étudiée par Lochak s’écrit :

cos X1 + ¢ sin xYs3
L e | €08 Xt + isin Xy )
W= e = s s + dsin i (4-10)
€Oos X4 + 7 8in xPo

Ceci donne, pour le v d’Hestenes :

@' = 1p(cos x + sin xy) = e (4-11)

En algebre d’espace-temps, la transformation de jauge magnétique
s’écrit donc :

h
Pl=P+=9x7) , Pi=P , /=t (4-12)
g
Dans cette transformation, le champ électromagnétique devient :

F = (P, + P)) = §(P, + P, + %am))

— )P 1P+ % Ocy) = F + % Cho)  (413)

La aussi, la partie bivecteur est effectivement invariante, mais la
partie pseudo-scalaire n’est invariante que si [1y = 0. La théorie clas-
sique, qui annule la partie pseudo-scalaire, trouve forcément le champ
invariant.

5 - SUPERPOSITION DANS LE CHAMP ELECTROMAG-
NETIQUE

Si les lois de I’électromagnétisme étaient uniquement les lois du sec-
ond ordre [P = 4x/cJ alors il serait possible de séparer totalement les
parties électriques et magnétiques :

0P, =T, (5-1)
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le potentiel électrique ne dépend que des charges et des courants
électriques. Et de méme :

4
DPt:%Jt, (5_2)

le potentiel magnétique ne dépend que des charges et des courants
magnétiques.

Mais les équations de 1’électromagnétisme, tout comme 1’équation
de Dirac, sont des équations aux dérivées partielles du premier ordre.
Or nous avons :

F =P = )P, + PP, (5-3)

Le champ électromagnétique se présente donc comme une superpo-
sition de contributions venant des charges et courants électriques et de
contributions venant des charges et courants magnétiques. Si nous con-
naissons les valeurs du champ électromagnétique, nous ne pouvons donc
pas calculer de facon unique les potentiels, ne sachant pas quelle est la
contribution de P, et quelle est celle de P;.

Ainsi, dans le calcul du champ créé par une charge électrique
ponctuelle au repos, nous savons que le champ électrique créé par la
particule est en r~2 :

L7

Lorsque, dans I’équation de Dirac, nous calculons 'interaction entre
deux charges électriques, nous attribuons ce champ E en totalité a la
partie électrique du potentiel, posons E' = —VV — § A et trouvons un

terme d’interaction :
e

1= " (5-5)

C’est ce terme qui nous fournit les niveaux d’énergie de I’atome

d’hydrogene avec une tres grande précision. Par contre, lorsque Lochak

calcule le potentiel magnétique créé par une charge électrique, il attribue

le champ E, en totalité, a la partie magnétique du potentiel, pose E =
V x B et en déduit un terme d’interaction :

_eg 1

== o3¢ 5-6
he rtg902e (5-6)

entre la charge électrique fixe et le monopodle.
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La seule condition de continuité sous le groupe des rotations lui
permet alors d’obtenir, de maniere tres élégante, la relation de Dirac :
eg n
= =— 5-7
he 2 (5-7)
ou n est un entier naturel.

Or il n’y a aucune raison d’attribuer le champ E en totalité, soit a
—VV — @, A soit a V x B, suivant la nature de la particule qui voit le
champ. Il est par contre possible que I'on ait :

—VV—&OA:klr% . VxB=ky~ | E:(k1+k2)r% (5-8)

ou 7 désigne le vecteur unitaire # = 7/r - &. Nous aurons alors :

VxB= zes (5-9)
ou z est un coefficient inconnu. La condition de continuité trouvée par
Lochak donne alors : cg

T =5 (5-10)
Donc rien n’empéche, si x est grand, que g soit tres petit.
Ainsi pourrait s’expliquer I'observation par Mikhailov [10] d’une charge
magnétique élémentaire g = ae/6, charge considérablement plus petite
que la charge prédite par la relation de Dirac, et de plus impossible
si la relation de Dirac est exacte. Nous pensons donc que les lois de
I’électromagnétisme peuvent rendre compte, non seulement de I’existence
de monopoles magnétiques, mais encore de monopodles de charge beau-
coup plus petite que ce que l'on croyait jusqu’ici. La petitesse de ces
charges a pu faire passer les particules correspondantes a travers tous
les dispositifs expérimentaux traquant les monopoles, dispositifs qui ont
tous été congus jusqu’ici pour mettre en évidence la charge magnétique
prévue par la relation de Dirac.

Ou bien cette relation est exacte, et alors les résultats de Mikhailov
sont faux car impossibles: il ne peut exister de charge 50 000 fois plus
petite que celle prévue par la relation de Dirac. Ou bien les résultats
expérimentaux sont exacts, et il faut alors expliquer comment ils peuvent
étre compatibles avec la relation de Dirac.
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Gageons que la confirmation des expériences de Mikhailov serait,

pour la physique, d’une importance considérable.
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