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RESUME. Nous étudions un modele d’équation d’onde relativiste
non linéaire pour une particule chargée électriquement. Cette
équation se réduit a l’équation de Dirac lorsque 'angle d’Yvon-
Takabayasi est nul. Les grandeurs tensorielles sont les mémes que
celles de la théorie linéaire, mais avec une dynamique différente. Les
invariances P, T et relativiste ont une forme identique a celle de la
théorie linéaire. L’étude des ondes planes ameéne a une conjugai-
son de charge sans énergies négatives. La symétrie de conjugaison
de charge est associée a I’arbitraire du choix de la signature de la
métrique d’espace-temps. L’étude des solutions dans un potentiel
central électrique semble indiquer que 1’on doit obtenir des niveaux
d’énergie tres proches de ceux de la théorie linéaire. L’équation non
linéaire admet des solutions particulieres correspondant a la loi du
guidage de Louis de Broglie. Elle est invariante de jauge électrique
et de jauge chirale globale. Ces deux jauges font partie d’un groupe
plus vaste ayant la structure algébrique du groupe de jauge de la
théorie électrofaible.

ABSTRACT. We study a non linear relativistic wave equation for
an electrically charged particle. This equation comes to Dirac equa-
tion when Ywvon-Takabayasi angle cancels. Tensorial densities are
the same as in the linear theory, but with a different dynamic. P,
T and relativistic invariance have the same aspect as in the linear
theory. The study of plane waves induces a charge conjugation with-
out negative energies. Charge conjugation symmetry is associated to
arbitrary choice of the signature of space-time metric. Study of solu-
tions in a central electrical potential seems to show that we must have
energy levels near those of the linear case. The non linear equation
has particular solutions corresponding to the guiding law of Louis de
Broglie. It is electric and magnetic gauge invariant. The two gauges
are in a greater gauge group isomorphic to electroweak gauge group.
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I - INTRODUCTION

Cet article s’inscrit dans la ligne des travaux destinés a trouver
une équation d’onde relativiste non linéaire dans I'esprit des travaux de
Louis de Broglie [1] et notamment sur son idée que les ondes physiques
réelles ne sauraient étre des ondes planes monochromatiques illimitées.
Lorsqu’il a remis en question l'interprétation communément admise de
la mécanique ondulatoire, Louis de Broglie a beaucoup réfléchi sur les
équations non linéaires et sur ce qu’on a appelé, beaucoup plus tard,
les 7solitons”. L’électrodynamique non linéaire de Born-Infeld 'avait
convaincu qu’il était possible de trouver une telle équation non linéaire
pour l'onde associée a la particule. Mais la recherche d’une équation
non linéaire adéquate n’est pas chose aisée, car la classe des équations
admettant des solutions de type solitons est infiniment vaste, et on ne
connait pas actuellement de criteres purement mathématiques opérants
pour guider la recherche de I’équation attendue. Récemment I'un de
nous (G. L. [2] [3] [4]) a proposé et étudié une classe d’équations non
linéaires permettant de décrire des monopoles magnétiques de masse non
nulle. Ses équations s’écrivent, en signature + — —— :

g 1 c )

V(0 — 215Bu) + 5m(p?) 5 (1 — i€75)]¥ = 0 (1-1)
he 2 h

U désigne un spineur de Dirac, les v* sont les matrices de Dirac, 2, et

5 sont les deux invariants relativistes :

Ql = E\IJ 5 QQ = —Z@’}/g)‘ll 5 W = \IJT’}/O (1—2)

g est la charge magnétique du monopodle et B, le potentiel de Cabibbo et
Ferrari, qui n’est pas un vecteur, mais un pseudo-vecteur d’espace-temps,
donc le dual d’un tenseur antisymétrique de rang 3. Cette équation est
localement invariante dans la transformation de jauge chirale :

]
¥ exp( %)Y L By Byt dup (1-3)

Il y a donc place, dans cette théorie, pour deux couplages électromagnétiques
minimaux, le couplage de jauge locale magnétique, qui vient d’étre
décrit, et le couplage électrique correspondant a la phase classique :

ie ,

U — exp(hcga o, A - AL+ 6H<p/ (1-4)
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ou A, est le vecteur d’espace-temps potentiel électrique. Dans le cou-
plage (1-3), Pangle qui varie est I’angle 8 d"Yvon-Takabayasi, défini par

P40, Q=peosf , Qp=psing (1)

On peut montrer (G.L. réf. citée) que le terme de masse de (1-1) est le
terme de masse le plus général permettant d’obtenir I'invariance de jauge
chirale. Mais comme (1-1) est également invariante de jauge électrique,
le terme de masse de (1-1) peut a priori convenir non seulement pour
un monopodle magnétique, mais aussi pour une particule électriquement
chargée.

D’autre part 'un de nous (C. D. [5]) a décrit I’équivalence entre
I’équation linéaire de Dirac, écrite en termes de spineurs ¥ et de matrices
~v#, et 'équation d’Hestenes [6] [7], écrite en termes de multivecteurs
1 dans l'algebre d’espace-temps. Nous utiliserons ici les résultats de
[5], c’est a dire a la fois le calcul mutivectoriel d’Hestenes et le calcul
matriciel qui en est une représentation. Lorsque €27 ou {25 n’est pas nul
p? = Q2403 = dety) (ol ¥ est une matrice 4 x 4) est strictement positif,
et alors 1 est un élément pair inversible de I'algebre d’espace-temps. 11
peut étre écrit :

s .
Y=1\/pe2"R , y=ymMr273 =175 (1-6)

ol p est une densité de probabilité, 8 I’angle d’Yvon-Takabayasi et R une
rotation de Lorentz, c’est a dire un élément pair de l'algebre d’espace-
temps tel que:

R=vRM"=R"!
Nous avons alors :

b= pe 'R o -gap
b = Ve ;Y 7 -7

b =y = peP? = Oy + Qay

Nous utiliserons également les vecteurs e; et le bivecteur ¢ de Boudet
[8]:

ej=RvyR , j=0,1,23 , oc=ejex= RyivaR (1-8)
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Les vecteurs d’espace-temps e; sont les transformés par la rotation de
Lorentz R des vecteurs de la base orthonormée (vy;). Donc (eg, e1, 2, €3)

est une base orthonormée mobile de I'espace-temps :
()’ =1, (¢)’=-1, j=123 (1-9)
€; €5 = 0 5 ) 75]

Hestenes interprete le vecteur v = cep comme étant la vitesse d’espace-
temps. De plus nous avons :

Yy = pRy;R=pe; , j=0,1,2,3 (1-10)

Nous avons en particulier :
C ~
vV =cey = ;w"}/(ﬂ/} (1—11)
Avec § = "0, I'équation d’Hestenes s’écrit :

hipp = (mocpyo + ZAz/))vm (1-12)

ou A = y*A, est le vecteur d’espace-temps potentiel électrique. Nous
avons expliqué de maniére détaillée en [5] comment cette équation est
équivalente & I’équation de Dirac linéaire:

e

he

Ay 4y = (1-13)

['YM (au + 7

Si nous multiplions I’équation (1-12) par 42711~ ! & droite, nous obtenons
I’équation invariante de Boudet :

e
Apyayih ™t = mochyory ™t + EA (1-14)

Or 'impulsion d’une particule de charge e, de masse propre mg, dans un
champ électromagnétique de potentiel A, est :

p = mgu + EA = mog%/Wo‘/N) + ZA (1-15)

Le point de départ de la présente étude est que I’équation invariante
(1-14) ne contient pas le terme d’impulsion classique p, mais un terme
/

p

P = mochyop Tt + EA = moiwmﬂﬁe—ﬁ'y—k %A = move PV + EA (1-16)
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Ce terme est curieux et difficile & interpréter, aussi voulons-nous étudier
un modele qui se rapproche du cas classique en substituant a I’équation
de Dirac I’équation non linéaire obtenue en remplacant p’ par le terme
d’impulsion classique p, c’est a dire en remplacant (1-14) par :

_ 1 ~ e
hpyoyip ™t = moczlﬂ’mlﬁ + EA (1-17)

Nous obtiendrons une forme plus proche de celle d’Hestenes, en multi-
pliant (1-17) & droite par 1172, ce qui donne :

hu = (mocwvo%zz?w + Ay (1-18)

Cette équation ne differe de celle de Dirac que par le terme de masse,
qui contient en plus un facteur :

1 - 1
;wi/) = e’ = cos B+ sin By = ;(Ql + Q27) (1-19)

La suite de cet article est consacré a I’étude de I’équation non linéaire
(1-17)

II - EQUIVALENCE AVEC L’EQUATION DU MONOPOLE
(1-1)

L’équation (1-18) nous a paru remarquable parce qu’elle ressemble
a l'une des équations contenues dans (1-1). Pour établir ce lien, nous
reprendrons la démonstration détaillée en [5]. Précisons tout d’abord
nos notations. Nous utilisons les matrices de Dirac suivantes :

(L 0 I — 10
=0 -n 2= \o0 1
(0 —oy (0 I
v=(a 7)) »=(a §)
Les o; sont les matrices de Pauli. Le 1) d’Hestenes est ici représenté par
une matrice 4 x 4 et s’écrit :

(1 @2 (= (s s i
w_(% ¢>1) ¢1_<¢2 7/)1) ¢2_<1/J4 —¢3> (22)

(2-1)
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Tandis que le spineur ¥ de Dirac s’écrit :

() () =) e

1 et ¥ sont intimement associés puisqu’ils utilisent les mémes com-
posantes complexes 1, Y2, 13,14. 1; désigne le complexe conjugué de
;. Nous utiliserons aussi :

U=Ulyy= (1 s —t¥3 —y) (2-4)

0o Y
— AR
P=n"0 = (‘W —30>
V= 03 01 — 10 _ 0. Oz — 10y
01 + 10, —0s 0y + 10y -0,
Ay —4
— AM —
A=+"A,= (A A0>
A= A3 Al — A%\ A, Ay —iA,
T\ Al 44 —A3 -\ A, +i4, —A,
Si nous remplagons dans (1-18) chaque matrice 4 x 4 par sa valeur en
termes de matrices 2 X 2, nous obtenons 4 équations matricielles 2 x 2.

Mais en réalité chaque équation est obtenue deux fois, en sorte que (1-8)
est équivalente au systeme :

(2-5)

(2-6)

—i0yp103 — iVip203 + %%(91% — iQ2¢2) + %(Aodh — Ap2) =0
i0pp203 + iVp103 + %%(Ql@ —iQ2¢1) + %(—Aoébz + 4¢1) =0

(2-7)
Chacune des deux équations précédentes est une équation matricielle 2 x
2 et nous donne 4 équations numériques. Lorsqu’on écrit complétement
ces 8 équations numériques, on s’apercoit que 4 équations ne contiennent
que les 1; et pas du tout les zZTJ Les 4 autres, par contre, contiennent
uniquement les t; et pas du tout les v;, et sont exactement les com-
plexes conjuguées des 4 premieres. Le systéme (2-7) est donc équivalent
au systeme formé par les 4 équations contenant uniquement les ;. Mul-
tipliant alors ces équations par i, nous obtenons que (2-7) est équivalente
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au systeme:

imoc 1 ) e
o + VX + ho — (19 — iax) + (Ao — 4x) =0
p he (2-8)
imgoc 1 . e
—0ox — Vo + ﬁo =(x — i€p) + 7—(—Aox + 4¢) =0
p he
Et ce systeme est équivalent a I’équation matricielle :
ie imoc 1 .
mo,+ —A —— (1 —iQoy5)|¥ =0 2-9
0 (O ) + T (6 = i92%0)] (29)

L’équation non linéaire (2-9) s’obtient donc & partir de (1-1) en rem-
plagant le terme de potentiel magnétique du monopdle par le terme
de potentiel électrique de 1’électron, et en substituant imgc/h 1/p a
i/2m(p*)c/h.  (2-9) correspond donc au cas particulier de (1-1) ot
m(p?) = 2mg/p. Ce cas a été étudié par G. L. pour le monopole
[2]. C’est le seul cas de (1-1) dans lequel ¥ est normalisable. Les on-
des planes donnent les relations de dispersion d’une particule de masse
propre mg. Pour toute autre fonction m(p?), la masse est variable et
dépend de 'amplitude des ondes. Le passage de ’équation de Dirac a
notre équation non linéaire conserve une grande partie des acquis de la
théorie de Dirac: il y a une densité de probabilité de présence qui se
calcule comme dans la théorie linéaire. Plus généralement les grandeurs
physiques sont calculées de la méme maniere. Les identités entre ces
grandeurs, qui ne dépendent que de la structure algébrique de la théorie
sont évidemment conservées. Par exemple nous avons :

j2=p* avec j=1y01 = peo (2-10)

K =—p® avec k=13t = pes (2-11))

IIT - DEUX COURANTS CONSERVATIFS

L’équation non linéaire (2-9) peut étre obtenue & partir de la densité
lagrangienne:

B _
L= 450\1/7“[5#]\1/ + eUy" WA, +mocp (3-1)

ou I'on utilise la notation : [9,] = 0, —3,, . Cette densité lagrangienne ne
-

differe de celle de la théorie linéaire que par le remplacement de mgc?Q;
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par mgc?p. Ceci correspond au fait que la densité d’énergie propre, pour
I’équation non linéaire, est :

T = mocp (3-2)

et non plus : T = moc?Q; = TcosB. O. Costa de Beauregard [9] a
récemment posé le probleme d’un tenseur toujours ininterprété dans la
théorie de Dirac linéaire. Nous n’entrerons pas dans la discussion de
ce probléeme, mais signalons que la dynamique de ce tenseur est sen-
siblement modifiée pour I’équation non linéaire (1-18). La relation (3-
2) a conduit & considérer 'angle § comme lié au signe de I’énergie et
on pensait que 'on passe des énergies positives aux énergies négatives
en changeant 8 en 8 + w. En fait cette remarque n’est pas générale:
ainsi, signalons que ’angle S varie de maniere fort différente suivant
que 'on a affaire & un état 23% ou Qp%, états trés proches en énergie.
L’interprétation usuelle de ’angle 8 semble donc peu compatible avec
le grand succes de la théorie de Dirac qui est sa solution dans le cas de
I’atome H. Pour I’équation non linéaire p est partout positif ou nul, donc
la densité d’énergie propre est partout positive. Il y a la une différence
notable avec la théorie linéaire, et nous examinerons plus loin si cela est
conciliable avec la conjugaison de charge. Pour ’équation non linéaire,
I'angle 8 n’est pas lié au signe de 1’énergie et est donc disponible pour
une autre interprétation physique. Les travaux sur le monopole (G. L.
[2] [3] [4]) montrent que angle 8 est lié au magnétisme libre. Autre
différence par rapport a la théorie linéaire : la densité lagrangienne est
invariante de jauge globale électrique et chirale, et non plus seulement
de jauge électrique. Le théoreme de Noether entraine donc ’existence
de deux courants conservatifs. Ces deux courants sont les courants j et
k définis par (2-10) et (2-11). On montre facilement que :

P-j=0u" = ., Pk=0.k"=0 (3-4)

Rappelons que le courant k présente une difficulté parce qu’il est du
genre espace puisque k> = —p?. Mais cette difficulté peut étre levée

(voir G.L. réf. cit.).
IV - ONDES PLANES MONOCHROMATIQUES

Pour I’étude des ondes planes, nous utiliserons le spineur ¥ = (i)

et les spineurs a deux composantes de la représentation de Weyl :

5=%(<ﬂ+x) , v=%(s@—x) (41)
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L’équation de Dirac est équivalente au systeme :

8030+Y7x+ (Vgo Ax)—l—z?cp—o

—Yeo — 6ox+ (Aso VX)+17X—0 . V=4 (4-2)

En ajoutant et en retranchant les deux équations précédentes, nous
obtenons le systeme :

.MmopcC

[5’0+Y7+ ( —A)E+i g v=20
e (4-3)
[0 — Y+ ﬁ(V-i- Ay -I-Z—f =0
Tandis que le systéme (2-8) donne, en ajoutant et retranchant :
00+ T4 o (v - e+t (BE R, g
;MoC Q piQ (4-4)
00— Y+ 1oV + Ay + i (F e =0

Les deux systemes précédents peuvent étre étudiés simultanément en
posant :
u=1 pour (4-3)
Q4+
p

et en les écrivant sous la forme commune :

our (4—4)

[0 + Y+ %(v e+ = 0

; (4-5)
e .MoC_.
00 = Y 1 (V + Ay + i€ = 0
En I'absence de champ électromagnétique, il reste :
(0o + V)€ + i%uu =0
(4-6)

(90 = Vv +i 7€ = 0
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Cherchons une solution de la forme :

€ = e H B <a1 ) e kB (21) (4-7)

as 2

c’est a dire une solution onde plane telle que £ et v aient la méme phase.
Le systéme (4-6) nous donne :

% — Dz _<p:c - ipy) —mocu 0 aq
_(pw + 7;py) % + P2 0 —mocu ao —0
- E - =0 (48)
—MocCl 0 o TPz Pz — Py by
0 —moycu Dz + 1Dy % — P, b2

Cette équation matricielle n’admet de solution non nulle que si le
déterminant D de la matrice 4 x 4 est nul. Or :

E2
D=(— —p"=mic®)* , p*=pi+p,+p (4-9)
Notons que D ne dépend pas de u, c’est pour cela que les deux systemes
fournissent des résultats tres voisins. Si on a :

E2

= = p* 4 mic? (4-10)
ce qui est la relation classique entre la masse, 1’énergie et I'impulsion
d’une particule, les mineurs d’ordre 3 de la matrice (4-8) sont nuls et les
solutions ne dépendent plus que de 2 parametres. Nous choisirons les
parametres by et by, d’ou :

u F

a1 = E[(Z + p2)b1 + (pe — ipy)bo]
0 (4-11)
U . E

az = moc[(px - Zpy)bl + (? - pz)bZ}

Dans le cas particulier ou la direction du mouvement s’effectue suivant
l’axe des z nous avons : p, = py = 0 ; p. = p et nous aurons plus
simplement :

u B
a; = mioc(; +p)by

uw E (4-12)
ag = 7(* _p)bQ
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La densité de probabilité de présence vaut :

jo = a1ay + aza@s + b1by + babs

uw -, — F — F — — (4-13)
= —5—[b1b1(= + p)? + baba(— — p)?] + b1y + bob
m%cQ[l 1(0 +p)° + b2 2(C P)°] + b1b1 + baby
et comme uu = 1 dans les deux cas, nous obtenons :
2E = — F —_ E
j0 = —5—=|b101(— bobo(— — 4-14
Jo m303[11(0+p)+ 2b2(— —p)] (4-14)
Calculons maintenant les invariants 21 et {2 :
. — — 2u . — F — F
Ql —+ ZQQ = 2((11[)1 + agbg) = 7[()11)1(* +p) —+ bgbg(* 7]7)]
moc c c (4-15)
_ um062 .
= E Jo
Pour I’'équation de Dirac nous avons v = 1, donc nous obtenons :
. moc” .
Ql + ZQQ = E Jo (4—16)

Il en résulte que la partie imaginaire 25 est nulle. Comme nous avons :

2

moc , U
F=——— = - 4-17
S (4-17)

nous obtenons :
M =vV1-p% , Q=0 (4-18)

La situation est tout a fait différente pour I’équation non linéaire, puisque
Q1 + Q23 = pu, de sorte que (4-15) nous donne :

2
P=—7z Jo=+1—p"2%j (4-19)

Notons que u a disparu du calcul et que 'angle 3 peut étre quelconque, ce
qui est normal puisque I’équation est invariante de jauge chirale. Notons
ensuite que p se substitue a €27, ce que nous avons déja rencontré dans
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le lagrangien. C’est p qui est ici lié au facteur de contraction de Lorentz.
Le vecteur courant de densité de probabilité j est tel que :

Jo +ijy = 2(atas — biba) , j. = a1@1 — asaz — biby + baby  (4-20)

Nous obtenons donc :

Je +ijy = 2[——(— 4+ p)b1——(— — p)ba — bab1]
ﬁ%oc C mocCc ¢ (4_21)
2b1by  E? 9 9 5
= e la ¥ i) =0
. 2p — _ B
Jz = —55bibi(— +p) + baba(— — p)]
mgc c c (4-22)
_w. v,
= EJO CJo

Donc pour I’équation non linéaire aussi, il y a un flux de probabilité de
présence dans la direction de propagation de 'onde, avec la vitesse v.
Pour le vecteur k nous avons :

ko = a1a1 + az@z — biby — babs
ks + ik, = 2(@taz + b1b2) (4-23)

k. = a1a1 — ax@z + b1by — baby

et nous obtenons :

2F — F _ F
b =z (S +p) — b (T — o)
Si by = 0, nous avons :
2F — F
k, = —5—=(=baby)(— — p) = —j
mgcg( 2b2)(— =) = —Jjo

tandis que si b = 0 nous avons :

2F , — F
k,=—F=bib1)(—+p) =3
2 m%c?,( 1 1)(C p) = Jo
Si on interpréte k comme une densité de spin (comme on le fait
d’ordinaire), on voit que pour ’équation non linéaire, comme pour
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I’équation de Dirac, on retrouve les deux signes possibles du spin, et
le fait que I'onde plane est la somme de deux ondes ¥, et ¥, cor-
respondant & une des valeurs propres de la composante du spin dans
la direction de propagation. Si on interprete (probablement de fagon
équivalente) k comme une densité de magnétisme libre (G.L. loc. cit.),
les deux cas by = 0 et by = 0 correspondent a un courant de monopoéles
et d’antimonopodles.

Mais nous ne pouvons pas, comme dans la théorie linéaire, changer
le signe de I’énergie : si nous changions F en —FE nous obtiendrions a la
place de (4-19): p = —+/1 — 825y, ce qui est manifestement impossible.
L’interprétation de 'existence des antiparticules étant un des succes ma-
jeurs de I’équation de Dirac, nous allons devoir regarder de plus pres ce
que peut étre la conjugaison de charge pour ’équation non linéaire.

V - INVARIANCE RELATIVISTE ET SYMETRIES P, C, T

L’invariance relativiste de 1’équation non linéaire est exactement
identique a celle de la théorie linéaire, car elle découle des propriétés des
matrices de Dirac, que nous utilisons ici sans changement.

Réflexion d’espace P

Si on passe a un autre référentiel d’apres la regle : ¢t -t ; & — —&
I'impulsion p devient p’ = —p. Le potentiel électrique A devient :

Al = (142[ —Ifl0> =04 (5-1)

De méme le gradient devient :
i _ (9 —
P =~ —~'0; = ( Y(; _gg) =% Y0 (5-2)

Il apparait donc qu’en algebre d’espace-temps, dans la réflexion P, tout
vecteur V' est transformé en V' = 4oV~ ; donc tout produit de deux
vecteurs AB devient : (AB)" = v Avov0BY = Y0ABYo.

Et plus généralement tout multivecteur M devient : M’ = ~yM~.
Il en est de méme pour . Nous avons

P’ ™" = (0) (0¥r0)7271 (0¥0) "L = Yo (@12 Do
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W00’ = (10810)70 (1070) T = Y0(¥r08 )70
p'? = det )’ = det(yoy0) = detyp = p?
Y09 = (Y0%70)%0 (Y0%0) = 10¥Y0%0%0% 0 = Y0(¥10%) Y0
Par conséquent I’équation de Dirac sous la forme (1-14) nous donne :

W ey’ ™ = o (hdpran ™ o

_ €
= y0(mocyryop ™" + ~ Ao (5-3)
_ — €
WY e’ = moct oy’ T + EA’

Et nous retrouvons bien que I’équation de Dirac est P invariante. Pour
I’équation non linéaire nous obtenons :

R v = vo(hdramy ™ o

1 -~ e
= vo(moc;wvow + -4 (5-4)
’ =1 _ l Y,
AW vy = mocpﬂﬁ Yy + CA

et nous voyons que la P invariance est également assurée pour I’équation
non linéaire.

T invariance

Le potentiel A, étant créé par des charges en mouvement, le poten-
tiel A;L qui s’en déduit par renversement du temps s’obtient en renversant
le mouvement des charges. Les courants, donc le champ magnétique,
changent de sens; on a H' = —H tandis que £/ = E, et on doit donc
prendre :

A/

(142( _ﬁ()) = Y040 (5-5)

Le gradient devient :

P =-"0++9; = <_8y07 gj) = =70 (5-6)

Il est établi en théorie de Dirac que 1’équation est invariante si 1’on
remplace ¥ par ¥ = 3y, U* ot U* désigne le complexe conjugué de .
Or ceci est équivalent a :

V' = voy2y (5-7)
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Nous avons alors :

p”? = det ¢’ = det yo1py2y = det yp = p?

—1 _
PV v = (=10P70) (Yo r27) V21 (Yoy2y) Tt
= =Mooy ey Vs Y g !

!?9’1//72%1//_1 =Y (PYy2719 )0

ot = (Yowr27) 0 (h0¥y27) !
= YoPy27707 vz P e
Py =70(¢0Y )0
V0P = (Yo¥r27)70 (Y0¥27)
= Y¥12770772¢%0
7?’701;/ = 70(1?701;)70

Nous obtenons donc, pour ’équation de Dirac :
—1 _
hf e’ = yo(hPremnd™ o
_ e
= Yo(moctyory " + EA)70

R v = mocdvop T + EA’
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(5-8)

(5-10)

(5-11)

et donc I’équation de Dirac est dite T invariante. Or il en est exactement

de méme pour I’équation non linéaire, puisque :

AW v = vo(Edramy ™ o
= 70(7”0%1#%1/; + SA)%

c ~, e
= mo—¥'y0) + - A’
P c

Conjugaison de charge

L’expérience a établi qu’a toute particule chargée électriquement
est associée une antiparticule de charge opposée. La conjugaison de
charge est 'opération de symétrie, jamais mise en défaut jusqu’ici, qui
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fait passer de la particule a son antiparticule. En théorie de Dirac linéaire
la conjugaison de charge s’écrit :

e—e=— , UV =0 (5-12)
et ceci nous donne pour le 1y d’Hestenes :

Y =Y =Yy (5-13)

Nous avons :

—1 _ _ _
P v’ = Poyvavorenivg tve T
= Py ! (5-14)
71 _
P v’ = =Py !

Wy~ = VY2070 s T = — Yyt (5-15)

Nous obtenons donc :
WY yon ™" = —hdyayp ™t
_ e
= —(mocypyoyy ' + EA)

— moctyor " — S A
c
Ainsi la conjuguée de charge de I’équation de Dirac (1-14) est 1’équation

e
Apyay1 ™t = mocpyop ™t — EA (5-16)

Notons que cette équation n’est pas 1’équation de Dirac initiale mais
I’équation pour une particule de signe contraire, donc pour une autre
particule, alors que la réflexion d’espace et le renversement du temps nous
donnent une équation transformée identique & I’équation de départ, donc
pour la méme particule. Examinons maintenant ce que donne 1’équation
non linéaire :

W00 = (Yy270)70 (P727) = P1270707072% = DY27072 = VYot

p'? = det ) = det(1pyay0) = detp = p?
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Nous obtenons donc :

_ 1 ~ e
R o' = —hpyan Tt = *(moC;%Woﬂ) + EA)

1 ~ e
= *mocﬁwl’ﬂﬂ/ﬂ —-A
p c

Par conséquent la transformation (5-13) fait passer de 1’équation (1-18)
a I'équation:

1 ~ e
Aoy~ = —mOC;dJ’YoUJ - EA (5-17)

Donc ici non seulement la charge, mais aussi la masse est changée de
signe. Si nous admettons la possibilité d’'une masse négative alors les
énergies négatives de la théorie linéaire redeviennent possibles. Mais
y a-t-il réellement dans la nature des énergies négatives ? La création
d’une paire électron-positron nécessite une énergie égale & 2moc?, aussi
la théorie quantique admet-elle que 1’électron et le positron ont chacun
une masse positive mg et une énergie positive £ = moc?. Aussi pensons-
nous que la véritable équation conjuguée de charge de (1-18) doit étre
non pas (5-17) mais simplement :

_ 1 ~ e
hpyomit ™! = mocglﬂ’mlﬁ - EA (5-18)
Et nous allons voir maintenant comment I’on peut obtenir cette équation.

VI - SIGNATURE DE LA METRIQUE ET CONJUGAISON
DE CHARGE

Dans les travaux d’Hestenes, dans ceux de Boudet ou encore dans
le début de cet article nous avons utilisé une métrique d’espace-temps
de signature + — ——. D’autres auteurs utilisant les algebres de Clifford
adoptent une métrique de signature — + ++ [10] [11] [12] [13]. Il n’en
résulte aucune catastrophe. Il ne semble y avoir aucune raison de préférer
une signature a l'autre, c’est a dire qu’il y a une sorte d’indétermination
du signe de la métrique d’espace-temps. Or ceci est curieux parce que
les algebres de Clifford construites sur ces deux signatures ne sont pas
identiques, 'une étant isomorphe a ’algebre des matrices carrées réelles
My(R), Pautre étant isomorphe a lalgebre des matrices quaternioniques
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M, (H). [13] Nous pouvons écrire les lois de I’électromagnétisme [5], dans
Palgebre d’espace-temps C(1,3) de signature + — ——, sous la forme :

F=pp | M:%J (6-1)

ol F' est le champ électromagnétique, P le potentiel et J le courant.
Dans cette algebre, tout élément A est la somme d’un scalaire S, d’un
vecteur V', d’un bivecteur B, d’un trivecteur T et d'un pseudoscalaire L

A=S+V+B+T+1L (6-2)

L’algebre de Clifford C(3,1) relative a l’espace-temps de signature —+++
s’obtiendra en remplacant les matrices v# par " = iy*. Tout élément
A’ de cette algebre est somme d’un scalaire S’, d’un vecteur V', d’un
bivecteur B’, d’un trivecteur 1" et d’un pseudoscalaire L’ :

A=8+V'+ B +T' + L (6-3)
Or nous aurons :
V' =4V, =iV, =iV (6-4)
DOIIC nous aurons aussi :
B'=i?®B=-B
T =T = —iT
L'=iL=1L (6-5)

A'=8+iV-B—iT+L

En particulier pour un élément pair A = S + B + L, nous aurons :
A=S-B+L=A (6-6)
Le gradient devient :
¢’9’ = 7’”8# =iy"0, =i (6-7)
Les grandeurs électromagnétiques, en signature — + ++4, seront donc :

F'=-F |, P=iP |, J=i] (6-8)
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Nous obtenons alors :
JP =ipiP=—pP = —F = F'
P

Donc les lois de I’électromagnétisme, en algebre de signature — + ++,
seront:

1 4
iP(—F) = —ipF = —i%J = —%J’

F=pp | aF:f%”J (6-9)

Les lois de I’électromagnétisme sont donc identiques au signe pres, c’est a
dire a un changement de signe pres de toutes les charges; un changement
de la signature d’espace-temps, accompagné d’un changement du signe
des charges, redonne les mémes lois de 1’électromagnétisme. Examinons
maintenant ce que devient 1’équation non linéaire dans le changement
de signe de la métrique d’espace-temps. ¥ est un élément pair, donc est
transformé en 1)’ = 1. Dans le changement de signature, regardons ce
que devient 1’équation :

_ e
ey ™ = mov + EA (6-10)
Nous avons :
§ =i, =i, v =—in, 7 =—im,v =iv, A/ =id  (6-11)
/ C T C ~
mov’ = mo;¢ Yo' = mo;ﬂ)%w (6-12)
Mais ceci ne convient pas, parce que c’est 1/1701[), dans cet ordre, qui a les
bonnes propriétés de transformation sous une rotation de Lorentz. Nous
admettrons donc que, lorsque nous changeons de signature, nous devons
aussi changer 'ordre de tous les produits, de sorte que la transformée de
(1-17) est :
=Y o C 5 eA/
' ey = mo— Yy + =
p c
~_1, . . c o e (6-13)
hap ™ (—im1) (—iy2)vhif) = mOEW—WOW +-id

Soit en divisant par —i :

(i) = mo (w0t — ©A
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Et nous obtenons donc I’équation :
1 Cc ~ &
hpyonip™" = m0;¢70¢ - EA (6-14)

Le passage de e a —e, c’est a dire la conjugaison de charge, correspond
donc la aussi au changement de la signature de la métrique d’espace-
temps, avec la regle suivante: dans le changement de signature, on doit
inverser l'ordre de tous les produits. Il en résulte que e772¥ devient
e12NY = e7MM2¥ c’est a dire que la phase de 'onde est changée dans
la conjugaison de charge. Effectuons la méme démarche pour I’équation
du monopéle (1-1), qui s’écrit, en algebre d’espace-temps de signature
+ - ——:

Byt = m(p?)5v00 + LyBoran™t (6-15)

Nous pouvons alors constater que I’équation obtenue en changeant la
signature est identique & (6-15), c’est & dire que (6-15) est invariante par
conjugaison de charge, la conjugaison de charge ne change pas le signe du
monopole: ce fait est important parce qu’il entraine ’absence de polar-
isation du vide par les monopéles (G.L. loc. cit.). Ainsi l'invariance
des lois de T'univers sous la conjugaison de charge pourrait étre liée
a linvariance des lois de la physique par rapport a la signature de la
métrique d’espace-temps. Cette liaison ne pouvait étre mise en évidence
par la théorie classique, qui cachait cette question de la signature en
adoptant une métrique + + ++ et en ajoutant des facteurs i aux en-
droits adéquats. Si nous refaisons 1’étude des ondes planes monochro-
matiques pour 1’équation (6-14), nous obtiendrons les mémes résultats:
méme énergie positive, deux types possibles de spin; les résultats sont les
mémes puisque dans ’étude des ondes planes nous négligeons justement
le terme contenant e ou —e.

VII - ATOME D’HYDROGENE

L’équation non linéaire que nous étudions ici ne peut étre accept-
able que si elle est en accord avec les faits expérimentaux qui ont fait le
succes de la théorie de Dirac. Parmi les résultats qui ont fait la gloire
de ’équation de Dirac, il y a le fait qu’elle a rendu compte de la conju-
gaison de charge. Nous venons de voir que ’équation non linéaire peut
aussi en rendre compte, et sans faire appel aux énergies négatives. Un
autre résultat essentiel de la théorie de Dirac est de donner avec une
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grande précision les niveaux d’énergie de I'atome d’hydrogene. La sit-
uation se présente a priori de maniere tres défavorable pour I’équation
non linéaire. D’abord pour les états de I’atome d’hydrogene 25 n’est
pas nul, donc les deux équations ne sont pas identiques. Ensuite nous
n’avons plus la régularité des harmoniques sphériques, nous sommes dans
la méme situation que lors du passage de la mécanique newtonienne a
la mécanique relativiste: la trajectoire de Mercure n’est plus périodique
puisqu’il y a déplacement du périhélie. Tout ce que nous pouvons espérer
est que les solutions de 1’équation non linéaire soient aussi proches de
celles de la théorie linéaire que l'orbite relativiste de 'orbite newtoni-
enne. Malheureusement la complexité des calculs ne nous a pas encore
permis de calculer exactement les solutions de 1’équation non linéaire.
Néanmoins nous pensons qu’elle devrait fournir des résultats voisins de
ceux de la théorie de Dirac. Pour donner nos raisons, nous aurons be-
soin de rappeler brievement le calcul de ’atome d’hydrogene en théorie
de Dirac, en essayant un parallele avec le cas non linéaire. Dans les
deux cas, linéaire et non linéaire, on cherche une solution stationnaire

U = e i (i) ol ¢ et y ne sont fonction que de z,y,z. Avec

a = e2/hc et r = (22 + 3 + 22)1/2, Péquation de Dirac donne alors le
systeme :
E o mge

= — =)o +iV =0
” )P iV 1)

« .
Gt 7~ Th p etV =0
(7-2)
Epaymethy g mecly g
he r h ! h p B

La résolution du systeéme (7-1) s’effectue par séparation des variables en
coordonnées sphériques :

r=rsinfcosy , y=rsinfsing , z=rcosh (7-3)

L’étude du moment angulaire donne deux sortes de fonctions possibles :

_( Gwop) _ (€007, ()
n= (i) - = (G0HG) @
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(H—m)l/zym—l (l—m+2)1/2 m—1

Qr(+) = ( %ZH 131 é ) (=)= ( Qll+3 131 2l+1 ) (7-5)
() 2o —(S5E 2

ou Y/ = Y"(0,¢) désigne les harmoniques sphériques. Portant ces

valeurs dans (7-1), et introduisant  tel que :

1
n:—(l+1):—(j+§) pour ¥,
1
n:l—&-l:j—i—i) pour W,

on obtient le systeme radial :

dr  1-— E— 2

e (=2 L e =0

dr r he r (7-6)
d 1 E 2

£+ +I€G+( + moc +g)F:0

dr r he r

Posant alors :

/m2ct — E? [moc2 + E
= A= X0 - === = -
T ro, ” , u R (7-7)

le systeme (7-6) devient :

F 1-— 1

L ) )

dx u (7-8)
1

9@ IR G i+ P =0

dx T T

La résolution de ce systeme, avec la condition d’intégrabilité de Ui,
fournit les valeurs propres de ’énergie :

2

= moc? a iz -
B=moct 1+ o] (7-9)

Les niveaux d’énergie ne dépendent donc que de p et de 2. Ils sont

donc identiques pour deux valeurs de k opposées. La classification des
niveaux d’énergie utilise le nombre quantique principal : n = p+ | & |,
ce qui donne, en fonction des valeurs de n, K, J :
Isi:(1,-1,3) 2s3:(2,-1,%) 3s5:(3,-1,%)
2pt:(2,1,4)  3pi:(3,1,1)
203 :(2,-2,3) 3p3:(3,-2,3) (7.10)
3d3:(3,2,2)
3d3:(3,-3,3)
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Pour p = 0, c’est & dire n = |k, seule la valeur K = —n est possible.
Le nombre d’états dans chaque niveau est 25 + 1 ; ainsi dans les états
ns% ou np% le nombre quantique m peut prendre les valeurs 0 ou 1.
Le nombre total d’états ayant le nombre quantique principal n est 2n2.

Pour le niveau fondamental 15% il y a deux états possibles :

0
G
iF sin e~
—iF cos@

G
0
iF cost
iF sin fet®

m=0: W= (7-11)

(7-12)

avec

E
G=Fk1+ 72]1/267”7”71
mzf (7-13)
F=k]1- 72]1/267)”7"771
mopc

Le calcul des invariants relativistes nous donne :
0 =G? - F?
Qo = —2FGcosf pour WYy et Qo =2FGcosf pour Yy

Notons que €25 est exactement nul dans le plan z = 0. Il est remarquable
que cette situation se retrouve pour tous les états. On peut vérifier que
I’on peut toujours écrire :

Qy = 2FGP(cosb) (7-14)

ou P est un polyndme impair. Donc le polyndome P s’annule toujours en
0, et par conséquent s est toujours nul dans le plan z = 0. [16] Ceci
nous parait la raison principale pour laquelle les résultats de I’équation
non linéaire doivent étre proches de ceux de la théorie de Dirac. Pour
résoudre le systéme non linéaire (7-2), nous poserons :

Aeilm=D)¢ A= A(r,0)

_ Beim® B = B(r,6)
U= Z'C(:’i(m_l)v ’ C = C(n 9) (7—15)

iDe™™? D = D(r,0)
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Nous avons alors :

O =A+B*-C*-D? | Qy=2(AC + BD) (7-16)
Avec les coordonnées sphériques (7-3), nous avons :
v-( . cos 00, — H229, 4 e~ (sin 00, + @3@ - —29,)
€' (sin 09, + @39 + —==59,) —cos 00, + #59
(7-17)

Le systéme (7-2) nous donne par conséquent le systéme suivant, qui ne
contient que les variables r et 6 :
E o mech moc Sy 0C sinf 0C
0O=(—4+———7"—)A— ——C —cos— —
(hc+r h p) h p o8 8r+r 00
0D  cosIOD mD

—smHW— r 90 rsinf
E o moec moc Qg . 0C  cosfOC
=(—+—-—-——")B————D —sinl— — ———
0 (hc r h ,0) h p s or r 00
m—1 dD  sinf 0D
+rsin90+c’0b9§7 r 00
E a mec8y moc Qo 0A  sind %

O=(—+—+——)C - ——A+cosl— —

he v hop hop o 09
+singdB 8098 mB
or r 00  rsinf
OZ(E ot w&) _E&B+Sin9%+cosﬁﬁfl
B " o9 )
—m_lA—cosﬁa—B—i—ﬁafB
rsin 6 or r 00

Le probléme est que s’il est facile de séparer la variable ¢, nous ne savons
pas séparer les variables r et € dans le systeme précédent. Cependant la
clef nous parait étre de regarder ce qui se passe dans le plan z =0 :

0= (ot 5~ RO+ g D) - G5 = )
0=+ 5~ ROBG) - 5 5+ 6 D) - e )
0=+ 5 HIRIC0G) - g D)+ G D)+ B D)
0= (0 + 2+ 20, 5 + 20 Ty - e Dy 1 0 )
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L’équation de Dirac conduit & un systéeme séparable, donc pour chacune
des solutions il existe des fonctions A, B, C, D telles que :

sy

_ r ¥ ~

Y=\ iEeCO)) (720
() D(0)d()

Si nous avons :

A D =amad), Lo Ty = Tal), Lo Ty = 6% (D)

B ) =60B(G), 2o 5 = TB(G). B Ty = am D (3

ot =Fmo), S5y = o), S Ty = Fi o ()

ir, 7y = Fr)p(S), 220 Ty = Lp(%), 90, 7 = F(r)‘fi(ﬁ??i;l))

alors nous obtenons pour G et F' exactement le systeme d’équations (7-
6). L’obtention des mémes niveaux d’énergie est seulement subordonnée
aux égalités (7-21). Mais il se peut que (7-21) ne soit qu'une approx-
imation, et pour connaitre la valeur de cette approximation, il serait
souhaitable de faire une intégration numérique précise du systeme (7-
18). L’angle 8 ayant un comportement assez différent pour les états
25% et Zp%, il se pourrait que la résolution exacte de (7-18) donne
une différence d’énergie entre ces niveaux, dont nous savons qu’ils sont
légerement décalés (effet Lamb).

VIII - LOI RELATIVISTE DU GUIDAGE

¢ étant la phase classique de 'onde, posons avec Hestenes [14] :

1/} — 1!)06727“0 (8_1)

Supposons que nous ayons :

Il
o

Po (8-2)
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Nous obtenons alors §ip = Pprhgyay1€727¢ donc équation non linéaire
nous donne:

hpiboray1 €V Ppyre 121t = mocéwoewww’m@*vﬂw?ﬂo + EA
Et compte tenu de (1-11), nous obtenons :
— Il = mov + %A (8-3)
La relation précédente est la généralisation relativiste de la loi du guidage

—hgra?icp = moU + Z[f (8-4)

obtenue par Louis de Broglie a partir de 1’équation de Schrodinger.
Hestenes obtenait, a partir de I’équation linéaire de Dirac :

—hdo = move P + %A (8-5)

Il y a ici, comme toujours dans la théorie de Dirac linéaire, un facteur
e~ 87 en plus dans le terme de masse. Ceci amenait Hestenes & imposer
la condition supplémentaire 8 = 0 ou 8 = 7, qui correspondait selon lui
respectivement a l’électron et au positron, ce qui nous parait douteux,
nous l'avons dit. Par construction méme de ’équation de départ, nous
n’avons évidemment pas besoin ici de cette condition supplémentaire.
Les résultats obtenus par Hestenes, que nous allons rappeler brievement,
ne sont donc soumis qu’a la condition (8-2). Prenons le gradient de (8-5)

—hipp = mof + “PA (8-6)

La partie bivectorielle de cette équation nous donne :
e
0=mePAv+ —-F (8-7)
c
ol F' est le champ électromagnétique. [5] Puisque v? = ¢? est fixe,
Hestenes en déduit que 1/cv - v = © = dv/dr, dérivée de v suivant
la ligne de courant du champ de vecteur v(z) . La loi de conservation

@- 7 = 0 entraine que ces lignes de courant existent toujours. Prenant
alors le produit intérieur de (8-7) par v, Hestenes obtient :

mob = eF - v (8-8)
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Or ceci est exactement 1’équation du mouvement d’un corpuscule de
charge e et de masse propre mgy dans un champ électromagnétique F'.
La loi du guidage apparait donc comme une conséquence de 1’équation
non linéaire dans le cas particulier ot Py = 0, c’est & dire seulement
lorsque la dynamique dépend essentiellement de la phase classique de
l'onde. Dans le cas général, nous avons :

P! = [ p + Py + PRE)(~0) (5-9)

L’équation non linéaire peut donc étre écrite :
h ~ e
§[ﬁlnp+¢9ﬁ’y+2ﬁRR]o+mov+ EA =0 (8-10)

Or une objection avait été faite par Heisenberg en 1927 a la localisa-
tion de la particule dans son onde, celle d’'un miroir semi-transparent.
Louis de Broglie y avait répondu en disant qu’apres son arrivée sur le
miroir, la particule se trouvait soit dans ’onde transmise, soit dans ’onde
réfléchie. Mais il y voyait encore un probléme, car ”apres avoir rencontré
un nombre croissant de miroirs semi-transparents, une particule se trou-
verait finalement portée par une onde de plus en plus affaiblie. Peut-on
imaginer qu’une onde v de plus en plus affaiblie continue & guider une
particule?” Remarquons donc que I’équation d’évolution ne contient pas
la densité p, mais seulement son logarithme; @(In p) est inchangé si p est
divisé partout par un nombre aussi grand que 'on voudra. Il se peut
donc qu’une onde de plus en plus affaiblie continue de guider la particule.

IX - SYMETRIE DE JAUGE

Soit 1’ =M, ot M est une matrice 4 x 4 fixe. Cherchons a quelle
condition 1)’ et 1 peuvent étre toutes deux solutions de 1’équation non
linéaire. Nous avons :

P> = det ) = det(¥M) = det ¢ det M = p? det M (9-1)
donc det M doit étre un réel positif. En outre nous avons :
Vol = 'yt = MM o)) (9-2)

Donc nous obtiendrons W’Yol/;' = w’}/()’(ZJ si MM' =1, c’est & dire si M
est unitaire. Mais alors nous aurons | det M |= 1, et puisque det M est
un réel positif, nous aurons nécessairement :

det M =1 , M =M" (9-3)
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Notons ici que les seules matrices unitaires intéressantes sont unimod-
ulaires. C’est donc bien le groupe SU(n) qui apparait. Nous avons en
outre :

@1//72711//_1 = WMoy M1t (9-4)

Nous aurons donc @)'yovy19) = Pyay1p~! si et seulement si
My M~ = 457, c’est a dire si M commute avec voy;. Enfin M doit
appartenir & I’algebre d’espace-temps pour que 1)’ soit aussi un élément
de cette algebre. Donc M appartient au groupe de Lie G engendré par
lalgebre de Lie de base (y271;7;v3;Y37Y). Si on impose & ¢ d’étre aussi
un élément pair de 'algebre d’espace-temps alors la matrice M appar-
tient au groupe commutatif engendré par voy; et v et c’est seulement
dans ce cas que nous obtenons les deux jauges électriques et chirales
précédemment rencontrées (voir G.L. [2]). Hestenes [15] a remarqué que
le groupe de Lie G est isomorphe au groupe de Lie U(1) x SU(2) de la
théorie électro-faible. Il semble en effet tres remarquable que le groupe
de jauge de ’équation de Dirac linéaire ou non linéaire soit isomorphe au
groupe de la théorie électro-faible, qui permet de décrire les deux sortes
d’interaction des leptons.

EN CONCLUSION

Nous avons commencé ici ’étude d’une équation non linéaire as-
sez proche de I’équation de Dirac. Elle ne differe de 1'équation de
Dirac que par le terme de masse. La principale différence est que la
densité d’énergie propre est toujours positive; la conjugaison de charge
n’entraine pas la présence d’énergies négatives. Il semble donc qu’il ne
soit pas nécessaire de faire appel a la théorie des trous ou a la quan-
tification des champs pour obtenir une équation d’ondes sans énergies
négatives. Ceci nous semble un avantage important de 1’équation non
linéaire. Nous avons montré que les niveaux d’énergie, dans le cas de
I’atome d’hydrogene, semblent devoir étre proches de ceux de la théorie
de Dirac, mais ceci reste a prouver. Il reste aussi a voir si cette équation
révele des qualités nouvelles dans des domaines encore inexplorés par
I’équation de Dirac, notamment l'existence des différents leptons.
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