
Annales de la Fondation Louis de Broglie, Volume 16, n, 1991 355

Aspects hydrodynamiques de la mécanique quantique

P. Paillère

Centre d’Etudes de Limeil-Valenton

94195 Villeneuve St Georges cedex

RESUME. La dérivation partielle par rapport à l’espace et au temps
des équations d’onde de Schrödinger et Klein-Gordon conduit dans le
premier cas au système des équations de l’hydrodynamique classique
et dans le second au système des équations de l’hydrodynamique rel-
ativiste. Dans les deux cas, toutes les quantités thermodynamiques,
masse spécifique, pression scalaire, énergie interne et tenseur de vis-
cosité sont exprimés uniquement à partir de l’amplitude de l’onde,
alors que la vitesse est liée au gradient de sa phase. Dans le cas rel-
ativiste on montre que l’indice du fluide que constitue la substance
de l’électron est égal, à une constante près, à la masse variable de de
Broglie. Il apparâıt ainsi que la théorie des milieux continus chargés
de A. Lichnérowicz constitue le pont entre la théorie du guidage de
de Broglie et le système des équations de l’hydrodynamique associé
à l’équation de Klein-Gordon.

ABSTRACT. Space and time differentiation of the Schrödinger
equation leads to the system of classical hydrodynamics equations
while differentiation of the Klein-Gordon equation leads to relativis-
tic hydrodynamics. In both cases, all the thermodynamical quanti-
ties, density, scalar pressure, internal energy and viscosity tensor
are expressed solely with the wave amplitude while velocity depends
on the phase gradient. In the relativistic case, it is shown that the
index of the fluid constituted by the electron substance is equal (apart
from a constant multiplicative term) to the variable mass of L. de
Broglie. The theory of charged continuous media by A. Lichnerow-
icz constitutes then a bridge between the guidance theory of L. de
Broglie and the system of hydrodynamical equations associated with
the Klein-Gordon equation.
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1 - Introduction

Le développement de la mécanique quantique a donné lieu, comme
l’on sait, à deux courants de pensée principaux, le courant probabiliste,
rattaché à Niels Bohr, et le courant déterministe rattaché à Louis de
Broglie. Dans cette dernière perspective qui seule sera envisagée ici, le
traitement d’une particule chargée, l’électron en particulier, peut être
abordé soit du point de vue de la particule “ponctuelle”, soit du point
de vue de la particule étendue. En fait ces deux points de vue relèvent
de deux formalismes complémentaires qui forment un tout homogène.

La particule ponctuelle relève de l’équation d’onde, la particule
étendue, de l’hydrodynamique. Dans les développements qui vont suivre,
nous montrerons de quelle façon l’on peut passer du formalisme ondula-
toire au formalisme hydrodynamique dans le cas où le spin de la particule
n’est pas pris en compte.

Dans un souci de généralité, le cadre de cette étude est constitué
par un espace riemannien. La métrique adoptée est de signature +−−−

(ds)2 = gαβdx
αdxβ , g00 > 0

(α, β) = 0, 1, 2, 3 , x0 = ct
(1-1)

Cette convention qui a l’avantage de fournir un (ds)2 positif oblige à
réfléchir à la nature des grandeurs physiques du point de vue des notions
de “composante covariante” et “composante contravariante”. A titre
d’exemple nous allons considérer l’opérateur impulsion p̂ dans l’espace
de Minkowski.

Dans le cas où la métrique est de genre espace, c’est-à-dire de sig-
nature −+ ++, p̂α est défini par :

p̂α = −ih̄∂α

Cet opérateur est tel que :

cp̂0 = −Ê = −ich̄∂0 = −cp̂0

p̂j = p̂j = −ih̄∂j

Par conséquent :

p̂0 =
Ê

c
= ih̄∂0 , p̂j = p̂j = −ih̄∂j
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Dans le cas où la métrique est du genre temps, c’est-à-dire de signature
+−−−, p̂α est défini par la relation :

p̂α = ih̄∂α (1-2)

Cette fois

cp̂0 = Ê = ich̄∂0 = cp̂0 , p̂j = −p̂j = ih̄∂j

et par conséquent :

p̂0 =
Ê

c
= ih̄∂0 , p̂j = −p̂j = −ih̄∂j (1-3)

Dans les deux configurations, ce sont les composantes contravariantes qui
se conforment aux définitions habituelles de l’énergie et de l’impulsion
présentées dans les ouvrages classiques de mécanique quantique.

Remarquons que l’application à une fonction d’onde scalaire ψ de
l’opérateur

p̂α = ih̄∂α

donne le vecteur
p̂αψ = ih̄∂αψ

Toutefois, si l’on désire que l’opération

p̂αp̂αψ

présente la propriété d’invariance, nous sommes conduits à remplacer le
symbole de dérivation partielle ∂α par le symbole de dérivation covariante
∇α. De ce fait :

p̂α = ih̄∇α (1-4)

et
p̂αp̂α = −h̄2∇α∇α = −h̄2 (1-5)

étant bien entendu que si p̂α est appliqué à un scalaire, on a :

p̂αψ = ih̄∇αψ = ih̄∂αψ

La vitesse d’univers, définie par :

uα = dxα/ds (1-6)
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est telle que :
uαuα = 1 (1-7)

Cette relation est particulièrement importante dans notre étude puisque
la démarche suivie pour obtenir les équations d’onde consistera à éliminer
la vitesse entre cette relation et l’équation du quadrivecteur impulsion
de la particule ponctuelle.

La relation (1-7) s’écrit :

gαβuαuβ = 1 (1-8)

Si l’on pose :

Υi = gio/
√
goo , Υij = −gij + ΥiΥj (1-9)

on obtient, i et j pouvant prendre les valeurs 1, 2, 3,

(
√
goou0 + Υiui)

2 −Υijuiuj = 1 (1-10)

Ce formalisme a l’avantage de faire apparâıtre le produit purement spa-
tial Υijuiuj qui, dans le cas d’une métrique à “temps orthogonal” est
égal au produit scalaire des composantes spatiales de la vitesse d’univers.

2 - L’opérateur vitesse et les équations d’onde

C’est l’opérateur vitesse, déduit de l’opérateur impulsion, qui joue
le rôle principal dans la détermination des équations d’ondes de Klein-
Gordon et Schrödinger.

Le quadrivecteur-impulsion de l’électron a pour expression, dans le
cas où le spin n’est pas pris en compte :

pα = m0cuα +
q

c
ϕα (2-1)

m0 et q désignant respectivement la masse et la charge de l’électron, c,
la vitesse de la lumière, et ϕα le 4-vecteur potentiel électromagnétique.

La vitesse a pour expression

uα =
1

m0c
(pα −

q

c
ϕα) (2-2)
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les quantités (u, p) figurant dans cette relation sont remplacées par des
opérateurs :

ûα =
1

m0c
(p̂α −

q

c
ϕα) avec p̂α = ih̄∇α (2-3)

d’où, posant :
µ0 = m0c/h̄ et k = q/h̄c, (2-4)

on obtient :

ûα =
i

µ0
(∇α + ikϕα) (2-5)

Pour obtenir l’équation de Klein-Gordon, on part de la relation (1-8)

gαβuαuβ = 1

On transforme cette équation en équation d’onde en la réécrivant :

gαβ ûαûβψ = ψ (2-6)

Soit :
[gαβ(∇α + ikϕα)(∇β + ikϕα) + µ2

0]ψ = 0, (2-7)

Soit encore, si l’on pose :

Dα = ∇α + ikϕα (2-8)

(gαβDαDβ + µ2
0)ψ = 0 (2-9)

Pour obtenir l’équation de Schrödinger, on part de la relation (1-10) :

(
√
goou0 + γiui)

2 − γijuiuj = 1

et l’on fait l’hypothèse que la vitesse de l’électron est très inférieure à
celle de la lumière, soit :

| ui |� 1 ∀i (2-10)

Dans ces conditions, la relation (1-10) peut être écrite :

√
goouO + γiui ' 1 +

1

2
γijuiuj (2-11)
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soit, après “quantification” :

(
√
gooû0 + γiûi)φ = (1 +

1

2
γij ûiûj)φ (2-12)

Compte tenu de (2-5) et (2-8) la relation (2-12) s’écrit :

i
√
goo∇0φ− k

√
gooϕ0φ+ iγlDlφ = µ0φ−

γij
2µ0

DiDjφ (2-13)

Dans le cas où √
goo = 1 , goi = 0, (2-14)

la relation (2-13) devient, compte tenu de (1-9) :

i∇0φ− kϕ0φ = µ0φ+
gij

2µ0
DiDjφ

Avec le changement de fonction inconnue :

φ = e−iµ0x
0

ψ, (2-15)

cette relation, compte tenu de (2-4), s’écrit

ih̄
∂ψ

∂t
=

h̄2

2m0
gijDiDjψ + qϕ0ψ

soit, en posant :
V = qϕ0 (2-16)

et en imposant :

gij = −δij (Minkowski +−−−)i, j = 1, 2, 3 (2-17)

ih̄
∂ψ

∂t
= − h̄2

2m0

3∑
i=1

(∇i + ikϕi)(∇i + ikϕi)ψ + V ψ (2-18)

C’est la classique équation de Schrödinger. Si nous résumons :

- l’équation de Klein-Gordon est déduite de la relation entre les com-
posantes de la vitesse d’univers

gαβuαuβ = 1
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- l’équation de Schrödinger est déduite de l’approximation de la re-
lation entre les composantes de la vitesse lorsque celle-ci est très
inférieure à la vitesse de la lumière

√
goou0 + γiui = 1 +

1

2
γijuiuj

- Le point de départ obligé est toujours constitué par une relation
entre les composantes covariantes de la vitesse d’univers, ce qui im-
pose la définition de l’opérateur vitesse, relié à l’opérateur impulsion
par l’équation (2-5), –lorsque le spin n’est pas pris en compte.

3 - L’hydrodynamique de Schrödinger

3-1 Les équations de base

Considérons l’équation de Schrödinger :

ih̄
∂ψ

∂t
=

h̄2

2m0
gij(∇i + ikϕi)(∇j + ikϕj)ψ + V ψ

k = q/h̄c , V = qϕ0.

(3-1)

Cette équation s’écrit encore

ih̄c(∇0 + ikϕ0)ψ =
h̄2

2m0
gij(∇i + ikϕi)(∇j + ikϕj)ψ (3-2)

Si l’on impose à l’onde ψ d’être de la forme [11]:

ψ = Re−iS/h̄ (3-3)

on a, ∀α :

(∇α + ikφα)ψ = [
∇αR
R
− i

h̄
(∇αS −

q

c
φα)]ψ (3-4)

On pose :

Fα =
∇αR
R
− i

h̄
(∇αS −

q

c
φα) (3-5)

et
Pα = ∇αS −

q

c
φα (3-6)
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de sorte que :

Fα =
∇αR
R
− i

h̄
Pα.

L’équation (3-2) s’écrit

ih̄cF0ψ =
h̄2

2m0
gij(∇i + kϕi)(Fjψ);

Comme
(∇i + ikϕi)(Fjψ) = (∇iFj + FjFi)ψ,

on obtient, après simplification par ψ :

ih̄cF0 =
h̄2

2m0
(F iFi +∇iFi)

soit :

ih̄c(
∇0R

R
− i

h̄
P0) =

h̄2

2m0
{(∇

iR

R
− i

h̄
P i)(

∇iR
R
− i

h̄
Pi)+∇i(∇iR

R
− i

h̄
Pi)}

Les quantités ∇αR/R et Pα étant réelles, il est facile d’effectuer la
séparation entre partie réelle et partie imaginaire ; tous calculs faits,
on obtient les deux équations suivantes :

∂0R

R
+

1

2m0
(
2∇iR
R

Pi +∇iPi) = 0 (3-7)

cP0 =
h̄2

2m0
(
∇i∇iR
R

− P iPi

h̄2 ) (3-8)

A ce niveau des calculs, on pose :

Pi = m0vi (3-9)

c’est-à-dire
∇iS −

q

c
ϕi = m0vi = Pi (3-9’)

soit encore
∇iS = m0vi +

q

c
ϕi = pi (3-10)
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Dans ces conditions l’équation (3-7) s’écrit

∂0R

R
+ vi
∇iR
R

+
1

2
∇ivi = 0

soit, après multiplication par 2R2m0

∂0(m0R
2) +∇i(m0R

2vi) = 0 (3-11)

Cette équation évoque l’équation de continuité de l’hydrodynamique
classique à condition de poser, par analogie :

ρ = m0R
2 (3-12)

ce qui implique que
[R] ∼ [l]−3/2 (3-13)

Quant à l’équation (3-8), elle s’écrit

∂S

∂t
= qϕ0 +

h̄2

2m0

∇i∇iR
R

− P iPi
2m0

on pose :
∆R = −∇i∇iR (3-14)

et

U = qϕ0 −
h̄2

2m0

∆R

R
(3-15)

Compte tenu de (3-9)’ l’équation (3-8) peut être écrite :

∂S

∂t
+

1

2m0
(∇iS − q

c
ϕi)(∇iS −

q

c
ϕi)− U = 0 (3-16)

Cette équation qui constitue la transposition au niveau quantique de
l’équation de Hamilton Jacobi, 1 exprime que l’énergie totale E définie
par :

E =
∂S

∂t
(3-17)

1 On ne peut parler, stricto sensu, de l’équation de Hamilton-Jacobi, puisqu’il
ne s’agit pas, comme le fait remarquer le Professeur Bass de mécanique du
point. Mais comme elle lui ressemble, par souci de commodité, voire de facilité,
nous continuerons à l’appeler ainsi.
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est égale à la somme de l’énergie potentielle due au potentiel mécanique
U , et de l’énergie cinétique

−P
iPi

2m0
=
m0

2

∑
i

(vi)2 (3-18)

Il faut souligner que l’équation de continuité et l’équation de Hamilton-
Jacobi qui apparaissent résultent des deux définitions par analogie :

ρ = m0R
2 , m0vi = ∇iS −

q

c
ϕi, (3-19)

qui constituent le pont entre le quantique, (R,S), et l’hydrodynamique,
(ρ, vj), comme vont le confirmer les développements ultérieurs.

3-2 Equations de l’impulsion

Soit l’équation de Hamilton-Jacobi (3-16), que, compte tenu de
(3-9), (3-15), nous écrivons :

∂S

∂t
+
m0

2
viv

i − qϕ0 +
h̄2

2m0

∆R

R
= 0 (3-20)

on prend le gradient de cette équation, et comme nous sommes en
métrique de Minkowski, nous pouvons permuter l’ordre des dérivations
de sorte que :

∂

∂t
(∇jS) +m0vi∇jvi − q∇jϕ0 +

h̄2

2m0
∇j(

∆R

R
) = 0

comme
∇jS = m0vj +

q

c
ϕj ,

il s’ensuit que :

∂

∂t
(m0vj) +m0vi∇jvi + q(

∂

∂ct
φj −∇jφ0) +

h̄2

2m0
∇j

∆R

R
= 0

on a
∂ϕj
∂(ct)

= ∇0ϕj et ∇0ϕj −∇jϕ0 = Foj ;
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l’équation H.J. est alors multipliée par

R2 = ρ/m0

ce qui donne :

ρ(
∂vj
∂t

+ vi∇jvi) + qR2Foj −
h̄2

2m2
0

R2∇j(
∇i∇iR
R

) = 0

on définit la densité volumique de charge électrique par :

µ = qR2 (3-21)

Par ailleurs, d’après (3-9)’, on trouve

vi∇jvi = vi∇ivj −
q

m0
Fji

vi

c
(3-22)

et l’équation (3-20) s’écrit :

ρ
∂vj
∂t

+ ρvi∇ivj − µ(Fjo + Fji
vi

c
)− h̄2

2
R2∇j(

∇i∇iR
R

) = 0

le coefficient de µ n’est autre que la force de Lorentz :

FLj = µFjαu
α (3-23)

et l’équation (3-20) devient :

ρ
∂vj
∂t

+ ρvi∇ivj −
h̄2

2
R2∇j(

∇i∇iR
R

) = fLj

que l’on écrit :

∂

∂t
(ρvj) +∇i(ρvivj)− vj [

∂ρ

∂t
+∇i(ρvi)]−

h̄2

2m2
0

R2∇j(∇
i∇iR
R

) = f jL

on a :
∂ρ

∂t
+∇i(ρvi) = 0
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en outre (3-19) permet d’écrire

R2∇j(∇
i∇iR
R

) =
1

2m0
∇i{∇j∇iρ− (∇iρ)(∇jρ)/ρ} (3.24)

Remarque : on peut aussi écrire

R2∇j(∇
i∇iR
R

) =
1

2m0
ρ∇i∇j ln(

ρ

ρ0
) (3-24’)

ρ0 : constante d’intégration; d’où une première expression des équations
de l’impulsion du fluide de Schrödinger.

∂

∂t
(ρvj) +∇i{ρvivj − (

h̄

2m0
)2ρ∇i∇j ln(

ρ

ρ0
)} = f jL (3-25)

Il faut remarquer que (3-24) s’écrit encore :

(
h̄2

2m0
)R2∇j(∇

i∇iR
R

) = (
h̄

2m0
)2∇i{gij∇l∇lρ−

(∇iρ)(∇jρ)

ρ
} (3-26)

d’où :

∂(ρvj)

∂t
+∇i{ρvivj − gij(

h̄

2m0
)2(∇l∇lρ) + (

h̄

2m0
)2∇iρ · ∇jρ

ρ
} = f jL

(3-27)
Tout se passe comme si le fluide que constitue la substance de l’électron
de Schrödinger présentait un tenseur des pressions P ij tel que :

P ij = −pgij + Πij (3-28)

la pression scalaire p ayant pour expression :

p = (
h̄

2m0
)2∇i∇iρ (3-29)

et le tenseur de viscosité :

Πij = (
h̄

2m0
)2∇iρ∇jρ/ρ (3-30)
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avec ρ = m0R
2. D’après (3-25) on a aussi

P ij = −(
h̄

2m0
)2ρ∇i∇j ln(

ρ

ρ0
) (3-31)

et
∂(ρvj)

∂t
+∇i(P ij) = F jL (3-32)

3.3 Equation de l’énergie

L’équation de l’énergie de l’hydrodynamique de Schrödinger est
obtenue en dérivant par rapport au temps l’équation de Hamilton-Jacobi
(3-16) en tenant compte de (3-17)

∂S

∂t
= E

∂E

∂t
+ vi∇iE − q

vi

c

∂ϕi
∂t
− ∂U

∂t
= 0

Cette équation est multipliée par ρ = m0R
2. On obtient :

∂

∂t
(ρE) +∇i(ρviE)− E[

∂ρ

∂t
+∇i(ρvi)]−m0µ

vi

c

∂ϕi
∂t
−m0R

2 ∂U

∂t
= 0

(3-33)
mais, d’après (3-16), (3-17) et (3-18)

E =
m0v

2

2
+ U (3-34)

et (3-33) s’écrit, après division par m0, et compte tenu de (3-11):

∂

∂t
(ρ
v2

2
) +∇i(ρ

v2

2
vi)− µvi ∂ϕi

∂x0
+R2vj∇jU = 0

R2vj∇jU = R2vj [q∇jϕ0 +
h̄2

2m0
∇j(
∇i∇iR
R

)]

or, d’après (3-26)

h̄2

2m0
R2∇j(∇

i∇iR
R

) = (
h̄

2m0
)2∇i{gij∇l∇lρ− (∇iρ∇jρ)/ρ} = −∇i(P ij)

(3-35)
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Il en résulte que

∂

∂t
(ρ
v2

2
) +∇i(ρ

v2

2
vi) + µvj(∇jϕ0 −∇0ϕj)− vj∇iP ij = 0

or

∇jϕ0 −∇0ϕj = Fjo = −Foj et

−µFojvj = −cf0
L (travail du champ électrique)

(3-36)

En outre :

vj∇iP ij = ∇i(P ijvj)− P ij∇ivj

d’où :
∂

∂t
(ρ
v2

2
) +∇i(ρ

v2

2
vi − P ijvj) + P ij∇ivj = cfL0

et comme:

P ijvj = (−gijp+ Πij)vj = −pvi + Πijvj (3-37)

l’équation de l’énergie devient:

∂

∂t
(ρ
v2

2
) +∇i[(ρ

v2

2
+ p)vi −Πijvj ] + P ij∇ivj = cfL0 (3-38)

On introduit maintenant l’énergie interne ε sachant que l’équation de
l’énergie s’écrit classiquement

∂

∂t
(ρ
v2

2
) +∇i[(

v2

2
+ p+ ρε)vi −Πijvj ] = cf0

L (3-39)

L’équation (3-38) est soustraite de (3-39), il reste :

∂

∂t
(ρε) +∇i(ρεvi) = P ij∇ivj

d’où :

ρ(
∂ε

∂t
+ vi∇iε) = −p∇ivi + Πij∇ivj (3-40)

On pose :
Dε

dt
=
∂ε

∂t
+ vi∇iε (3-41)
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C’est la dérivée totale, le long de la trajectoire, de l’énergie interne par
unité de masse ; par ailleurs, de la relation de continuité on tire

∇ivi = ρ
D

dt
(
1

ρ
) (3-42)

(3-42) et (3-41) sont portées dans (3-40) et l’on obtient :

Dε

dt
+ p

D

dt
(
1

ρ
) =

Πij∇ivj
ρ

(3-43)

Si à un instant donné tous les points de l’électron ont la même vitesse,

∇ivj = 0 (3-44)

et l’électron est isentropique puisque

T
dσ

dt
=
dε

dt
+ p

D

dt
(
1

ρ
) = 0 (3-45)

σ désignant l’entropie et T la température du “fluide” électron, par
définition.

3-4 Résumé

En résumé, partant d’une métrique de signature + − −− telle que
goo = 1, goi = 0, on obtient l’équation de Schrödinger, (valable pour les
faibles vitesses électroniques) :

ih̄
∂ψ

∂t
=

h̄2

2m0
gij(∇i + ikϕi)(∇j + ikϕj)ψ + V ψ, avec

k = q/h̄c , V = qϕ0 , ψ = Re−iS/h̄
(3-46)

on pose :

ρ = m0r
2 , µ = qR2 , S,t = E , ∇jS −

q

c
ϕj = m0vj

fLα = µFαβu
β avec uβ = vβ/c

p = (
h̄

2m0
)2∇i∇iρ , Πij = (

h̄

2m0
)2∇iρ∇jρ/ρ

Dε

dt
+ p

D

dt
(
1

ρ
) = (Πik∇kvi)/ρ

(3-47)
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et l’on obtient :

∂ρ

∂t
+∇i(ρvi) = 0

∂

∂t
(ρvj) +∇i[ρvivj − pgij + Πij ] = f jL

∂

∂t
(ρ
v2

2
+ ρε) +∇i[(ρ

v2

2
+ ρε+ p)vi −Πikvk] = cfLO = µF0βv

β

(3-48)

3-5 Exemple d’application

En coordonnées sphériques, les opérateurs gradient et laplacien ont
pour expression

∇r =
∂

∂r
, ∇θ =

1

r

∂

∂θ
, ∇φ =

1

r sin θ

∂

∂ϕ
,

∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2 tg θ

∂

∂θ
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

Dans le cas où il y a symétrie de révolution autour de Oz : ∇φ = 0. Si
en outre le fluide est isotrope, ∇θ = 0. De ce fait :

∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
, ∇ ≡ ∂

∂r

Il en résulte que la pression et le tenseur de viscosité sont donnés par :

p = −(
h̄

2m0
)2(

∂2ρ

∂r2
+

2

r

∂ρ

∂r
) , grr = −1

Πrr = (
h̄

2m0
)2(

∂ρ

∂r
)2/ρ

on pose :
h̄

2m0
= a et

∂f

∂r
= f ′

Le groupement −pgij + Πij qui figure dans l’équation de l’impulsion
(cf(3-38)), s’écrit :

−pgrr + Πrr = p+ Πrr
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soit

p+ Πrr = a[
ρ′2

ρ
− ρ”− 2

r
ρ′]

Supposons cette quantité proportionnelle à ρ :

ρ”

ρ
+

2

r

ρ′

ρ
− (

ρ′

ρ
)2 = K

On cherche f tel que ρ = ef

ρ′ = f ′ρ , ρ” = (f” + f ′
2
)ρ

d’où :

f” +
2

r
f ′ = K

Un développement de la forme :

f = αr2 + βr + γ + δ/r

f ′ = 2αr + β − δ/r2

f” = 2α+ 2δ/r3

se traduit par :

2α+ 2
δ

r3
+ 4α+

2β

r
− 2δ

r3
= K

d’où :
6α = K et β = 0 , δ quelconque .

f =
K

6
r2 +

δ

r
+ γ , ρ0 = eγ

ρ = e
K
6 r

2− δr+γ = ρ0e
K
6 r

2− δr

dρ

dr
= (

K

3
r − δ

r2
)ρ ≤ 0 pour Kr3 ≤ 3δ;

avec
δ = 0 et K = −6/λ2,

ρ = ρ0e
− 2r
λ2 < 0

d2ρ

dr2
= [(

2r

λ2
)2 − 2

λ2
]ρ ≥ 0 pour r ≥ λ√

2
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On obtient une masse spécifique de l’électron présentant un maximum
en r = 0 et tendant vers zéro lorsque r →∞.

Il y a davantage de “présence” au centre que sur les bords (ρ ∼ R2,
R amplitude de l’onde). La pression a pour valeur

p = a[−(
2r

λ2
)2 +

6

λ2
]ρ ≥ 0 pour r ≤ λ

√
3

2

dp

dr
=

4ar

λ4
(2
r2

λ2
− 5) ≥ 0 pour r ≥ λ

√
5

2

Par conséquent, à partir du centre la pression décrôıt, s’annule et re-
monte pour s’annuler à l’infini.

4 - L’Hydrodynamique de Klein-Gordon

4-1 Rappel de la théorie des milieux continus chargés. Indice
des fluides holonômes

Rappelons les résultats obtenus par A. Lichnerowicz [8]. On con-
sidère un espace riemannien muni d’une métrique de signature +−−−

(ds)2 = gαβdx
αdxβ (4-1)

Le tenseur d’impulsion-énergie d’un fluide chargé a pour expression

Tαβ = rc2uαuβ − pgαβ + Παβ +Mαβ ,

avec :

r = ρ+ (e+ p)/c2 , e = ρε (4-2)

ρ : masse spécifique e : énergie interne par unité de volume ε : énergie
interne par unité de masse, uα représente la vitesse d’univers :

uα = dxα/ds , uαu
α = 1 (4-3)

p : pression scalaire

Παβ = ταβ + uαqβ + uβqα (4-4)
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ταβ : tenseur de viscosité qα : vecteur de conduction thermique ϕλ

désignant le 4-vecteur potentiel, le champ électromagnétique est défini
par :

Fλµ = ∇αϕµ −∇µ − ϕλ (4-5)

il est tel que, µ désignant la densité de charge électrique :

Fλµ;µ = −4π

c
jλ , jλ = µcuλ

jλ;λ = 0 , (µuλ);λ = 0 (4-6)

Le tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique a pour ex-
pression :

Mαβ =
1

4π
[
1

4
gαβFλµFλµ − Fαν F νβ ] (4-7)

sa divergence est égale à l’opposé de la force de Lorentz :

Mαβ
;β = −fαL

avec
fαL = µFαβuβ = Fαβjβ/c (4-8)

On pose :
Pαβ = −pgαβ + Παβ +Mαβ (4-9)

et les équations du mouvement qui s’écrivent :

Tαβ;β = 0 (4-10)

se présentent sous la forme :

(rc2uαu
β + Pαβ);β = 0

la dérivée covariante de uα ayant pour expression

Duα

ds
= uα;βu

β

l’équation (4-10) devient

r
Duα

ds
+ uα(ruβ);β +

1

c2
Pαβ;β = 0 (4-11)
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Etant donné que uαuα = 1 et uαDu
α = 0, on obtient :

(ruβ);β = −uαPαβ;β /c2 (4-12)

on a :
Pαβ;β = −p;βg

αβ + Παβ
;β +Mαβ

;β

Posant
Qα = −p;βg

αβ + Παβ
;β (4-13)

il résulte que

Pαβ;β = Qα − fαL , uαP
αβ
;β = uαQ

α (4-14)

et la relation (4-12) s’écrit

(ruα);α +
uαQ

α

c2
= 0 (4-15)

tandis que (4-11) prend la forme :

Duα

ds
+ (gαβ − uαuβ)

Qβ
rc2

= (
µ

rc2
)Fαβuβ (4-16)

A ce niveau, on fait l’hypothèse que le fluide est holonôme au sens de
Lichnerowicz,2 c’est-à-dire que

Qβ
rc2

= −F,β
F

(4-17)

F est un scalaire appelé “indice du fluide”. Cette expression est portée
dans (4-15) et l’on obtient

∇α(
ruα

F
) = 0 (4-18)

C’est l’équation de continuité pour le fluide considéré. Elle est à rap-
procher de l’équation de conservation de la charge électrique (cf (4-6))
:

(µuα);α = 0 (4-19)

2 Par définition le fluide est holonôme si le vecteur Kβ défini par Qβ = rKβ =
∇α(−pgαβ + Παβ) est un champ de gradient: Kβ = ∂β lnF (cf [8] pp. 37, 71,

101).
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de sorte que l’on peut poser :

Fµ

rc2
= K, constante (4-20)

4-2 Expression des principes de la thermodynamique

Il résulte de la relation (4-15) que nous rappelons

(ruα);α +
uαQα
c2

= 0

avec
r = ρ+ (e+ p)/c2

Qα = −p,α + Πβ
α;β (4-21)

que

(ρc2uα);α + [(e+ p)uα];α −
Dp

ds
+ uαΠαβ

;β = 0

On pose :
ξ = uαΠαβ

;β

ξ est un invariant lié au phénomène dissipatif. On pose :

e = ρε (4-22)

ε est l’énergie interne du fluide (que peut constituer la substance d’un
électron), par unité de masse. On pose aussi

Dp

ds
= ṗ

Dans ces conditions la relation (4-15) s’écrit :

[(ρε+ p)uα];α = −(ρc2uα);α + ṗ− ξ

soit :

(ρε+ p)uα;α +
D

ds
(ρε+ p) = −(ρc2uα);α + ṗ− ξ

on exprime maintenant uα;α à partir de la divergence covariante (ρuα);α

:
(ρuα);α = ρ̇+ ρuα;α
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d’où

uα;α =
1

ρ
(ρuα);α −

ρ̇

ρ
(4-23)

et l’on obtient
Dε

ds
− p

ρ2

Dρ

ds
= −rc

2

ρ2
(ρuα);α −

ξ

ρ
,

ou encore :

T
dσ

ds
=
Dε

ds
+ p

D

ds
(
1

ρ
) = −rc

2

ρ2
(ρuα);α −

uαΠαβ
;β

ρ
(4-24)

(σ entropie, T température par définition).

4-3 Formalisme lagrangien

Dans les équations du mouvement (4-16) on porte la relation (4-17)
exprimant le caractère d’holonômie du fluide, et l’on obtient :

Duα

ds
+ (gαβ − uαuβ)

Qβ
rc2

=
µ

rc2
Fαβuβ ;

or
µ

rc2
=
K

F

d’après (4-20) et :

F
Duα

ds
− (gαβ − uαuβ)F,β = KFαβuβ

ou

F
Duα
ds

+ uα
DF

ds
= KFαβu

β + F,α

étant donné que :

Fαβ = ∇αφβ −∇βφα = ∂αφβ − ∂βφα,

Fαβu
β = uβ∇αφβ −

Dφα
ds

= uβ∂αφβ −
dφα
ds

,

et :
D

ds
(Fuα) +

d

ds
(Kφα) = Kuβ∂αφβ + F,α
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D

ds
(Fuα) =

d

ds
(Fuα)− ΓλαρFuλu

ρ =
d

ds
(Fuα)− 1

2
Fuµuρgµρ,α

les équations du mouvement s’écrivent alors

d

ds
(Fuα +Kφα) =

F

2
uµuρgµρ,α +Kuβφβ,α + F,α (4-25)

Si l’on pose :

L = F (gµρu
µuρ)1/2 +Kφµu

µ , (gµρu
µuρ = 1) (4-26)

on vérifie que :
∂L

∂uα
= Fuα +Kφα

∂L

∂xα
=
F

2
uµuρgµρ,α +Kuµφµ,α + F,α (4-27)

de sorte que les équations du mouvement vérifient

d

ds
(
∂L

∂uα
)− ∂L

∂xα
= 0 (4-28)

Ce formalisme montre que le mouvement de chaque point du fluide dérive
d’un principe d’action stationnaire, lié à l’indice du fluide :

δS = 0 , S =

∫ s

s1

Lds (4-29)

En d’autres termes, on peut dire que les trajectoires des points du fluide
sont les géodésiques de la métrique de Finsler 3 définie par :

ds′ = Lds = Fds+Kφαdx
α (4-30)

3 Dans l’espace riemannien qui constitue le cadre des mouvements, les par-
ticules chargées suivent des trajectoires non géodésiques. Dans le but de leur
faire suivre des géodésiques, il y a lieu de considérer un espace “élargi” où
l’élément de longueur d’univers a pour expression :

ds′ = F
√
gαβdxαdxβ +Kφαdx

α

et non plus (ds)2 = gαβdx
αdxβ (cf [8], p. 103).
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4-4 Les équations de base de l’hydrodynamique de Klein-
Gordon

Soit l’équation de Klein-Gordon

[(∇α + ikφα)(∇α + ikφα) + µ2
0]ψ = 0 , k = q/h̄c , µ0 = m0c/h̄

(4-31)
on pose :

ψ = Re−iS/h̄ (4-32)

et l’on porte dans (4-31). Un calcul analogue à celui du paragraphe 3-1
permet d’écrire

[(∇α + ikφα)(∇α + ikφα)ψ = (FαFα +∇αFα)ψ

avec :

Fα =
∇αR
R
− i

h̄
(∇αS −

q

c
φα) (4-33)

et l’équation (4-31) devient en simplifiant par ψ

FαFα +∇αFα + µ2
0 = 0 (4-34)

Comme précédemment on pose (cf (3-6)):

Pα = ∇αS −
q

c
φα réel (4-35)

d’où

FαFα =
∇αR∇αR

R2
− 1

h̄2P
αPα −

2i

h̄

∇αR
R

Pα

Par ailleurs :

∇αFα = ∇α(
∇αR
R

)− i

h̄
∇αPα =

R∇α∇αR−∇αR∇αR
R2

− i

h̄
∇αPα

de sorte que l’équation (4-34) se met sous la forme :

∇α∇αR
R

+ µ2
0 −

1

h̄2P
αPα −

i

h̄
[2Pα

∇αR
R

+∇αPα] = 0

la séparation entre quantités réelles et imaginaires se concrétise par :

PαPα = h̄2(
R

R
+ µ2

0) = h̄2 R

R
+ (m0c)

2 (4-36)
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et
R∇αPα + 2Pα∇αR = 0 (4-37)

on pose

M2 = (m0c)
2[1 + (

h̄

m0c
)2 R

R
] (4-38)

(masse variable de Louis de Broglie, cf [4]) et compte tenu de (4-35), la
relation (4-36) s’écrit

(∇αS − q

c
φα)(∇αS −

q

c
φα)−M2 = 0 (4-39)

C’est l’équation de “Hamilton-Jacobi” associée à l’hydrodynamique de
Klein-Gordon. Quant à la relation (4-37), après multiplication par R,
elle s’écrit :

∇α(R2Pα) = 0 (4-40)

Etant donné que (4-39) implique la relation :

Pα = ∇αS −
q

c
φα = Muα (4-41)

la relation (4-40) peut être écrite

∇α(MR2uα) = 0 (4-42)

(4-42) est à rapprocher de (4-18)

∇α(
r

F
uα) = 0

Il semblerait donc que doive exister un rapport étroit entre M , R2, r et
F , comme nous le verrons ultérieurement.

4-5 Equations de l’impulsion

Comme dans le cas de l’hydrodynamique de Schrödinger, on prend
le gradient de l’équation de Hamilton-Jacobi (4-39)

2Pα∇µPα = 2M∇µM

or
Pα = Muα
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de sorte que

uα∇µ(∇αS −
q

c
φα) = ∇µM (4-43)

on a :

∇µ∇αS = ∇µ∂αS = ∂µ∂αS − Γλαµ∂λS

∇α∇µS = ∇α∂µS = ∂α∂µS − Γλµα∂λS

et donc

∇µ∇αS = ∇α∇µS

Il en résulte pour (4-43)

uα∇α(∇µS −
q

c
φµ)−∇µM =

q

c
(∇µφα −∇αφµ)uα

uα∇α(Muµ)−∇µM =
q

c
Fµαu

α, (4-44)

soit

Muα∇αuµ + uαuµ∇αM − φµM =
q

c
Fµαu

α;

Après division par M et multiplication par rc2 : (r défini en (4-2)), il
vient

rc2
Duµ

ds
+ (uαuµ − gαµ)

rc2

M
∇αM =

rqc

M
Fµαuα (4-45)

Cette équation, obtenue à partir de l’équation de Klein-Gordon, est à
comparer à l’équation (4-16) que nous rappelons ici

rc2
Duµ

ds
− (uαuµ − gαµ)Qα = µFµαuα

Cette comparaison permet de procéder à deux identifications :

Qα
rc2

= −∇αM
M

(4-46)

µ =
rqC

M
(4-47)

or, d’après (4-17) :
Qα
rc2

= −F,α
F

= −∇αM
M
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et donc

F =
M

M0
= [1 + (

h̄

m0c
)2 R

R
]1/2 (4-48)

(F est sans dimension) par ailleurs, d’après (4-20)

Fµ = Krc2 (4-49)

et d’après (4-47)
M0Fµ = rqC;

comme d’après (4-38),
M0 = m0c (4-50)

on obtient
Fµ =

rq

m0
(4-51)

le rapport de (4-49) à (4-51) donne

K = q/m0c
2 (4-52)

Par ailleurs, l’identification de (4-42) et (4-18) se traduit par :

MR2 =
rc

F

soit :
r = m0R

2F 2 = ρ+ (e+ p)/c2 (4-53)

on procède ainsi à l’identification de deux valeurs de la masse spécifique
“totale” : à partir de l’équation de Klein-Gordon et de l’onde ψ, on fait
apparâıtre R, F et r et c’est cette valeur qui est identifiée à l’expression
traditionnelle de r (cf (4-2)). En ce qui concerne la densité de charge
électrique, on a par (4-51) et (4-53) :

µ = qR2F (4-54)

Bien entendu, si dans l’expression de F on fait tendre c vers l’infini,
de façon à retrouver les conditions de Schrödinger, on obtient F = 1,
r = m0R

2, µ = qR2. Quant aux équations du mouvement fluide, elles
sont données par (4-10) i.e. :

(rc2uαuβ);β +Qα = fαL , (fαL = µFαβuβ) (4-55)
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avec

Qα = −rc2F
,α

F
= −m0c

2R2FF ,α

Qα = − h̄2

2m0
R2∇α(

R

R
) (4-56)

Nous allons montrer que Qα peut être écrit sous la forme d’une diver-
gence

R2∇α(
∇ρ∇ρR
R

) = ∇α(R∇ρ∇ρR)− 2(∇ρ∇ρR)(∇αR)

on sait que :

∇α[(∇ρR)(∇ρR)] = 2(∇ρR)(∇α∇ρR)

∇ρ[(∇ρR)(∇αR)] = (∇αR)(∇ρ∇ρR) + (∇ρR)(∇ρ∇αR)

de sorte que de la seconde équation on peut tirer :

2(∇αR) R = 2∇ρ[(∇ρR)(∇αR)]− 2(∇ρR)(∇ρ∇αR)

en outre, ∇α[(∇ρR)(∇ρR)] = 2(∇ρR)(∇ρ∇αR). Comme ∇ρ∇αR =
∇α∇ρR, on peut écrire

2(∇αR) R = ∇ρ[2(∇ρR)(∇αR)]−∇α[(∇ρR)(∇ρR)] soit

2(∇αR) R = ∇ρ[2(∇ρR)(∇αR)]− gαρ(∇µR)(∇µR)]

par conséquent :

R2∇α(
R

R
) = ∇ρ{gαρ[R R+ (∇µR)(∇µR)]− 2(∇ρR)(∇αR)}

(4-57)
étant donné que :

∇αR = (∇αR2)/2R

et que

R∇α∇αR+ (∇αR)(∇αR) = ∇α(R∇αR) = (∇α∇αR2)/2

la relation (4-57) s’écrit

R2∇α(
R

R
) = ∇ρ{1

2
gαρ R2 − 1

2R2
(∇ρR2)(∇αR2)} (4-58)
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et (4-56) prend la forme :

Qα = ∇ρ{ h̄
2

4m0

(∇ρR2)(∇αR2)

R2
− h̄2

4m0
gαρ R2}

et les équations (4-55) s’écrivent :

∇ρ{rc2uαuρ − gαρ
h̄2

4m0
R2 +

h̄2

4m0

(∇αR2)(∇ρR2)

R2
} = fqL (4-59)

Sous cette forme, on a fait apparâıtre la pression scalaire p et le tenseur
de viscosité Παρ, tels que :

p =
h̄2

4m0
R2

Παρ =
h̄2

4m0
(∇αR2)(∇ρR2)/R2 (4-60)

D’après (4-53)
R2 = r/m0F

2

On pose
r̃ = r/F 2 (4-61)

et

p = (
h̄

2m0
)2 r̃

Παρ = (
h̄

2m0
)2∇αr̃∇ρr̃ (4-62)

Remarque : Si dans les dérivées par rapport à x0 = ct, c est supposé
crôıtre indéfiniment, le dalembertien se réduit à ∇i∇ir̃.

Par ailleurs, la relation (4-48) montre que F se réduit à l’unité, de
sorte que l’on retrouve pour p l’expression écrite en (3-29).

La même remarque reste applicable à Παρ, et par conséquent,
l’hydrodynamique de Schrödinger se déduit, par passage à la “limite”
1/c = 0, de l’hydrodynamique de Klein-Gordon, régie par les équations

∇ρ{rc2uαuρ − gαρp+ Παρ} = fαL (4-63)
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4-6 Thermodynamique

On a vu en (4-47) que la densité de charge a pour expression

µ =
rqc

M
=

rq

m0F

Si l’on désigne par dV0 l’élément de volume invariant défini par

dV0 =
dΩ

ds
=

√
−gdx0dx1dx2dx3

ds
(4-64)

la charge de l’électron a pour valeur∫
µdV0 = q , soit

∫
rqdV0

m0F
= q (4-65)

et par conséquent :∫
rdV0

F
= m0 ou

∫
R2[1 + (

h̄

m0c
)2 R

R
]1/2dV0 = 1 (4-66)

ce qui signifie que la masse spécifique ρ introduite en (4-2) a pour valeur

ρ =
r

F
(4-67)

et d’après (4-20)
µ

ρ
= Kc2 (4-68)

En outre, on a vu en (4-18) que :

∇α(
r

F
uα) = 0

et par conséquent, la masse spécifique ρ est telle que :

∇α(ρuα) = 0 (4-69)

Il en résulte que la relation (4-24) qui exprime les 2 principes de la
thermodynamique s’écrit

T
dσ

ds
=
Dε

ds
+ p

D

ds
(
1

ρ
) = −

uαΠαβ
;β

ρ
(4-70)
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Etant donné (cf (4-2)) que :

r = ρ+ (e+ p)/c2 et r = Fρ , (e = ρε)

on a :
(e+ p) = c2ρ(F − 1) (4-71)

on a aussi, d’après (4-53)

r = m0R
2F 2

(e+ p) = m0c
2R2F (F − 1) (4-72)

avec

F = [1 + (
h̄

m0c
)2 R

R
]1/2

on a vu en (4-60) que :

p =
h̄2

4m0
R2

or
R2 = 2[∇αR∇αR+R R]

de sorte que :

p =
h̄2

2m0
[∇αR∇αR+R R]

et

e = m0c
2R2(F 2 − F )− h̄2

2m0
∇αR∇αR−

h̄2

2m0
R R

d’où
e

m0c2R2
=

1

2
[(F − 1)2 − (

h̄

m0c
)2∇αR

R

∇αR
R

] (4-73)

tandis que p s’écrit

p =
h̄2

2m0
[∇αR∇αR+R2(F 2 − 1)(

m0c

h̄
)2]

p

m0c2R2
=

1

2
[F 2 − 1 + (

h̄

m0c
)2∇αR

R

∇αR
R

] (4-74)

on pose

ν = (
h̄

m0
)2∇αR

R

∇αR
R

(4-75)
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on doit avoir (en principe)

e > 0 et p > 0

ce qui implique :

(F − 1)2 − ν > 0 , F 2 − 1 + ν > 0

1− F 2 < ν < (F − 1)2 = (1− F )2

on doit avoir d’abord :

(1− F )(1 + F ) < (1− F )(1− F ) , (1− F )F < 0

soit : F < 0 ou F > 1 mais ρ = r/F ce qui implique F > 0, et donc

F > 1 , ρ < r = ρ+
e+ p

c2
(4-76)

ν devra donc être tel que :

−(F 2 − 1) < ν < (F − 1)2 (4-77)

La limite inférieure de F est F = 1 qui entrâıne :

ν = 0

autrement dit, le 4-vecteur ∇αR est isotrope; et, d’après (4-73) et (4-74)
:

e = 0 , p = 0,

ce qui correspond à la particule ponctuelle.

Vérification de ces résultats. A partir des valeurs que nous venons
d’obtenir pour e, p, ρ, on peut vérifier que l’équation (4-24) qui traduit
les principes de la thermodynamique est satisfaite.

Conclusion

En conclusion, on peut dire que le “fluide électron” que l’on fait
apparâıtre à partir de l’équation d’onde de Klein-Gordon, satisfait en
particulier aux équations des milieux continus chargés étudiés en [8].
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C’est un fluide tel que le rapport des densités de charge et de masse est
une constante

µ

ρ
= Kc2 =

q

m0

(cf(4-52)) les trajectoires de ses points sont des géodésiques dans la
métrique de Finsler (cf(4-30)).

L’indice de ce fluide est, à une constante près, ce que L. de Broglie
appelait “masse variable de l’électron” (cf [4]).

Ainsi, par l’intermédiaire de l’onde de Klein-Gordon, on peut rac-
corder les développements effectués par A. Lichnerowicz d’une part, et
par Louis de Broglie d’autre part.

Alors que l’équation d’onde de Schrödinger ne découle pas directe-
ment de celle de Klein-Gordon, l’hydrodynamique de Schrödinger se
déduit de l’hydrodynamique de Klein-Gordon par le passage à la limite
1/c→ 0. Les équations relativistes du fluide que constitue la substance
de l’électron peuvent être présentées de deux façons :

Soit :
(rc2uαuβ − pgαβ + Παβ);β = fαL , uαuα = 1

fαL = µFαβuβ , α, β = 0, 1, 2, 3

Soit :

∇α(
ruα

F
) = 0 , (rc2uiuβ − pgiβ + Πiβ);β = f iL

avec, R désignant l’amplitude de l’onde de Klein-Gordon :

r = ρ+ (e+ p)/c2 , ρ =
r

F
, r = m0R

2F 2

F 2 = 1 + (
h̄

m0c
)2 R

R
, soit, avec r̃ =

r

F 2

F 2 = 1 +
1

2
(
h̄

m0c
)2[

r̃

r̃
− ∇αr̃∇

αr̃

2(r̃)2
]

En fonction de r̃ = r/F 2 = m0R
2, on a :

p = (
h̄

2m0
)2 r̃

Παβ = (
h̄

2m0
)2∇αr̃∇αr̃/r̃
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de sorte que :
2p−Πα

α = m0c
2R2(F 2 − 1)

(cf(4-74)).

Ainsi, les relations qui décrivent le comportement du fluide de Klein-
Gordon dépendent uniquement de

r̃ =
r

F 2
= m0R

2

c’est-à-dire, en dernière analyse, de l’amplitude de l’onde de Klein-
Gordon, R, qui joue donc un rôle essentiel.

Pour cette raison, on peut s’attendre à rencontrer des difficultés
dans la recherche de l’hydrodynamique associée à l’équation de Dirac.
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publication.
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