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Aspects hydrodynamiques de la mécanique quantique
P. PAILLERE

Centre d’Etudes de Limeil-Valenton
94195 Villeneuve St Georges cedex

RESUME. La dérivation partielle par rapport a I’espace et au temps
des équations d’onde de Schrédinger et Klein-Gordon conduit dans le
premier cas au systéme des équations de I’hydrodynamique classique
et dans le second au systeme des équations de I’hydrodynamique rel-
ativiste. Dans les deux cas, toutes les quantités thermodynamiques,
masse spécifique, pression scalaire, énergie interne et tenseur de vis-
cosité sont exprimés uniquement a partir de amplitude de 1'onde,
alors que la vitesse est liée au gradient de sa phase. Dans le cas rel-
ativiste on montre que l'indice du fluide que constitue la substance
de I’électron est égal, a une constante pres, a la masse variable de de
Broglie. Il apparait ainsi que la théorie des milieux continus chargés
de A. Lichnérowicz constitue le pont entre la théorie du guidage de
de Broglie et le systéme des équations de I’hydrodynamique associé
a I’équation de Klein-Gordon.

ABSTRACT. Space and time differentiation of the Schrédinger
equation leads to the system of classical hydrodynamics equations
while differentiation of the Klein-Gordon equation leads to relativis-
tic hydrodynamics. In both cases, all the thermodynamical quanti-
ties, density, scalar pressure, internal energy and viscosity tensor
are expressed solely with the wave amplitude while velocity depends
on the phase gradient. In the relativistic case, it is shown that the
index of the fluid constituted by the electron substance is equal (apart
from a constant multiplicative term) to the variable mass of L. de
Broglie. The theory of charged continuous media by A. Lichnerow-
icz constitutes then a bridge between the guidance theory of L. de
Broglie and the system of hydrodynamical equations associated with
the Klein-Gordon equation.
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1 - Introduction

Le développement de la mécanique quantique a donné lieu, comme
I’on sait, a deux courants de pensée principaux, le courant probabiliste,
rattaché a Niels Bohr, et le courant déterministe rattaché a Louis de
Broglie. Dans cette derniére perspective qui seule sera envisagée ici, le
traitement d’une particule chargée, 1’électron en particulier, peut étre
abordé soit du point de vue de la particule “ponctuelle”, soit du point
de vue de la particule étendue. En fait ces deux points de vue relevent
de deux formalismes complémentaires qui forment un tout homogene.

La particule ponctuelle releve de 1’équation d’onde, la particule
étendue, de I’hydrodynamique. Dans les développements qui vont suivre,
nous montrerons de quelle facon ’on peut passer du formalisme ondula-
toire au formalisme hydrodynamique dans le cas ou le spin de la particule
n’est pas pris en compte.

Dans un souci de généralité, le cadre de cette étude est constitué
par un espace riemannien. La métrique adoptée est de signature + — ——

(ds)* = gapda®da”® |, goo >0

1-1
(, ) =0,1,2,3 20 =ct (1-1)

Cette convention qui a Pavantage de fournir un (ds)? positif oblige &
réfléchir & la nature des grandeurs physiques du point de vue des notions
de “composante covariante” et “composante contravariante”. A titre
d’exemple nous allons considérer 'opérateur impulsion p dans ’espace
de Minkowski.

Dans le cas ou la métrique est de genre espace, c’est-a-dire de sig-
nature — + ++, p, est défini par :

ﬁoc = _ihaa
Cet opérateur est tel que :

cpo = —E = —ichdy = —cp°

p; =P = —iho,

Par conséquent :

=ihdy , P =p; = —ihd;
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Dans le cas ol la métrique est du genre temps, c’est-a-dire de signature
4+ — ——, Po est défini par la relation :

ﬁa = Z.haoz (1—2)
Cette fois
Cﬁo = E = ichao = Cﬁo s ﬁj = —ﬁj = ’Lhaj

et par conséquent :

P’===ihdy , P =-p;=—iho; (1-3)

Dans les deux configurations, ce sont les composantes contravariantes qui
se conforment aux définitions habituelles de 1’énergie et de I'impulsion
présentées dans les ouvrages classiques de mécanique quantique.

Remarquons que I'application a une fonction d’onde scalaire 1 de
Popérateur

donne le vecteur
ﬁa"/} = ihaadj
Toutefois, si I'on désire que I'opération
PPath

présente la propriété d’invariance, nous sommes conduits a remplacer le
symbole de dérivation partielle d, par le symbole de dérivation covariante
Va. De ce fait :

ﬁa = Zhva (1_4)

et
PP = —h*VV4 = —h* [ (1-5)

étant bien entendu que si p, est appliqué a un scalaire, on a :
Pah = ZhVMﬂ = ih3a¢
La vitesse d’univers, définie par :

u® =dz®/ds (1-6)
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est telle que :
Uy =1 (1-7)

Cette relation est particulierement importante dans notre étude puisque
la démarche suivie pour obtenir les équations d’onde consistera & éliminer
la vitesse entre cette relation et ’équation du quadrivecteur impulsion
de la particule ponctuelle.

La relation (1-7) s’écrit :

9*Pugus =1 (1-8)
Si I’on pose :
T =g g T = gl 4 YT (1-9)

on obtient, ¢ et j pouvant prendre les valeurs 1, 2, 3,
(\/QWUO + T’Lul)Q — Tijuiuj =1 (1—10)

Ce formalisme a I’avantage de faire apparaitre le produit purement spa-
tial T u;u; qui, dans le cas d’une métrique a “temps orthogonal” est
égal au produit scalaire des composantes spatiales de la vitesse d univers.

2 - L’opérateur vitesse et les équations d’onde

C’est I'opérateur vitesse, déduit de 'opérateur impulsion, qui joue
le réle principal dans la détermination des équations d’ondes de Klein-
Gordon et Schrodinger.

Le quadrivecteur-impulsion de 1’électron a pour expression, dans le
cas ou le spin n’est pas pris en compte :
q
Pa = MoCUq + E@a (2'1)
mg et ¢ désignant respectivement la masse et la charge de I'électron, c,

la vitesse de la lumiere, et ¢, le 4-vecteur potentiel électromagnétique.

La vitesse a pour expression

U = 7(1’@ - *Spa) (2'2)



Aspects hydrodynamiques de la mécanique quantique 359

les quantités (u,p) figurant dans cette relation sont remplacées par des
opérateurs :

. 1. R .
oy = — (Do — g<,0a) avec P, = ihV, (2-3)
moc c
d’ou, posant :
o =moc/h et k=q/he, (2-4)
on obtient : )
Ko

Pour obtenir 1’équation de Klein-Gordon, on part de la relation (1-8)
9*Pugupg =1

On transforme cette équation en équation d’onde en la réécrivant :

9" tatig) = (2-6)
Soit :
[9%7(Va +ikea) (Vs + ikpa) + mltr = 0, (2-7)
Soit encore, si I’on pose :
D, =V, +ikp, (2-8)
(9*" DDy + )y = 0 (2-9)

Pour obtenir I’équation de Schrodinger, on part de la relation (1-10) :
(VGootto + v'ui)? — Y9 uu; = 1

et l'on fait I’hypothese que la vitesse de l’électron est tres inférieure a
celle de la lumiére, soit :

lu; | <1 Vi (2-10)

Dans ces conditions, la relation (1-10) peut étre écrite :

V§%uo +v'u; =1+ E’y”uiuj (2-11)
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soit, apres “quantification” :
N i A 1 Qo oA
(Vg°otio +v't;)¢ = (1 + 57 Uiti;)
Compte tenu de (2-5) et (2-8) la relation (2-12) s’écrit :
IWGPV00 — /g0 + in' Di6s = piod — 3L DiD;o

Dans le cas ou

Vi =1, g =0,
la relation (2-13) devient, compte tenu de (1-9) :
g”
Voo — kpod = po@ + TDZDW
Ho

Avec le changement de fonction inconnue :

. 0
b= ey,
cette relation, compte tenu de (2-4), s’écrit
‘haw h 9D Db+ qpotp
ith— = — 3D
ot 2mog I ?ro
soit, en posant :
V= qvo
et en imposant :
g7 = —6Y  (Minkowski + — — —)i,j = 1,2,3
;. g , .
i — (Vi + ki) (Vi + ik + V)

ot o 72m0 P

C’est la classique équation de Schrodinger. Si nous résumons :

P. Paillere

(2-12)

(2-13)

(2-14)

(2-15)

(2-16)

(2-17)

(2-18)

- I’équation de Klein-Gordon est déduite de la relation entre les com-

posantes de la vitesse d’univers

9*Pugug =1
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- I’équation de Schrodinger est déduite de I'approximation de la re-
lation entre les composantes de la vitesse lorsque celle-ci est tres
inférieure a la vitesse de la lumiere

, 1 ..
Vg°oug +y'uy =1+ 57 uiu;

- Le point de départ obligé est toujours constitué par une relation
entre les composantes covariantes de la vitesse d’univers, ce qui im-
pose la définition de l'opérateur vitesse, relié a ’opérateur impulsion
par Iéquation (2-5), —lorsque le spin n’est pas pris en compte.

3 - L’hydrodynamique de Schrodinger

3-1 Les équations de base

Considérons 1’équation de Schrodinger :

2 7 (V4 ikes) (Vi +ikey)p + Vi
ot ~ 2mog PRI G TR (3-1)
k=q/hc , V =qpo.
Cette équation s’écrit encore
nL
ihe(Vo + tkpo) = %g” (Vi +ike;)(Vj + ike;)y (3-2)
0
Si on impose & onde ¢ d’étre de la forme [11]:
¢ = Re /M (3-3)
on a, Vo :
. VoR 1 q
o k o = - T o — Qo -4
(Vo +ikoa)d =[5 = (Va5 — L6.)]y (3-4)
On pose :
VoR 1 q
Fa - -z « - T Yo -
2 (VS — L60) (35)
et
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de sorte que :

L’équation (3-2) s’écrit
R
ihcFoyp = %g”(vi + ki) (Fj1);
Comme
(Vi + ikes) (Fj9) = (ViFj + FiFi)y,
on obtient, apres simplification par ¥ :

2

h . .
ihCFO = 7(FZFZ + VzFZ)
2m0
soit :
. YoR i R? V'R i . VR i VR i
h ——P)) = —— — P —_P (= p
ZC(R ho) 2mO{(R . )(R hz)+V(R hz)}

Les quantités V,R/R et P, étant réelles, il est facile d’effectuer la
séparation entre partie réelle et partie imaginaire ; tous calculs faits,
on obtient les deux équations suivantes :

OoR 1 2VR ,
—+5—(—5—P+V'P) = -
7 +2m0( iz +V'P)=0 (3-7)
h2 V'V,R PP,

P =
o 2m0( R hz

) (3-8)
A ce niveau des calculs, on pose :
Pi = Mopv; (3'9)

c’est-a-dire
ViS - g(pi = Mov; = Pi (3—97)
C

soit encore "
ViS = mov; + i =D (3-10)
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Dans ces conditions I’équation (3-7) s’écrit

DR JViR 1 i
R TUTR taViv=0

soit, apres multiplication par 2R?*mgq
80(m0R2) + Vi(moszi) =0 (3—11)

Cette équation évoque 1’équation de continuité de ’hydrodynamique
classique a condition de poser, par analogie :

p = moR? (3-12)

ce qui implique que
[R] ~ [1]7%/* (3-13)

Quant & I’équation (3-8), elle s’écrit

os _ . M ViR PP
ot = ¥o 2m0 R 2m0
on pose : .
AR =—-V'V,R (3-14)
et )
R® AR
= qpp — —— 1
U =qpo 5my R (3-15)
Compte tenu de (3-9)’ équation (3-8) peut étre écrite :
oS 1 , q ; q
=t 5 (V'S ==p")(ViS — =pi) —U = -1
at—i—sz(VS Cap)(VS c<p) U=0 (3-16)

Cette équation qui constitue la transposition au niveau quantique de
I'équation de Hamilton Jacobi, ! exprime que 1'énergie totale E définie
par :

08

E=%

(3-17)

L On ne peut parler, stricto sensu, de ’équation de Hamilton-Jacobi, puisqu’il
ne s’agit pas, comme le fait remarquer le Professeur Bass de mécanique du
point. Mais comme elle lui ressemble, par souci de commodité, voire de facilité,
nous continuerons a ’appeler ainsi.
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est égale a la somme de I'énergie potentielle due au potentiel mécanique
U, et de I'énergie cinétique

PZPZ - mo
2my 2

(v)? (3-18)

%

Il faut souligner que I’équation de continuité et I’équation de Hamilton-
Jacobi qui apparaissent résultent des deux définitions par analogie :

p=moR*> |, mov; = V;S — %Lpi, (3-19)

qui constituent le pont entre le quantique, (R, S), et 'hydrodynamique,
(p,v;), comme vont le confirmer les développements ultérieurs.

3-2 Equations de I'impulsion

Soit I’équation de Hamilton-Jacobi (3-16), que, compte tenu de
(3-9), (3-15), nous écrivons :

9S  my h? AR
—_— -2
a2’ q‘p°+2m0 r 0 (3-20)

on prend le gradient de cette équation, et comme nous sommes en
métrique de Minkowski, nous pouvons permuter 'ordre des dérivations
de sorte que :

) ; h? AR
E(V]S) + m()UZ‘VjU - qv]‘QOO + %V](?) =0

comme q
VjS = mov; + E(pj7

il s’ensuit que :

9 h2 AR

dct =0

0
5 = (mov;) + mov; V; v+ q(=—
on a

ip;

Wct) =Vop; et Vop; —Vpo = Fyj;
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I’équation H.J. est alors multipliée par
R? = p/mo
ce qui donne :

A, ; ) .o VIViR
(E +’U1VJ’U ) +qR Fo] WR V](

on définit la densité volumique de charge électrique par :
p=qR® (3-21)
Par ailleurs, d’apres (3-9)’, on trouve
’UiVjUi == vivivj - (3—22)
et ’équation (3-20) s’écrit :

i v h?
+pv VU] (FjO+Fji?)—7R2v]‘(

ov;
Pot
le coefficient de p n’est autre que la force de Lorentz :
Fi; = pFjou® (3-23)
et équation (3-20) devient :

ViV,R

hQ
Lt pu'Viv — S ROV () = i

"ot 815
que 'on écrit :

K2 . ViV,R -
R*VY( 7 )=f1

2
2mg

P V(o) —

D (00?) + Valpwo?) 9[22

0

on a :

0 N
E—S—Vi(pv)—o
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en outre (3-19) permet d’écrire

VVR)
R

RV ( %Ovi{vjvip— (V) (Vi) ot (3:24)

Remarque : on peut aussi écrire

VIVl L Gigin

RV () = 5 (2

(3-24)

po : constante d’intégration; d’oll une premiere expression des équations
de I'impulsion du fluide de Schrédinger.

)+ Vil - G () = ) (329)

Il faut remarquer que (3-24) s’écrit encore :

n’ 2] V'ViR _ o hog i _(Vip)(vjﬂ)
(g BV (=) = (5, Vil V' Vi b (320
d’our :
a(PUj) ) ijiijl2 1 i Vip-Vip
5 T Vilpv') —g (2m0) (V Vm)+(2m0) A
(3-27)

Tout se passe comme si le fluide que constitue la substance de 1’électron
de Schrédinger présentait un tenseur des pressions P¥ tel que :

PY = —pgl 4 117 (3-28)
la pression scalaire p ayant pour expression :

h

i -2
2mo) V'Vip (3-29)

p=(

et le tenseur de viscosité :

Hz] — 271 g 5
(72m0) V'pVip/p (3-30)
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avec p = moR2. D’apres (3-25) on a aussi

P2 is (L) (3-31)

PY = —(—
2mg o

et )
J .. .
—8(2: ) f vy = (3-32)

3.3 Equation de I’énergie

L’équation de 1’énergie de I’hydrodynamique de Schrédinger est
obtenue en dérivant par rapport au temps ’équation de Hamilton-Jacobi
(3-16) en tenant compte de (3-17)

05 _
ot
OF v dp; U
o Vi g =0
Cette équation est multipliée par p = moR?. On obtient :
0 ap v' Oy; 50U
E E)—E R ov _
S (PE) + Vilpv' B) — BIZE + Vi) - mop- 208 — o B2
(3-33)
mais, d’apres (3-16), (3-17) et (3-18)
m01}2
E= 5 +U (3-34)

et (3-33) s’écrit, apres division par my, et compte tenu de (3-11):

9, v? v z‘a%’

b — Y 200N [ —
(')t( )—i—V( ) /waxo—kRvVJU 0

R*V;U = R*[qV o + =— 2

or, d’apres (3-26)

n oo VIViR h
o BV (—F—) = (5~

O)QVi{g“lem— (V'pVp)/p} = =Vi(PY)
(3-35)

2m0
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Il en résulte que

o, v? v? j ij
5t Po)  Vilp5 ") + v’ (Vigo = Vog;) — v ViP? =0
or
Vieog—Vop; = F,, = —F,; et
e e e o (3-36)
—uFojv7 = —cfp  (travail du champ électrique)
En outre : - - N
vjViP” = vi(P”’Uj) — P”ij
d’ou :
a, v? v? y
*(p )+V(*’U 7Pj )+P”Vivj:ch0
ot 2
et comme:
Py = (—g"p+11Y)v; = —pv' + Y v; (3-37)
I’équation de ’énergie devient:
9, v v? i ij ij
a(/’?) + Vi[(ﬂ; +p)v' —IYv] + PYViv; = cfro (3-38)

On introduit maintenant l’énergie interne e sachant que 1’équation de
Iénergie s’écrit classiquement

o 2 2
S0 T) + Vil +p+pu — ) =cff  (3-39)

L’équation (3-38) est soustraite de (3-39), il reste :

3} .
t(pe) + Vi(pev') = PV, v,

0
d’ou : 9
(875 + Uzvze) _pvivi + Hijvivj (3—40)
On pose :
D
== O + 0"V, (3-41)

dt ot
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C’est la dérivée totale, le long de la trajectoire, de ’énergie interne par
unité de masse ; par ailleurs, de la relation de continuité on tire

D 1

Viv' = P&(;) (3-42)

(3-42) et (3-41) sont portées dans (3-40) et ’on obtient :

De D 1 Hijvivj

= (D)= ——*37 3-43

i dt(p) P (3-43)

Si a un instant donné tous les points de 1’électron ont la méme vitesse,
Viv; =0 (3-44)

et I’électron est isentropique puisque

do  de D
T — = —(=)Y=0 3-45

i~ atraly) (3-45)
o désignant l'entropie et T la température du “fluide” électron, par
définition.

3-4 Résumé

En résumé, partant d’'une métrique de signature + — —— telle que
g°° =1, g°* = 0, on obtient I’équation de Schrédinger, (valable pour les
faibles vitesses électroniques) :

U . :
zha = 2mog (Vi+ike)(Vj+ k)Y + Vi,  avec (3.46)

k=gq/hic , V=gqpy |, w:Re_iS/h

on pose :

q
p:m0T2 ) /’L:qR2 ) Sat:E ) VJS* ESO_] = mov;

fra = uF.pu’  avec u =4"/c

By P (3-47)
— Ava T4 = 2%t J

p (Tmo) V'Vip (Tmo) V'oVip/p

De, D1

P — ik .
& TPl) = )/
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et ’on obtient :

9 ‘
Lo Vi(pv') =0

ot

57 (V") + Vilpo'v’ — pg¥ +T1V] = fj

o v? v? i _ ik 8

&(pg + pe) + Vi[(pg + pe + p)v* — IT"™vy] = efLo = pFopv
(3-48)

3-5 Exemple d’application
En coordonnées sphériques, les opérateurs gradient et laplacien ont

pour expression

0 10 1 0
VT_E ’ Ve_;@ ’ v$_rsin0%7
92 290 1 0 1 02 1 1 0?

e T e e e - —
or2  ror r2tg000  r2002  r2sin®0  r2sin? 0 Op?
Dans le cas ou il y a symétrie de révolution autour de Oz : V¢ = 0. Si
en outre le fluide est isotrope, Vg = 0. De ce fait :

2
0 20 v

oz ror

9
or

Il en résulte que la pression et le tenseur de viscosité sont donnés par :

_ h 2 82/) 28p rro__
p__<2m0) (3r2 rar) 9=l
h ap
" =(— 2071 \2
(2
on pose :

ho of
e Y o

Le groupement —pg® + II¥ qui figure dans ’équation de 'impulsion

(cf(3-38)), s’écrit :
_pgrr _|_Hrr =p+ I
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soit i
rr p 99 2
p+II" =a[= —p" = —p]
p r

Supposons cette quantité proportionnelle & p :

2l 2/
Pyl (Pye_g
p o rp  p

On cherche f tel que p = ef

99 99 2
pr=re , ="+
d’ou :
99 2 !
frir=K
r
Un développement de la forme :
f=ar’+Br4+~+6/r
f'=2ar+p—-35/r?
7 =2a+25/r

se traduit par :

) 2 20
2a+2—+4a+£7— =K
r3 T r3
d’ou :
6a=K e (=0 , & quelconque
K )
f=2rt—+v . pp=¢
6 r
p= e iy = poe%ﬂ*%
d K 1)
ch — (gr — ﬁ)p <0 pour Kr®< 3,
avec

§=0 et K=—6/)\
p:poe_%g <0

d%p 2r o 2 A
W:[(p) —F]pzo pour TZE

371
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On obtient une masse spécifique de 'électron présentant un maximum
en r = 0 et tendant vers zéro lorsque r — oco.

Il y a davantage de “présence” au centre que sur les bords (p ~ R2,
R amplitude de l'onde). La pression a pour valeur

6 3
= (22 JE— > < \/>
p=al ()\2) —|—/\2]p_0 pour 7 <\ 5

dp  4dar, r? 5
%ZF(QF_MZO pour rz)\\/g

Par conséquent, a partir du centre la pression décroit, s’annule et re-
monte pour s’annuler a I'infini.

4 - I’Hydrodynamique de Klein-Gordon

4-1 Rappel de la théorie des milieux continus chargés. Indice
des fluides holonémes

Rappelons les résultats obtenus par A. Lichnerowicz [8]. On con-
sidere un espace riemannien muni d’une métrique de signature + — ——

(ds)? = gapdr®da” (4-1)
Le tenseur d’impulsion-énergie d’un fluide chargé a pour expression
T = r?uu” — pg™? + TP + M,

avec :
r=p+(e+p/ , e=pe (4-2)

p . masse spécifique e : énergie interne par unité de volume € : énergie
interne par unité de masse, u® représente la vitesse d’univers :

u® =dz/ds , ugu®=1 (4-3)
p : pression scalaire

0% = 798 4 u®¢® +uPg® (4-4)
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78+ tenseur de viscosité ¢® : vecteur de conduction thermique ¢*
désignant le 4-vecteur potentiel, le champ électromagnétique est défini
par :

Fyy =Vap, — vu 2 (4'5)

il est tel que, p désignant la densité de charge électrique :

dm ,
Bl =——3" , = peu

A

5\ A

A=0 L () =0 (4-6)
Le tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique a pour ex-
pression :

1.1
MeP = E[ZgaBF’\“FM — FFvP) (4-7)

sa divergence est égale a 'opposé de la force de Lorentz :

M;%B =-IL
avec
J5 = uF*Pug = Fjs e (48)
On pose :
PP = —pgf 4 T1*P  MoP (4-9)

et les équations du mouvement qui s’écrivent :

1% =0 (4-10)

se présentent sous la forme :

(rc®ugu® + P*%).5 =0

)

la dérivée covariante de u® ayant pour expression

D [e%
s
l’équation (4-10) devient
i *(ru”) +Llpw_g (4-11)
re T ut(rul) + S Py = -
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Etant donné que u®u, = 1 et u,Du® = 0, on obtient :

(ru?),s = —uo Py ) (4-12)
on a :
PSP = —pipg™ + 112 4+ AL
Posant
Q% = —ppg™® + 113 (413)
il résulte que
P =Q—ft , uaPy =u.Q" (4-14)
B L et o

et la relation (4-12) s’écrit

a U Q"
(ru®).q + = = 0 (4-15)
tandis que (4-11) prend la forme :
Du~ Q
af o, B B8 _ H FQB 4-1
4 (g ) D = (et (1-16)

A ce niveau, on fait I’hypothese que le fluide est holonome au sens de
Lichnerowicz,? c’est-a-dire que

Qs _ Fs

= 4-1
rc? F (4-17)

F est un scalaire appelé “indice du fluide”. Cette expression est portée
dans (4-15) et 'on obtient

Va(—-)=0 (4-18)

C’est I'équation de continuité pour le fluide considéré. Elle est a rap-
procher de I’équation de conservation de la charge électrique (cf (4-6))

(pu®);a =0 (4-19)

2 Par définition le fluide est holondme si le vecteur Kz défini par Qs = rKp =
Va(=pgas + 11°#) est un champ de gradient: Kg = dgIn F (cf [8] pp. 37, 71,
101).
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de sorte que 'on peut poser :

F
g K, constante (4-20)
rc?

4-2 Expression des principes de la thermodynamique

11 résulte de la relation (4-15) que nous rappelons

[e}% ana
(ru®).o + = = 0
avec
r=p+(e+p)/c
Qo = —pa+115 4 (4-21)
que
D o
(PP )sa + (€ + P)uT0 — = + uaTIY =0
) ) dS :5
On pose :
€ = oIty

& est un invariant lié au phénomene dissipatif. On pose :
e = pe (4-22)

€ est Dénergie interne du fluide (que peut constituer la substance d’un
électron), par unité de masse. On pose aussi

Dp .
ds -P

Dans ces conditions la relation (4-15) s’écrit :
[(pe + P)u];a = —(pc2uo‘);a +p—¢
soit :

D .
(pe —&—p)u?‘a + %UJG +p) = —(pc2uo‘);a +p—¢&

. ) o ) ) . o
on exprime maintenant uy, G partir de la divergence covariante (pu®);a

(pu®)a = p+ pu;aa



376 P. Paillere

dott . _
uly =~ (pu)e — 2 (4-23)
oo p

et 'on obtient

& Ed T ey
ou encore :
pdo _De D1y @ o a1y (a24)
ds  ds pdsp_pru;a P i

(o entropie, T' température par définition).

4-3 Formalisme lagrangien

Dans les équations du mouvement (4-16) on porte la relation (4-17)
exprimant le caractere d’holonémie du fluide, et I'on obtient :

Du~ o Q %
B_ a8 _ M rap,
ds +(9 uu)’/’c2 rc2F uss
or
p K
re2  F

d’apres (4-20) et :

D [e3
E du — (g7 —uu’)F g = KF*Pug
S
ou D DF
U,
= — = KFsu’+F
ds 1 ta ds apU” + Fa

étant donné que :

Fop = va¢,@ = Vpoa = 80‘¢B o a’B(bO”

D
Faguﬁ = uﬁva¢5 — Pa = u63a¢5 — %7
et : D d
“(Fug) + —(K¢o) = KuP0utps + Fa

ds ds
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D _d N o d 1 wp
dS(Fua)—dS(Fua) L'y, Fuuf = dS(Fua) 2Fu W Gup,a

les équations du mouvement s’écrivent alors

d F
£(Fua + K¢y) = 5u“upgup,a + Kuﬁqb,@’a +Fq (4-25)

Si I'on pose :

L = F(guu'uf)? + Ko ut | (guputu? =1) (4-26)
on vérifie que :
oL
Duc = Fuo + K¢,
oL F
P Eu”upgup,a + Ku'¢y , +Fla (4-27)

de sorte que les équations du mouvement vérifient

d , oL 0L

4 Gus) " g O 29

Ce formalisme montre que le mouvement de chaque point du fluide dérive
d’un principe d’action stationnaire, lié a I’indice du fluide :
S
0S=0 , S= / Lds (4-29)

S1

En d’autres termes, on peut dire que les trajectoires des points du fluide
sont les géodésiques de la métrique de Finsler ? définie par :

ds' = Lds = Fds + K ¢,dz® (4-30)

3 Dans I’espace riemannien qui constitue le cadre des mouvements, les par-
ticules chargées suivent des trajectoires non géodésiques. Dans le but de leur
faire suivre des géodésiques, il y a lieu de considérer un espace “élargi” ou
I’élément de longueur d’univers a pour expression :

ds' = F\/gapdzodzP + K podz®

et non plus (ds)? = gagdr®dz® (cf [8], p. 103).
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4-4 Les équations de base de I’hydrodynamique de Klein-
Gordon

Soit I’équation de Klein-Gordon

(VY + k™) (Vo +ikoo) +pdly =0 , k=gq/hc , po=moc/h
(4-31)
on pose :
Y = Re™*S/" (4-32)

et l'on porte dans (4-31). Un calcul analogue a celui du paragraphe 3-1
permet d’écrire

(VO 4 ik¢®) (Vo + ika)t) = (FOFy + Vo F)h

avec :
VoR i

R h
et ’équation (4-31) devient en simplifiant par 1)

F, =

(vaS - %(ba) (4'33)

FOFy +VoF* + 12 =0 (4-34)

Comme précédemment on pose (cf (3-6)):

Py =V, — %qﬁa réel (4-35)
don VeRV.R 1 2 VR
; o
Fop, = Y Vot~ pap 2 P
o R2 R T R R ©
Par ailleurs :
VeR. i RV,V°R — V,RV®R i
Fe = — Y V. P = o a _ vy . p~
Va Val=g) = 3 Ve R2 7 Ve

de sorte que 1'équation (4-34) se met sous la forme :

VJVeR  , 1 i._ V°R .
~Op = 5 PP Pa = £ 2Pa=p + VaP] =0

la séparation entre quantités réelles et imaginaires se concrétise par :

R R
PR Py = A 4 ) = W0 (o) (4-36)
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et
RV, ,P% +2P*V,R=0 (4-37)
on pose
h OR
2 _ 2 ARY’ _
M = (moc)[L+ () ] (4-38)

(masse variable de Louis de Broglie, cf [4]) et compte tenu de (4-35), la
relation (4-36) s’écrit

(V28 = 267)(VaS = L60) = M2 = 0 (4-39)
C’est ’équation de “Hamilton-Jacobi” associée a ’hydrodynamique de
Klein-Gordon. Quant & la relation (4-37), aprés multiplication par R,

elle s’écrit :
Va(R*P*) =0 (4-40)

Etant donné que (4-39) implique la relation :
Py =V,8 — g% = Mua (4-41)
la relation (4-40) peut étre écrite
Vao(MR*u®) =0 (4-42)

(4-42) est & rapprocher de (4-18)

11 semblerait donc que doive exister un rapport étroit entre M, R2, r et
F', comme nous le verrons ultérieurement.
4-5 Equations de I’impulsion

Comme dans le cas de '’hydrodynamique de Schrédinger, on prend
le gradient de I’équation de Hamilton-Jacobi (4-39)

2PV, P* = 2MV,M

or
P, = Mu,
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de sorte que

UV, (VoS — %%) =V, M (4-43)
on a :
ViVaS = V0.8 = 0,005 — T2, 008
VaVuS = Va0, = 0.0, — ), 008
et donc

V.VaS =V,V,5S8
11 en résulte pour (4-43)

WVa(VS = 26,) = VM = 49,00 = Tty )u®

Cc

uVo (Muy) =V, M = LF,u”, (4-44)
C

soit
Mu®V gy, + o, VoM — ¢ M = LFou®;
C

Aprés division par M et multiplication par rc? : (r défini en (4-2)), il
vient

Du* rqc
2 «
FF «
ds M “

Cette équation, obtenue a partir de I’équation de Klein-Gordon, est a
comparer a I’équation (4-16) que nous rappelons ici

2
re + (uu — ga“)%VaM = (4-45)

Du*
s

7"62

— (uu! = g*")Qo = pF" uq

Cette comparaison permet de procéder a deux identifications :

Qo VoM
Lo (4-46)
_rqC B}
o= (4-47)

or, d’apres (4-17) :
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et donc M 5 OR
F=2 _n 2 1/2 4-48
(F est sans dimension) par ailleurs, d’apres (4-20)
Fu=Krc® (4-49)
et d’apres (4-47)
MyFp = rqC,
comme d’apres (4-38),
MO = MmopcC (4—50)
on obtient ,
Fu=-"4 (4-51)
mo
le rapport de (4-49) a (4-51) donne
K = q/moc? (4-52)
Par ailleurs, 'identification de (4-42) et (4-18) se traduit par :
re
MR* = —
F
soit :
r=moR*F? = p+ (e +p)/c* (4-53)

on procede ainsi a 'identification de deux valeurs de la masse spécifique
“totale” : a partir de I’équation de Klein-Gordon et de I'onde 1, on fait
apparaitre R, F' et r et c’est cette valeur qui est identifiée a I'expression
traditionnelle de r (cf (4-2)). En ce qui concerne la densité de charge
électrique, on a par (4-51) et (4-53) :

u=qR*F (4-54)

Bien entendu, si dans ’expression de F' on fait tendre ¢ vers l'infini,
de fagon a retrouver les conditions de Schrédinger, on obtient F' = 1,
r = moR?, u = ¢R%. Quant aux équations du mouvement fluide, elles
sont données par (4-10) i.e. :

(rcuu?) s+ Qa = i, (ff = uF*Pug) (4-55)
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avec
,Q

F
Qo = —rc*— = —moc* R*F P

.,  OR
Qo = _TmOR VQ(T) (4-56)

Nous allons montrer que @, peut étre écrit sous la forme d’une diver-

gence

VPV, R
R

RV, ( ) = Vao(RVPV,R) — 2(V’V,R)(VaR)

on sait que :
Val(V7R)(V,R)] = 2(V,R)(VaV"R)
Vo(VPR)(VaR)] = (VoR)(VV,R) + (V°R)(V,V.R)
de sorte que de la seconde équation on peut tirer :
2(VoR) OR =2V,[(V’R)(VaR)] —2(V’R)(V,V,R)

en outre, V,[(V’R)(V,R)] = 2(V’R)(V,V.R). Comme V,V,R =
VoV, R, on peut écrire
2(VoR) OR = V,[2(V’R)(VaR)] — Vo [(V’R)(V,R)] soit
2AVaR) OR = VP2V, B)(VaR)] ~ gup(V*R)(V,. )]

par conséquent :

R2VQ(E) = V*{gap[R DR+ (V*R)(V,R)] — 2(V,R)(V.R)}

R
(4-57)
étant donné que :
VoR = (VoR?) /2R

et que
RV°V,R + (VoR)(VYR) = V,(RV*R) = (V,V*“R?)/2
la relation (4-57) s’écrit

or
R

L

2
RVl 2R

)= VG000 DR = 5 (VR (Va B2} (458)
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et (4-56) prend la forme :

h? (V,R?*)(V.R?) R
=V° L o — 2
@a=V {4m0 R? 4m09ap DR}

et les équations (4-55) s’écrivent :

h? h? (VR?)(VPR?)
2, 0, p _ _ap 2
Volreu®u’ =g 4dmyg LR+ 4my R?

p=rL (4-59)

Sous cette forme, on a fait apparaitre la pression scalaire p et le tenseur
de viscosité I1?7, tels que :

h? )
p= m DR
h2
I = — (V*R?)(V’R?)/R? (4-60)
4m0
D’apres (4-53)
R% = r/moF?
On pose
F=r/F? (4-61)
et B
_ 2 o
p= (2m0)
mer = (- )2yesyer (4-62)
2m0

Remarque : Si dans les dérivées par rapport & 2 = ct, ¢ est supposé

croitre indéfiniment, le dalembertien [ se réduit & V*V,7.
Par ailleurs, la relation (4-48) montre que F' se réduit a 'unité, de
sorte que l'on retrouve pour p 'expression écrite en (3-29).

La méme remarque reste applicable a II*?, et par conséquent,
Uhydrodynamique de Schrodinger se déduit, par passage a la “limite”
1/c =0, de Uhydrodynamique de Klein-Gordon, régie par les équations

V, {ruu? — g*Pp + I} = f3 (4-63)
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4-6 Thermodynamique

On a vu en (4-47) que la densité de charge a pour expression

rqc _ 1q

M ’ITLQF

Si 'on désigne par dVj I’élément de volume invariant défini par

sy V—gdzOdz! dz?de?

dVy = — 4-64
07 ds ds ( )
la charge de I’électron a pour valeur
. rqdVy
dVy = t —_ = 4-65
/ pdVo=gq ,  soi eyl (4-65)

et par conséquent :

rdVp o ho o UR B
/ 7 = Mo ou /R [1+(moc) = |72dVy =1 (4-66)

ce qui signifie que la masse spécifique p introduite en (4-2) a pour valeur
r
= — 4-67
P=7 (4-67)

et d’apres (4-20)
% = Kc? (4-68)

et par conséquent, la masse spécifique p est telle que :
Va(pu®) =0 (4-69)

Il en résulte que la relation (4-24) qui exprime les 2 principes de la
thermodynamique s’écrit

af
1 uo 1L
)= ——3 (4-70)

do  De 2 1
P P

T— = —
ds ds +pds(
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Etant donné (cf (4-2)) que :
r=p+(etp)/c et r=Fp , (e=pe)

on a :

(e+p)=cp(F—1) (4-71)

on a aussi, d’apres (4-53)

r=moR*F?

(e +p) = moc?R*F(F — 1) (4-72)
avec v . OR
F=0 T N2 1/2
1+ ()]
on a vu en (4-60) que :
h2
p=— OR?
4m0

or
OR?* =2[V*RV,R+ R [R]

de sorte que :

7L2
p=—[V*RV,R+ R LR]
2m0
et
h? h?
e=moc?R*(F* - F) - —V*RV,R— —R OR
2m0 2m0

d’ont

e 1 h oVYRV,R
— = _[(F=1)? = (— ) ———2 4-73
moc?R? 2 I ) (moc) R R ] ( )
tandis que p s’écrit
= ’i[vaRv R+ R(F? - 1)(20%y2
p= 2m0 « h
p 1 2 h QVQR VaR
=—[F"—1+(— 4-74
moc2R? 2[ + (moc) R R ] ( )
on pose
h oVYRV,R
= (— _— 4—
v = (o) (475)
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on doit avoir (en principe)
e>0 et p>0
ce qui implique :
(F-12?-v>0 , F*—14+v>0

1-F?<v<(F-1)7?=(1-F)?

on doit avoir d’abord :
1-F(1+F)<(1-FHAQ-F) , 1-F)F<O0

soit : FF < 0ou F > 1 mais p=r/F ce qui implique F' > 0, et donc

F>1 p<7":p+e:2p (4-76)
v devra donc étre tel que :
—(F2—1)<v<(F-1)? (4-77)

La limite inférieure de F' est F' = 1 qui entraine :
v=20
autrement dit, le 4-vecteur VR est isotrope; et, d’apres (4-73) et (4-74)

e=0 , p=0,

ce qui correspond a la particule ponctuelle.

Vérification de ces résultats. A partir des valeurs que nous venons
d’obtenir pour e, p, p, on peut vérifier que ’équation (4-24) qui traduit
les principes de la thermodynamique est satisfaite.

Conclusion

En conclusion, on peut dire que le “fluide électron” que [l'on fait
apparaitre a partir de ’équation d’onde de Klein-Gordon, satisfait en
particulier aux équations des milieux continus chargés étudiés en [8].
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C’est un fluide tel que le rapport des densités de charge et de masse est
une constante

B Kc? = 4

P Mo
(cf(4-52)) les trajectoires de ses points sont des géodésiques dans la
métrique de Finsler (cf(4-30)).

L’indice de ce fluide est, a une constante pres, ce que L. de Broglie
appelait “masse variable de ’électron” (cf [4]).

Ainsi, par 'intermédiaire de 'onde de Klein-Gordon, on peut rac-
corder les développements effectués par A. Lichnerowicz d’une part, et
par Louis de Broglie d’autre part.

Alors que I’équation d’onde de Schrédinger ne découle pas directe-
ment de celle de Klein-Gordon, 1’hydrodynamique de Schrodinger se
déduit de 'hydrodynamique de Klein-Gordon par le passage a la limite
1/¢ — 0. Les équations relativistes du fluide que constitue la substance
de I’électron peuvent étre présentées de deux fagons :

Soit :
(rczuo‘uﬁ — pg®™? +Haﬂ);g =fr , uwu,=1
[t =uF*Pug , a,8=0,1,2,3
Soit :
ru® 2 i B iB iB i
VQ(T)ZO , (rctu'u” —pg' +117).5 = f1

avec, R désignant 'amplitude de 'onde de Klein-Gordon :

r=p+(e+p)/* PZ% . r=mR*F?
h R
F2:1+(m—00)2% ,  soit, avec F:%
1, h O7  V.rVer
F2 =14+ (—)3— - 2« ~
+2(moc T 2(7)?

En fonction de 7 = r/F? = moR?, on a :

p=(5—)" 07

2m0

h U
ne? = (—2m0)2vo‘rvar/r
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de sorte que :
2p — Y = moc?R*(F? — 1)
(cf(4-74)).
Ainsi, les relations qui décrivent le comportement du fluide de Klein-

Gordon dépendent uniquement de

. r

T = ﬁ = m0R2
c’est-a-dire, en derniere analyse, de I'amplitude de I'onde de Klein-
Gordon, R, qui joue donc un role essentiel.

Pour cette raison, on peut s’attendre a rencontrer des difficultés
dans la recherche de I’hydrodynamique associée a I’équation de Dirac.
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