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L’électron de Klein-Gordon “étendu”
et les relations d’“incertitude”

P. PAILLERE

Centre d’Etudes de Limeil-Valenton
94195 Villeneuve-Saint-Georges cedex

RESUME. Partant du principe variationnel attaché au fluide chargé
homogene et faisant en outre I’hypothése que 1’électron de Klein-
Gordon est une particule étendue en chaque point de laquelle le
temps propre est le méme, pour les vitesses faibles, en métrique de
Minkowski, on aboutit & une inégalité ou interviennent les écarts
entre deux points distincts de cette particule. Cette inégalité
peut éventuellement prendre la forme des relations d’incertitude de
Heisenberg, mais avec une signification tout autre.

This study, based on a variational principle for a homogeneously
charged matter, was undertaken with the aim of examining the un-
certainty relations for the electron. Moreover it was assumed that
the Klein-Gordon electron is an extended particle inside which the
proper time is the same everywhere. In the case of low velocities, in
Minkowskian metric, it is possible to arrive at an inequality condi-
tion for Ap and Az at two differents points inside the particle. This
inequality may be related to Heisenberg’s incertainty relations, but
with a different significance.

Introduction.

Dans ’étude citée en référence [2] Aspects hydrodynamiques de la
mécanique quantique, nous avions montré de quelle facon, & partir de
Péquation de Klein-Gordon (considérée en espace courbe), il était pos-
sible de développer une hydrodynamique associée ou toutes les quan-
tités thermodynamiques en particulier étaient fonction de l'amplitude
de I'onde de Klein-Gordon.

Ainsi, partant d’une onde, nous avions abouti & un fluide et la ten-
tation était grande d’effectuer la transgression consistant & imaginer une
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particule ”étendue”, en ’occurence 1’électron de Klein-Gordon ”étendu”,
constituée par un fluide chargé homogene (cf.[1]). Cette notion de par-
ticule étendue constitue peut-étre un moyen de donner une signification
différente aux relations d’incertitude de Heisenberg.

Temps propre s1 Temps propre s
Ensemble des conditions initiales de la Ensemble des conditions finales de
particule la particule
P 2%(s1),pa(s1) P 2%(s),pa(s)
x%(s1) + 02%(s1) = a:a/(s1) x%(s) + 0z%(z) = xa,(s)
@1 , Q
Pa(s1) + dpa(si) = p= (s1) Pa(s) + 6pa(x) = pa(s)

Figure 1. Trajectoire d’une particule étendue

a Pa(s) _ s« Pa(s1) _
oz (s)d( —F ) = dz%(s1)d( —F )=0
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Celles-ci sont habituellement interprétées de la fagon suivante : le
produit des erreurs de mesure sur la position et 'impulsion est supérieur
a h constante de Planck.

Cette interprétation est fondée sur le concept de particule stricte-
ment ponctuelle, et il est bien évident dans ce cas que si la particule est
en P elle ne peut étre en Q (cf.figure 1).

Mais si 'on envisage une particule ”étendue”, elle peut étre a la fois
en P eten ). On aboutit alors au concept d’écart entre deux points de
la méme particule, et des lors les quantités notées habituellement Ap;
ne sont plus des erreurs sur la mesure de p; mais des écarts entre les
composantes des impulsions associées aux mouvements des deux points

P et Q.

C’est cette conception que nous avons essayé de développer dans la
présente étude : de facon schématique, la procédure utilisée s’articule de
la facon suivante :

1) On écrit la variation de I’action entre les trajectoires issues de deux
points distincts de la particule étendue (supposée équi-s).

2) Cette variation est supposée nulle.

3) Conformément & [1] et [2], on admet que le mouvement de chaque
point est régi par les équations de Lagrange.

OL d  OL
9z ds\gur) = °
Avec : oL
e
— =1II, = Fu, 7"4&
ou™ Ua moc?

II, : Sans dimension; F' : Indice du fluide selon Lichnerowicz,
équivalent de la masse variable de de Broglie.

4) A Vécart 0x® entre les deux points P et @ de la particule étendue
correspond I’écart dI1,. On montre que :

ox*Il, =0

le produit contracté de I’écart € = dx® par la variation substantielle
de II, est nul. Cette relation constitue le point de départ de notre
investigation. En métrique de Minkowski elle conduit a :

0x%0uy =0
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et o
> 62'6P" = 6toE

soit

> 16'([5P'| > |5t]|5E|

1. Rappel relatif a la théorie des fluides chargés de A. Lich-
nerowicz.

M. A. Lichnerowicz a montré dans son ouvrage intitulé Théories
Relativistes de la gravitation et de I’électromagnétisme ([1]) que le mou-
vement d’un fluide chargé holonéme pouvait étre déduit du principe
d’action extrémale :

§/Lds =0 (1.1)

avec
L = F(gu,u"ul)Y? + KA, u (1.2)

ou F' désigne l'indice du fluide, u* la vitesse, et s la longueur d’univers
(ou temps propre). Ce principe se traduit par les équations de Lagrange,

d , 0L oL

el - =0 1.3
ds(aua) Ox® (1:3)
qui s’expriment sous la forme suivante :
D (03
F du — (g% —uuPVF 5 = KF*Pug (1.4)
S

avec:

K =Fu/rc* =e¢/(moc?) , (K constant )

re? = ch +ée+p

p: masse spécifique

¢: énergie interne, e charge de I'électron (1.5)
p: pression interne

@ densité volumique de charge

FoP . veAP —vPH A% 4-potentiel-vecteur

)
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Dans I’étude intitulée Aspects hydrodynamiques de la mécanique quan-
tique (cf.[2]) nous avons associé & 'équation de Klein-Gordon un fluide
quantique chargé pour lequel I'indice F' a pour expression :

L)QE)I/Q (1.6)

Frgg = <1+(moc R

R désignant I’amplitude de 'onde de Klein-Gordon. Cet indice F' qui
permet d’expliciter la “masse variable” de 1’électron dans la théorie de
de Broglie (cf.[3]) par la relation :

m = moFkq, (1.7)

constitue le lien entre les développements de Lichnerowicz relatifs au
fluide chargé et ceux de de Broglie relatifs a la théorie de la double
solution.

Dans la suite de cette étude, nous allons considérer une particule
étendue, sans spin, constituée par un fluide chargé de fagon homogene,
et de ce fait justiciable du formalisme précédemment esquissé.

2. Expression de la variation de ’intégrale d’action.

Nous nous proposons maintenant de montrer de quelle fagon,
a partir d'un principe d’action extrémale, on peut retrouver simul-
tanément les équations de Lagrange —qui correspondent & une partic-
ule ponctuelle d’habitude—, et des relations qui “ressemblent” aux rela-
tions d’incertitude de Heisenberg, mais avec une signification tout autre,
puisque nous allons considérer une particule étendue constituée par le
fluide de Klein-Gordon précédemment décrit.

On considére la fonction d’action sous la forme :
S = / L(z%,u™)ds (2.1)

avec L de la forme (1.2), et F' donné par (1.6) : x®(s) représente la
trajectoire d’un point du fluide en fonction du temps propre s qui évolue

le long de la trajectoire a partir de la valeur initiale s;. La position
initiale est notée x“(s1).

On fait maintenant 'hypothese que tous les points du domaine fluide
qui constitue la particule sont “equi-s”. Autrement dit, le temps propre a
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I'intérieur d’une particule est partout le méme. En outre, le mouvement
de chaque point est régi par le méme Lagrangien L. On désigne par
22 la position du point P et par ¢ celle du point Q (cf.figure 1). La
variation d’action correspondant au changement de trajectoire a pour
expression :

55 = S(2°') — S(a*) = / L@ W) — Lo uds (2.2)

S1

On pose :
' =2 + dz® (2.3)
58 = / [L(z® 4 0x, u® + du®) — L(x™,u®)]ds
soit : . oL oL
— a T a T 2
05 = /Sl (0x e + du Do )ds + O (2.4)
On a :
Su® = u'* (') — u(z®) (2.5)

du® constitue la variation substantielle de u® dans la transformation
infinitésimale (2.3) (cf. Annexe et [4]).

On pose :
€* = dz® (2.6)
On sait, d’apres [4]}, que :
ou® = —e)‘ug\ + u’\efs\ + dhu®
c’est-a-dire :
du® = e;)\uA - 6)‘(u;03\ —u)
or: Deo
€
eSut =
A ds
uoj\ — uaA = &‘pu
et Dee
€ A
out = 5 € s,u” (2.7)

L p. 1-23 formules (1.54) et suivantes.
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de sorte que (2.4) s’écrit :

C[%.0L | D 0L
(55—/31[6 8ma+(ds — eI}, u’) " lds

a a
soit :
D oL D, 0L oL
0S5 = d a T ) _ )\I\a p Y=
/ sle ds(6 3u°‘) ¢ ds(ﬁu’l) €Al 8u°‘}
D’apres (1.2) la quantité II,, définie par :
oL
est un vecteur, de sorte que :
D dll, N
%Ha = W — Fapupl_[)\

Il en résulte que la quantité entre crochets qui figure dans I’expression
de 65 s’écrit :

OL d 0L oL

“lope ~ 75 5] T ds(e o)+ T u Ty — TS, ul Tl

On a:
T ullly = TS, ulll,

et de ce fait, la variation de I'intégrale d’action s’écrit :

55 = /dse aaL %(%)])Jr([e g—i] —[e“%}sl) (2.9)

xa

3. Conséquences du principe d’action extrémale.

3.1 - Formulation générale.

Le principe d’action extrémale se traduit par :

5S =0 (3.1)
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Si 'on admet, conformément au paragraphe 1, que le mouvement doit
étre régi par les équations de Lagrange :

oL d  OL

i £(%) =0. (3.2)

I en résulte, d’apres (2.9), que compte tenu de (2.8) :
[€“IL,]s = [€“TL4]s, (3.3)

La quantité €*II, demeure invariante au cours du mouvement.

L’impulsion canonique sans dimension II, a pour expression d’apres
(2.8) :
II, = Fu, + KA,

D’apres [2], la densité volumique d’impulsion a pour expression :

Pa = (Moc?w )1,

3.4
w=R*~1"? (34)
soit :
Pa = TCQ’U'(M + MAa
re? =p® +é+p (3.5)
u=ewkl
avec :
p=R}F
= R*/moF (3.6)

é+p=moc®R*F(F — 1)
Si lon désire rendre “plus physique” l’expression (3.3), il suffit d’écrire
d’apres (3.4) :
Mo = pa/(moc?eF) (3.7)
et (3.3) s’écrit, compte tenu de (2.6) :

02 pa

dx%pa ]
wF

wkF

[ ]s = [ (3.8)
traduction de (3.3) :

[62°T,],s = [02°TLa]s, (3.9)
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On pose :

0x°Il, = A invariant (3.10)

Soit P et Q les extrémités en s des deux trajectoires issues de P; et Q1
en s1. D’apres (3.10) :

1o (P)[z%(Q) — 2%(P)] = dp@A
o (Q)[z*(P) — 2%(Q)] = dgpA

par addition on obtient :

Mo (Q) — o (P)][z*(Q) — 2°(P)] = —(0pA + dgrA) (3.11)

On pose :
1 (Q) ~ Ta(P) = drll 5.12)
Q) — 2%(P) = dpgz”
et aussi :
—(0poA +bqpA) = 6poA = 65pA (312)

0L pA = (%QA =0
La relation (3.11) s’écrit :
5PQHa5pra = 5123QA

ou encore, en supprimant le label PQ), mais en se rappelant que § est
toujours relatif a ’écart entre deux points de la particule dans un état
“équi-s” donné :

oL, 02" = 62 A

Maintenant, si 'on admet que la variation de I’action dans le sens PQ
est égale et opposée a la variation dans le sens QP, on a :

SpoA+opA=0 soit 62A=0 (3.13)

et (d’apres (3.11))
0,02 =0 (3.14)

Soit encore, compte tenu de (3.7) :

Pa \c oo
6(L%)dam =0 (3.15)
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Cette relation peut étre écrite :

O(wF)

0pa 0z =
Pad® wkF

padz® = §(wF)5A (3.16)

Etant donné que (wwF) est un scalaire, sa variation substantielle 6(zww F')
est nulle. Il en résulte que

0padz® =0 (3.17)

La relation (3.17) est équivalente & la relation (3.14):

oIl 0z =
Soit :
€“§(Fuq + KAL) =0
( ) (3.18)
€“0Fuy + €“Fouy + Ke*6A, =0
(S’U/a = ga,@éuﬁ = Ja 5(€ﬂ — EXFQPUI))
g = €q — gaﬂf‘)\pe
D €%,
€U = €%éq — Ffpe)‘eﬂu” = E(e 26 ) — (e Gg)FB uf
La particule étant “équi-s”, on a :
dzx%0xq =0 (3.19)
c’est-a-dire que €* = Jx® est un vecteur isotrope :
D
€€ =0 g(eo‘ea) =0 (3.19)
et de ce fait :
€*duq = —€ eﬁI"B u” (3.20)
ie?:
0x%duy = —¢€ egfﬁ u” (3.20")

2 La variation “substantielle” d’un vecteur n’est pas un vecteur a la différence
de sa “variation locale” ou “variation de forme” cf.[4] Annexe 1 (sauf en ce
qui concerne dz< = €%)
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Par ailleurs, la variation substantielle du potentiel vecteur A% s’écrit

(toujours d’apres [4]) :
SA% = —* A + ANl + 0\ A%
soit :
SAY = ANl — €T, AP

d’otr :
0o A% = A*(€a€?) — €€ TS, A

€q €

= AMV(

)~ eacT, A7
0xq0AY = —eaeAFprp 2

Compte tenu de (3.20) et (3.21), (3.18) s’écrit :

(e%uy)0F = eo‘egl"gp(Fup + K AP)
ou encore, puisque 6F =0 :

eI €117 =0

Cette relation s’écrit encore:

F(eI') e*uf) + K (eI e A?) = 0
soit, compte tenu de (3.20) et (3.21)

F(d2%0uqy) + K(02“6As) =0

3.2 - Métrique de Minkowski et faibles vitesses.

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

La relation (3.20) présente une signification physique. Elle s’écrit,

rappelons le:

0x“0uq = —eaegfgpup

Le 4-produit scalaire de la variation de position par la variation de vitesse
d’univers est égal a un terme faisant intervenir la variation de position

a lordre 2 et les symboles de Christoffel.
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A supposer —ce qui est loin d’étre évident— que les symboles de
Christoffel soient nuls a l'intérieur de 1’électron, on a :

0x%0us =0
81°00ug = —dz'duy
62%6u’ = Z sx'ou’  (Minkowski) (3.25)
o« v a_ V" B3 1 v
“oioE T T e e
d’ot1 en posant :
x — ﬁ = 1)2
Br=— et B Zj(ﬂ ) (3.26)
Qs i Bos
Z(SJ: Sv' = (coz’ Zv ) 1=
ou
isai _ 52 pop
Z(Sx 0B = Z B'oa) gy

Compte tenu de (3.19) ona:

(0a)? = Y (8a')?

d’ou par exemple :
sx' = 52 cos psiné
622 = 62 sin psin O
6x3 = 62%cosf et

pop
(1-5%)

3
Z 526" = 6x°[1 — (B cos psin @ + % sin sin O + B3 cos )]

i=1

lorsque :
PRt

3
> 6276 ~ 62085

=1
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La multiplication par mgc donne :

mo’U2
2

3
> 62" 5(mouv') ~ 6t ) (3.27)
i=1
Ceci dit on effectue un retour en arriere.
L’impulsion d’une particule chargée relativiste sans spin en Rela-
tivité Restreinte s’écrit :
e
p® = mocu® + —A¢
c
et son énergie a pour expression :
cP? = moctu® + eA°
2
moc
eP'= 0 4 eA°
V1-— 2
tandis que la tri-impulsion s’exprime par :
. mocC . .
Pl= ——_p A

JI-F

Dans le cas des faibles vitesses,

1
E =cP% =my® + §m0v2 +eA°,

d’ou )
5(’”;“ ) = 6E — 8(eA”),
tandis que :
Pl = mocft + %A"
et

§(mov') = 6P — 5(%4%‘).

Ces deux variations substantielles §(mov?/2) et §(mgv®) sont portées
dans (3.27) : 3

3 3
D 62'6P" — e 6a'SA' = St6E — edts A

i=1 i=1

3 En toute rigueur il aurait fallu considérer les intégrales volumiques des den-
sités volumiques d’impulsion (3.5).
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Soit : ; s
Lo SA!

N 62'5P' — Gt6E = e[ 6z’
oz 5t e[y ox :

i=1 i=1

— 5t5 A"

mais, compte tenu de (3.21), en métrique de Minkwoski :
dx,0A% =0,

soit :

> 626A" = 62°5A° =0

de sorte que, en définitive :

3
> 62'6P" = tOE
i=1
Ona: 567 h
¢ ¢
StOE| = |(——)|h E=—
5t5E] = (g )lh (B =)
et donc si
|c6tdA| > N2, |0t6E| > h
Si I'on écrit :
|0t||0F| = ah , « constante (a>1)
alors _ _
[0x*||0P"| = a;h , «; constante

De (3.28) on déduit :

S 162 (15P| > [6t]15E]

P. Paillere

(3.28)

(3.29)

Nous obtenons ainsi des relations qui évoquent les relations d’incertitude
de Heisenberg mais il ne s’agit plus ici d’incertitude. Les écarts dx?dt
sont des écarts donnés entre deux points du méme domaine fluide qui
constitue la particule étendue. Les quantités 6P’ et 6 E ne sont plus des
erreurs sur P et E mais les écarts sur ces valeurs entre les points donnés
du fluide. Nous nous trouvons confrontés a deux interprétations : dans
le cadre Heisenberg ou la particule est ponctuelle, on dira qu’elle est soit
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en P, soit en @Q ; dans le cadre de la particule étendue, on dira qu’elle
est en P et en Q. Si l'on résume: particule ponctuelle : interprétation
“ou” (Heisenberg incertitude) particule étendue : interprétation “et”
(“certitude”) (cf.figure 2).

p masse spécifique ou énergie spécifique
(~ "présence")

Ox

Espace

Figure 2. Interprétation “OU” (P ou Q). Interprétation “ET” (P et Q).

Notons que la relation entre les variations (3.28) est obtenue & partir
de (3.20) :
0x“ouq = —eo‘eBngup.

qui semble le relation de base & retenir.
4. Durée d’interaction de 1’électron equi-s de Klein-Gordon et
des photons.

Nous avons vu que l’électron de Klein-Gordon “équi-s” est régi par
les deux relations :

0x%dx, =0 particule “equi-s” (41)
0x®%6Il, = 0 principe d’action extrémale lagrangienne ’

La relation
0x%0xs =0
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s’écrit :
Gapdz®dz’ =0

c’est-a-dire :

V 520 + J0_5yiy2 4 i — J0i_ 905 ) 5isai =0
(oo Va0 i~ e )

On pose :

On pose aussi :

= oz’
p = 520 (4.3)
d’ot : B o
(v/Goo +7iB')* =i BB = 0 (4.4)
On pose encore (cf.[5]) :
Bi=p aveo (4.5)
1Y =1, (8>0)
et la relation (4.4) s’écrit :
|V/Goo + (328 — (7;2°27) 3% = 0
On pose : ,
a =y (<1) (4.6)

et en définitive, compte tenu de (4.5) :

(Voo +aB)? — B* =0

Cette équation admet pour solution :

G- (ﬂ) (4.7)

B est le module de la vitesse de la lumitre dans la métrique gog, a
I'intérieur de 1’électron.
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Par conséquent, la durée de linteraction entre un photon et
I’électron de Klein-Gordon considéré comme “equi-s”, a pour valeur max-
imum compte tenu de (4.3) et (4.7) :

27“0 1—a
6tmaz = ( )
¢v/ 900

(4.8)
2ry désignant le “diametre de 'électron”, et ggo la valeur du potentiel
gravitationnel principal a “Uintérieur de 1’électron”.

Dans I’hypothese simplificatrice :
go=1 , a=0.

avec 79 = 2,8178.10713 cm et ¢ = 2,99793.10'° cm/s, 0tpae a pour
valeur :
Otimas = 1,88.107 %5

Ce résultat est sans aucun doute tres inférieur aux estimations habituelles
(107165) qui sont totalement opposées aux considérations exposées en [6]
p- 95. Mais il s’agit d’'un point du photon “étendu”.

Il est logique de penser que le photon “étendu” mettra plus de temps
a “traverser” ’électron “étendu”, surtout si la “vitesse de la lumiere” a
I'intérieur de I’électron est plus faible que celle de la lumiere dans le vide,
conséquence d’un potentiel gravitationnel principal inférieur a 'unité.

Conclusion.

Partant du principe variationnel attaché au fluide chargé homogene
(cf.[1]), et faisant en outre ’hypotheése que l’électron est un domaine
étendu “equi-s”, on aboutit & ’aide de la notion de variation substantielle
a la relation :

0x“0uq = —eae/gfgpup
qui, pour les vitesses faibles, en métrique de Minkowski, se traduit par
Iégalité :
3
> 6a'6P" = 5tE
i=1
a laquelle correspond l'inégalité
3
> 162" ||6P7| > |6t]|0E].

i=1
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Cette inégalité ou interviennent les écarts entre deux points distincts de
la particule étendue peut éventuellement prendre la forme des relations
d’incertitude de Heisenberg. Si l'on suppose que :

I6||6E| > h

alors, en moyenne _ _
[ox*||6P*| > h/3

11 serait souhaitable d’effectuer une étude similaire & partir de 1’électron
de Dirac étendu, mais les difficultés semblent a premiere vue beaucoup
plus importantes.

Annexe (Rappel de [4]).

Variations substantielles et locales.

1. Transformations infinitésimales.
On considere la transformation infinitésimale :
:U“/ = M + cu(xa)
p = u(=0,1,2,3)
On a: )
s ox#
i oxV

La variation substantielle de T' est définie par :

— St e, detlet| <1 2)

ST =T'(2") — T(x) (3)
et la variation locale par :

0T =T'(x) — T(x) (4)
d’ou : ~

0T = 6T + €0, T (5)

§ et § obéissent a la régle de Leibnitz. On a par ailleurs :

86 —60=0
(056 — 605)T = €%0aT
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2. Exemples d’applications.

Coordonnées :dzF =€ |, szt =0
Scalaire :85=0 , 5=—c%9,8

Densité scalaire D de poids W : 4

D+ Wet, D=0
6D+ (°D) o + (W —1)e%,D =0
D 4+ w(e*D) o+ (1 —W)e*D o =0

Ne%

Pour W =1"_:
D+e, D=0

D+ (e*D) o =0
(6D + (€*D) o = 0)

3. Densités tensorielles et tenseurs.

On pose :

ap+1 cYam

B - 1 -1 1 m
P = Do 002 SRS 02
p:

OF =0 , VF=0

Pour la densité tensorielle D(«) : ° (indices tous covariants)

_ A A (B)
5'D(a) = —W€7>\'D(a) - 6,M.7:§L(a)p(ﬂ)

Do) = ~WeAD(a) = € Diayx — €3, T4 D(B)

Pour les tenseurs T{,) et T (W =0)
— o (8)
Ttayip = Tia)p = ThoF iy L)

(a) — pla) A po(a)m(B)
T;p _T,p +FPU‘7:M(5)T

4 avec B = det[225], D' (') = BV D(x)

Py

5 pl, — BWA® (B) _ aB1 A8 Bn
D(a,) =B A(a’)D(ﬁ% A(a/) = Aa}lAaZ, . Aa’n
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(10)

(11)

(13)
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et de méme :

Les variations substantielles covariantes sont telles que :
0T (a) = 0T(a) + € T(ayr =
5T

Le commutateur (6V, — V,.6)7

(«) @ POUT expression :

6V, —

)
8T(0) = =€, Fhim) D)

N _ 8
5T(a) = —€ T(a) A 6 ff(a T (8)

o 1(8)
0T(a) = = Tayx — €5 F ai T18)

ST — €>\ fﬂ(a)T(B)
5T = — AT(‘” + e, Fh T

0T = —TY + € J-‘f((?T 2

Ala)

4. Application au tenseur métrique

09ap = —(€asp + €8:a)
ggoc,@ — B + B

Si € est un vecteur de Killing :

et :
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