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Remarques sur une équation de Dirac non linéaire
C. Daviau

Fondation Louis de Broglie, 23 quai de Conti, 75006 Paris

RESUME. Partant d’une équation non linéaire de Dirac sont dis-
cutés le lien entre 'angle d’Yvon-Takabayasi et le signe de I’énergie,
le moment cinétique total et la séparabilité dans le cas d’un potentiel
coulombien, I'extension de ’équation non linéaire au modele GSW
d’interactions électro-faibles.

ABSTRACT. Starting with a monlinear Dirac equation, several
points are discussed: the link between the Yvon-Takabayasi angle and
the sign of energy, the total cinetic momentum and the separation of
variables in the case of a central potential, and the enlargement of the
nonlinear equation to the model GSW of electro-weak interactions.

Introduction

Nous avons présenté une premiere fois dans ces Annales [1] une
équation de Dirac non linéaire obtenue a partir des travaux de G. Lochak
sur le monopdle magnétique [2 & 5] et de la réécriture dans I’algebre
d’espace-temps de ’équation de Dirac par Hestenes [6 & 12], Boudet
[13 et 14], Kriiger [15] et alii. L’étude de cette équation non linéaire
a été poursuivie en [16], ol ont été traités plus en détail de nombreux
points, dont les solutions de ’équation pour ’atome d’hydrogene. Le
but de cet article est de compléter et de préciser ce travail, notamment
sur I'interprétation de I’angle d’Yvon-Takabayasi, sur la question du mo-
ment cinétique, sur le prolongement possible de I’équation vers la théorie
électro-faible.

Les notations que nous utiliserons seront celles de [16], ou l'on
utilise, pour calculer dans l’algebre de Clifford d’espace-temps, la
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représentation matricielle usuelle de Dirac:

()P =1; (V)2 =-L,j=1,23; 9" = —y"y*, u#v

I, 0 : 0 —o 10
0 _ — 2 oy = AT — iy —
Y _’70_<O _I2>7f)/j 0 (Uj 0)712 <O 1)
(0 1\ (0 =i\ _ (1 0
=\ 0)72 7\ 0) "o -1

L’équation non linéaire que nous avons proposée s’écrit:
hOW B! = %‘I”Yo‘i’ + SA (2)
ou l'on a:
0 =" yo1="em s A=A, ¥ =100 ; p=(det ‘I')1/23
A est le vecteur d’espace-temps potentiel électromagnétique, ¥ est u(n(z,

fonction de 'espace-temps a valeur dans la sous-algebre paire d’espace-
temps, donc W s’écrit sous la forme:

A TR A SRR T N A Z YRR
v () e W) e ()

v= () e=() = ()

de sorte que le ¥ de Dirac est simplement la colonne de gauche, avec
cette représentation matricielle, de ¥ qui est une matrice 4 x 4. Cette
matrice est inversible si det ¥ n’est pas nul. Or on a:

(4)

Q=0T; Qy=-Ti0; U =0l i=90105 =70717273
OO =) + Qgi; det & =p%; p= /02 + Q3

C’est a dire que W est inversible si I'un au moins des invariants €2
et Q5 est non nul. Dans ce cas on définit I’angle d’Yvon-Takabayasi par:

Q1 =pcosfB; Qg =psinf; \Il'il:pem (6)
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1 Sur ’angle [ et le signe de I’énergie

L’interprétation physique de I’angle 8 a toujours posé probleme en
théorie de Dirac. L’étude des ondes planes monochromatiques a con-
duit & penser que 3 était lié au signe de 1’énergie. Cette étude a été
reprise dans le chapitre 2 de [16] pour ’équation non linéaire, et on peut
simplifier grandement cela en considérant:

U =Wee2; op=—(Et—p-7); p- T =paT +Dyy + D22 (1-1)

St =

ou ¥ est fixe, et en supposant également A fixe. On a alors:
T =Pyt U = 9210 ; hOU = pUyp ; p = Yo, o (1-2)

de sorte que I’équation non linéaire (2) donne:

e moc -
p—-A=—""Ty¥, (1-3)
c p

Or si ¥q est inversible, il peut toujours s’écrire:

Wy = e R (1-4)

ou R est une rotation de Lorentz et ’on a:
1 - -
e = ;‘I’O'YO‘I’O = RyR (1-5)

ep est un vecteur d’espace-temps de carré 1, dont la composante de temps
est positive, donc peut étre interprété comme une vitesse d’univers et
(1-3) devient:
e
p— —A = mgceqy (1-6)
c

Donc pour ’équation non linéaire (2), lorsque p et A sont donnés, on
peut prendre pour ¥, n’importe quel élément fixe, tel que le vecteur eq
défini par (1-5) vérifie (1-6). Or il n’en est pas de méme pour I’équation
de Dirac, qui s’écrit en algebre d’espace-temps:

ha‘I”}/Ql = mocPyy + ZA\I’ (1—7)
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et donne avec (1-1):
D — ‘A= mocePley (1-8)
c

Or le premier membre de cette égalité est un vecteur, et le second
est somme d’un vecteur et d’un pseudo-vecteur d’espace-temps. L’égalité
(1-8) n’est possible que si la partie pseudo-vectorielle de (1-8) s’annule,
c’est a dire si 8 est nul modulo 7. Comme la composante de temps de
eop est positive, il n’y a que deux possibilités: si 5 est nul modulo 2,
E doit étre positif et si 8 vaut # modulo 27, E est négatif. C’est pour
cela que l'on a été amené a penser que (3 était lié au signe de ’énergie.
Or ceci est certainement faux dans (1-6), ou la composante de temps E
du vecteur p est toujours positive. Et ceci est conforme a 'expérience
qui nécessite la fourniture de 2 x 511 keV pour créer une paire électron-
positron. L’équation non linéaire ne contredit pas la symétrie de charge.
La symétrie de charge change seulement le signe des charges, en sorte
que nous aurons pour un positron, au lieu de (1-6):

p+ A= moceg (1-9)
c

En fait le lien entre I’angle d’Yvon-Takabayasi et le signe de I’énergie
est trés contestable pour la théorie de Dirac linéaire elle-méme. Un
calcul détaillé de I'angle 3, pour les états 2s1/2 et 2pl1/2 de 'atome
d’hydrogene [16 p. 138] montre que, pour ces états qui ont exactement
la méme énergie si 'on s’en tient a ’équation de Dirac, le comportement
de 'angle B est tout a fait différent. Sur I'axe Oz, 8 présente un max-
imum et un minimum pour les états 2s1/2 et seulement un extremum
pour les états 2p1/2. De plus 'angle 8 n’est méme pas partout défini,
car 'invariant 25 est nul pour tous les états de I'atome H dans le plan
z = 0. Donc aux endroits de ce plan ou §2; s’annule aussi, ’angle £ n’est
pas défini. D’une maniere générale il est tres dangereux de baser une
interprétation physique sur la seule étude des ondes planes monochroma-
tiques illimitées, solutions tres particulieres et sans véritable existence
physique, comme I’a souvent souligné Louis de Broglie.

Le fait que 'angle 8 ne soit pas lié au signe de ’énergie renforce
Iintérét pour linterprétation physique qu’en a donnée Georges Lochak
comme faisant le pendant, pour le magnétisme, de la phase classique liée
a Délectricité [2 a 5.
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2 Sur le moment cinétique

La résolution de ’équation linéaire de Dirac, dans le cas de 'atome
d’hydrogene, passe par une étude détaillée du moment cinétique. Les
opérateurs du moment cinétique L de la théorie de Schrédinger ne sont
plus des constantes du mouvement, et ce sont uniquement les opérateurs
du moment cinétique total J = L + S qui commutent avec le hamil-
tonien H. On peut donc trouver des états qui sont vecteurs propres des
opérateurs H, J3 et J?. On démontre alors que, si ¥, est un vecteur
propre de Js et JZ, c’est & dire si:

T2 = G+ D)W T3 = mUyy, (2-1)

m et j sont, soit entiers, soit tous deux demi-impairs et m ne peut
prendre que les valeurs j,j7 —1,...—j+1,—7.

Mais en fait, dans la théorie linéaire, on ne se contente pas de ne
prendre que des vecteurs propres de H, J? et Js, on impose en outre &
W d’étre aussi vecteur propre de l'opérateur:

K=~(S-J+1) (2-2)

sans s’interroger beaucoup sur la signification physique de cette condition
supplémentaire.

Lorsqu’on passe de I’équation linéaire a notre équation non linéaire,
on ne peut plus procéder de la méme fagon. En effet il n’y a plus
de hamiltonien indépendant de ¥, et Georges Lochak m’a fait remar-
quer qu’il faut alors revenir a la définition des intégrales premieres en
mécanique ondulatoire: 'opérateur J est intégrale premiere du mouve-
ment si I'intégrale d’espace correspondante est constante, c’est a dire
si:

d

—( / UTJWdv) =0 (2-3)

dt
De plus, Georges Lochak m’a indiqué que, pour ’équation non linéaire
(2), on a effectivement la conservation du moment cinétique total J, c’est
a dire (2-3).

L’étude du moment cinétique ne fournit pas seulement les nombres
quantiques attendus par les spectroscopistes, elle fournit en outre des so-
lutions & variables séparables, en coordonnées sphériques. Or Kriiger [15]
a effectué le travail en sens inverse et résolu le probleme de la séparation
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des variables pour les solutions de ’atome d’hydrogene, aussi est-il pos-
sible d’obtenir les bons nombres quantiques d’une toute autre maniere.
Kriiger utilise:

V=2 =rsinfcosp; 22 =y=rsinfsing; 2° = 2 = rcosf

8

= —1 _® _ 0. (2'4)
7= 2y10 + Yy20 + 2730 = 157305 ; S =e 27T 273

Si 'on pose:

1
Q= S5 0 ="1001 + Y2002 + Y300
end Y1001 T Y2002 + Y3003 (2_5)
1 1
9" = v300r + 10— + V20— 0,
r rsin @
on obtient:

9=000"" (2-6)
La séparation des variables ¢ et ¢ s’obtient en posant:

1
U=—-(1+9);
v \@( 732)

E o B
¥ = Q\I}le(mtp*fthmg — 67%721675713 \Illge(m¢7ft)72l

rv/sind
(2-7)
L’équation non linéaire (2) se réduit alors, dans un potentiel coulombien
a:

1 Za 5
EW; + (7300, + 710;59)‘1’1’713 - Y20¥1 + 7‘1’1 = MAo®¥1y0e”

e? moc
= . M=
T he )

rsinf

(2-8)

En fait I'utilisation de la méthode précédente ne permet pas seule-
ment de séparer les variables t et ¢, elle simplifie aussi grandement le cal-
cul des opérateurs J. En algebre d’espace-temps, ils prennent la forme:

1
I = (y0. — 20,)®y12 + 5721‘1”}’12
1
JQ‘I’ = (289; — .1782)‘1”)/12 + 5’}’32‘1”)/12 (2-9)

1
J3W = (x0y — y0,)¥y12 + 5713‘1’712
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et I’on obtient:

J3 (Q‘I’Q) = —QBW\I”yng

1 cos 1 (2-10)
J2OQUU) = Q=0 + ——7210,¥ — 03y ¥ — ——02,¥)U
(Qwl) ( 4 sin2g 1210 o0 sin?9 ¥¥ v
Donc 'équation aux valeurs propres pour J3 se simplifie:
J3(QEU) = m(QUU) <= —0,¥y13 = m¥ (211)

< U = W(t,r 0)emens

Il en résulte que toute solution séparant les variables ¢ et ¢ est
vecteur propre de J3, avec la valeur propre m ou que tout vecteur propre
de Js, sépare la variable ¢ des autres variables. Cette situation n’est
évidemment pas un hasard puisque la séparation des variables, pour une
équation aux dérivées partielles, est liée a une symétrie du probleme, ici
a la symétrie sphérique du potentiel coulombien. Notons que ¥ s’écrit,
en détaillant (2-7):

e _e 1 mo—E
e~ 521, 2713\1115(14—732)6( o—LEt)ya1 (2-12)

donc ¥ n’aura une valeur définie que si m et donc aussi j est demi-
impair. Si m était entier, le changement de ¢ en ¢ + 27 changerait de
signe W. En outre, pour tout ¥ de la forme (2-12), c’est a dire pour
toute solution stationnaire et vecteur propre de Js avec la valeur propre
m, W est vecteur propre de J? si:

m? cos 6

o1
o1+ [+ — —=1¥1 —m——721¥1113 =0 (2-13)
sin“ 0 sin“ 6

2

Pour I’équation non linéaire, comme pour ’équation linéaire de Dirac,
on peut poursuivre le processus de séparation des variables en posant:

Wy =ing+ysonf; n=n(r); g=g(0); f = f(6) (2-14)

ot f et g sont & valeur paire, donc commutent avec ;. On peut alors
séparer les fonctions radiales et les fonctions angulaires si f et g com-
mutent avec 7y et 13 et 'on obtient:

m m
g3+ ——f=krg; s+ ——g=~rf (2-15)
sin 0 sin 0
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ZCY H K
(E+ 7)77 + M’YOU%@ﬁ + y30m' 113 — 710;7] =0 (2-16)

ou k est une constante, a ce stade du calcul sans valeur particuliere.
On peut voir de deux manieres différentes que x ne prend pas des
valeurs quelconques: on peut ramener (2-15) & équation différentielle
des polynémes de Gegenbauer et prouver que ¥ n’est de carré sommable
que si 2k est un entier relatif non nul. On peut obtenir ce méme résultat
en mettant (2-14) dans (2-13), car on a:

1 m? cos 1
o1+ [(1+=)° — =11 —m— 21 Wiz = [+ ) — &7y
2 sin“ 0 sin” ¢ 2
(2-17)
donc W est vecteur propre de J? si, et seulement si:
1
K*=(j+ 5)2 (2-18)

Donc les solutions du type (2-14), issue de la séparation des vari-
ables, sont automatiquement vecteurs propres de J? avec la valeur propre
j(7 + 1) ou j vérifie (2-18), c’est a dire ou 2k est un entier relatif non
nul. Il est & noter que (2-13) admet bien d’autres solutions que celles de
la forme (2-14). C’est donc la séparabilité, et non pas la seule conserva-
tion du moment cinétique, qui permet d’obtenir les bons nombres quan-
tiques. Dans la théorie linéaire on obtient quand méme les trois nombres
quantiques m, j, k parce que 'on impose en plus a ¥ d’étre univaluée
et vecteur propre de 'opérateur K. Avec I’équation non linéaire (2),
la séparation des variables n’est que partielle, parce que I’angle d"Yvon-
Takabayasi est fonction de r et §. Pour chaque valeur de 8 on obtient une
équation (2-16) différente. Mais il se trouve que, pour toute valeur de
m, j et k, angle de Takabayasi se comporte de maniére tres particuliere
dans le plan d’équation z = 0, et (2-16) est alors trés proche de I’équation
radiale de I’équation linéaire. C’est pour cela que l'intégrabilité entraine
I'existence, comme dans la théorie linéaire, de valeurs bien précises pour
les niveaux d’énergie.

3 Correspondance avec la théorie électro-faible

L’électron, particule chargée, interagit avec tout champ électro-
magnétique. Mais il interagit d’une autre maniere, dans les phénomenes
radioactifs avec émission d’électron positif ou négatif. La théorie de
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Fermi de ces forces dites faibles a évolué vers la théorie standard actuelle,
construite a partir d’une invariance de jauge locale sous un groupe
U(1) x SU(2). Hestenes [17] et Boudet [14] ont tenté de traduire ce
modele dans le formalisme de D'algebre d’espace-temps. Le probleme
tient a ce que, a l'intérieur de ’algebre d’espace-temps, il y a plusieurs
fagons d’obtenir un groupe U(1) x SU(2). Ce groupe peut étre engendré
aussi bien par: %;721;732;713 que par 721;%; 3; %’)/3. Le premier groupe,
mis en avant par Hestenes, ne peut pas convenir car la phase électrique
¢ correspond & la multiplication de ¥ par e*?, et la multiplication de
U par i se traduit par la multiplication de ¥ par 97 & droite. On doit
donc nécessairement prendre 721 comme générateur du groupe de jauge
électrique U(1), ainsi que le fait R. Boudet [14]. Mais celui-ci prend en-
suite pour SU(2) un groupe engendré par yo1; ¥32; 713, donc le groupe de
jauge ne peut pas étre exactement le produit direct de U(1) par SU(2).

Nous avons proposé [16, p 86] une extension du groupe de jauge
U(1) x U(1) de I’équation non linéaire [2] & un groupe U(1) x SU(2) en-
gendré par ya1; i; Y35 %73. Pour cela il faut étendre le domaine de variation
possible pour 'onde. On introduit un nombre minimum de parametres
supplémentaires en posant:

O =WQ;Q = ay +agi + azys + asiyz;a +a3+az+ai=1 (3-1)

Notons que l'onde du neutrino, si 'inexistence du neutrino droit se
confirme, est & valeur dans C? ou R*, donc peut correspondre aux 4
parametres a; supplémentaires introduits ici. De plus on a:

Dy ® = W(ay + azi + azys + asiys)yo(ar + azi + agys — asivs) ¥
= \Il(a1 + Q/Q% + CL3"Y3 + a4%’}/3)(a1 — CLQ% — ag’)/g — a4%’}/3)’)/0\i1
= WQQ ¥ = Uy ¥
(3-2)
donc ) n’introduit aucun courant électrique supplémentaire, ce qui est
attendu d’une particule neutre comme le neutrino. ¢ n’introduit aucune
masse supplémentaire, ce qui est conforme a la théorie standard, méme
si la question de la masse du neutrino est toujours ouverte.

Rendre l'invariance de jauge locale nécessite d’introduire, en plus
du vecteur potentiel électromagnétique A, trois autres vecteurs d’espace-
temps potentiels, notés By, By, B3, et trois champs bivectoriels similaires
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au champ électromagnétique F', notés Fi, F5, F3, tels que:

=0AB, + = (BQB?, — Bng)

ﬁ
= 0ABy + > ﬁ (BgBl BlBg) (3—3)

= 0AB3 + = e (BlBQ — BzBl)

Les équations d’évolution des champs peuvent étre obtenues a partir
de la densité lagrangienne:

L= <8<I>z’y3<l>>0 — mocp — 7<A<I>70<I>>0 + = <BlfI>73<I> By ®i® + B3<I><I>)

1
4+

8 (—FF + P\ Fy + By Py + F3F3>0

(3-4)
ou (M); désigne la partie i-vectorielle de M. On obtient alors les
équations d’évolution:

N 1 ~ N
hd®is — moc—Bye®Py — < Ay + (B B3 — Ba®i + Bs®) = 0
p c c

(3-5)
4 ~
0-F = je(I)fy()(P (3-6)
C
4 2g
0-F, = 7g<(I)’y3(I)>1+h (Bg Fy — By - F3)
4 2g
8F2:79<—(I)Zq) >1 +hf(Bl'F3—Bg'F1) (3—7)

4
8~F3 fg<(I)(I)>1+h (BQ F; — B1~F2)
L’équation (3-5) est invariante sous les transformations de jauge
locale: 5
Do =D ; A A=A+ 0y
e
/ at / he
O = Q' =0 ; By — B =B+ —0a;
g

I
@ = de" . By —>B§=B2+§aa2

; h
O @ = e By By = By + ;Caag
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Sous une forme différente on a ici un modele tres proche de celui de
la théorie électro-faible. Il doit bien sir étre complété, tout comme le
modele initial de Glashow, Weinberg et Salam, pour rendre compte de la
tres courte portée des interactions faibles. Si le modele précédent est le
bon raccordement entre la théorie standard et 1’algebre d’espace-temps,
alors le potentiel B de Cabibbo et Ferrari de la théorie du monopdle est
le potentiel By des équations précédentes. La symétrie entre électricité
et magnétisme ne serait donc que tres partielle, tout comme la symétrie
existant entre un photon et un boson Zj. L’intérét du modele précédent
tient & ce que les invariances de jauge de (3-8) sont les seules qui soient
compatibles avec la conservation du courant de (3-2). Le fait que les
électrons ne sont sensibles qu’aux interactions électromagnétiques et
faibles, et pas aux interactions fortes, serait ainsi une conséquence de
la forme des équations d’onde de I’électron.
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