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Cinématique et mesure en Relativité restreinte
MICHEL KARATCHENTZEFF

Fondation Louis de Broglie, 23, quai de Conti, 75006 Paris™

RESUME. Dans cet article, on donne un rapide rappel des princi-
paux axiomes de la Relativité restreinte et de leurs conséquences.

ABSTRACT. In this paper, a brief survey of main axioms of the
special theory of Relativity and of their consequences is given.

Concepts et terminologie.

C’est en observant les phénomenes de la nature que le physicien
cherche leur interdépendance. A partir de quelques uns d’entre eux,
il construit alors ce qu’il appelle une théorie qu’il tentera par la suite
d’élargir a la totalité des phénomenes.

Il aboutit ainsi & la notion d’observateur qui correspond a une
description par un physicien idéalisé et ponctuel des événements se
déroulant dans son voisinage, et 'une des plus magistrales applica-
tions de cette maniére de procéder est due & A. Einstein [1] lorsqu’il
introduisit la Relativité restreinte. Le but de cet article est d’une
part de récapituler les principaux axiomes nécessaires pour présenter
de fagon synthétique cette théorie et d’autre part d’en exposer quelques
conséquences cinématiques.

A un observateur seront donc associés:
— trois axes orientés définis par trois vecteurs indépendants e, (p
prenant les valeurs 1, 2 et 3) issus du point ol se trouve cet obser-
vateur.
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— une échelle de temps d’origine arbitraire.

— un ensemble d’appareils de mesure permettant d’associer a tout
événement quatre nombres (z%) dont le premier 20 définit sa po-
sition sur 1’échelle des temps; les trois derniers (les a*) repérent
cet événement par rapport aux e, et constituent sa représentation
spatiale.

Lorsque ’ensemble des conditions ci-dessus est réalisé, on dit que
I’on a défini un systéme de référence S dans lequel I’observateur se trouve
a Porigine. Ce dernier est alors a méme d’établir par la simple donnée
des z® une représentation des événements ayant lieu autour de lui; une
telle représentation s’appelle carte. Si cet observateur ne peut repérer
des événements que dans son voisinage immédiat, on parle de systéme
de référence local, sans restriction, le systeme sera dit global.

L’ensemble des z° reporté sur I’échelle des temps constitue le temps
t de S et I'ensemble des événements repérés a x° = Cte définit 1’espace
Y0 de S & linstant 2°. Si cet espace est indépendant de 2°, on dit alors
qu’il s’agit de ’espace X associé au systeme de référence S; le couple
(%, t) s’appelle espace-temps de S.

S’il n’y a pas de direction privilégiée dans 'espace ¥ (isotropie de
3), ni de point privilégié (homogénéité de X), on peut alors montrer
[2] qu’il ne doit y avoir ni courbure (un systéme d’axes défini sur une
courbe fermée se retrouve identique apres avoir décrit parallelement &
lui-méme toute la courbe), ni torsion (une courbe fermée sur la variété
se développera suivant une courbe fermée dans I'espace tangent) et que
I’espace ainsi défini est euclidien.

Sans entrer dans les détails, il est alors possible de définir des
systémes de référence au repos (notion indispensable pour pouvoir par-
ler de la mise & I'heure d’horloges synchronisées') puis en mouvement de
translation uniforme les uns par rapport aux autres, et enfin, a partir de
cette notion, celle de systéme d’inertie, systéeme de référence dans lequel
un point matériel libre décrit un mouvement rectiligne et uniforme (c’est-
a~dire satisfait au principe de Galilée), structure dans laquelle nous nous
placerons désormais.

I Deux horloges sont dites synchronisées lorsqu’elles battent la méme seconde;
I'existence ou la possibilité de construire des horloges synchronisées est un des
postulats de la théorie.
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Lien entre deux systémes d’inertie en translation uniforme 1’un
par rapport a l’autre.

La Relativité restreinte, comme la Mécanique newtonienne, se décrit
dans le cadre des systemes d’inertie, les physiciens postulant que le
principe de Galilée doit étre valable dans le systeme de référence ou
ils effectuent leurs mesures.

Ils utilisent donc, en résumé, des appareils dits standards, c’est-
a-dire dont les mesures coincident lorsqu’ils sont au repos les uns par
rapport aux autres; ces appareils leur permettent de mesurer dans
I’espace euclidien qui les entoure des longueurs séparant deux événements
ponctuels, ainsi que 'intervalle de temps correspondant [3]; la mesure
de ce dernier intervalle est rendue concevable grace & ’hypothese de
I’isotropie de la valeur de la vitesse de la lumiere qui rend possible la
synchronisation des horloges.

Dans ces conditions, il est logique qu’un physicien se demande ce que
doit trouver un autre physicien placé dans un systeme d’inertie différent
du sien s’il effectue le méme type de mesures sur les mémes événements.
On ne considérera donc que des systemes d’inertie en translation rec-
tiligne et uniforme I'un par rapport a ’autre.

A chaque systeme sont alors associés:
un espace euclidien a trois dimensions , isotrope, homogene, sans
courbure ni torsion.
— un temps unique.
— chaque systeme obéissant au principe d’inertie pour tout point
matériel libre.

Nous conviendrons que tous les indices associés au repere (S) seront
primés, que les indices grecs prendront leurs valeurs de 1 a 3, les latins
de 0 & 3, et nous adopterons évidemment la convention de sommation
d’Einstein sur les indices muets. Nous considérerons ensuite deux obser-
vateurs situés dans deux systémes d’inertie distincts S et S’ qui obser-
vent tous deux un point matériel libre M se déplacant d’un mouvement
rectiligne et uniforme par rapport a chacun des systemes.

Un point M est alors parfaitement défini dans le repere S par une
relation de la forme:
at =af +wh(t —to)

et on aura de méme dans S’ pour le méme point M

o = xg, +wt (' — to)
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Comme c’est dans le cadre d’un formalisme quadri-dimensionnel que
nous allons travailler par la suite, il est plus pratique de poser:

REPERE S REPERE S’
’
20 =ct 20 =t
!/
uls = c(t — tg) us' = c(t’ —tp)
YT T W
w0 T ¢ VA

ou c est, pour l'instant, une constante arbitraire.

Enfin en posant acg = ctp et en remarquant que — xg + uos7 il est

possible de regrouper toutes ces relations sous la forme:

’
a

’ !
% =zf +u’s ¥ =225 +us (1)

Pour trouver la relation entre les x% et les x“/, on utilise le fait
que S’ est animé d’un mouvement rectiligne et uniforme par rapport
a S, ce qui revient a dire qu’un point fixe de S’ défini par dzt =0
et ci;zc()/quezlcorlqlle7 se déplacera dans S de dz* pendant dz® = cdt’;
sa vitesse sera donc par rapport & S de v* = dz*/dt°, soit encore en
introduisant la vitesse réduite:

vk dxH

== =5 (2)

On suppose de plus que les 2% dépendent régulierement des z% et de
l'orientation des axes; donc que:

a’ a’ 7 axa/
% =z (2, B) det(axb)#o
On pose pour simplifier ’écriture:
Y 0z
ab = amb (3)

La relation entre 2% et 2® s’obtient en écrivant que la vitesse de M par
rapport & S’ est constante ce qui fournit [4] le systéme d’équations aux
dérivées partielles caractérisant les systemes d’inertie:

8pag = az pq + ag ©p (4)
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La transformation de Lorentz.

Disposer des relations différentielles entre les systemes d’inertie n’est
donc pas suffisant pour caractériser le passage d’un systeme a un autre.
Cette remarque n’est pas étonnante puisque les systemes lorentziens,
comme les systemes galiléens, obéissent au principe d’inertie. Ce qui
caractérisera les premiers sera une hypothese faite sur la nature de la
lumiere alors que les seconds sont déduits des hypothéses de I'uniformité
du temps et de la conservation de la longueur [3].

Si donc on considére un parcours lumineux élémentaire, il sera défini
par:

REPERE S REPERE S’

(z# — ¥ + da*; dt) (z* — 2" + da'; dt))

et si I'on fait ’hypothese que la valeur de la vitesse de la lumiere est
constante, isotrope et représentée par la constante c¢ précédente, ces
événements seront reliés par les relations:

REPERE S REPERE S’

¢ dt* = 4, dxt dz” Adt”? = 5#/l,/dx“/ da”’

De facon plus pratique, si 'on définit

noo = 1
n=94 M =—0uw
Nop = Mo = 0

les relations ci-dessus introduisent naturellement la forme quadratique
associée a deux événements

ds? = napda® dzb ; dz® = cdt

ou les indices grecs et latins suivent les conventions que nous avons
définies plus haut.
L’intervalle entre deux événements sera dit du genre temps si la

forme quadratique ds? qui lui est associée est positive; il sera du genre
espace si elle est négative, et isotrope si elle est nulle.
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Ces définitions permettent de préciser les hypotheses: dans un
changement de systéeme d’inertie, on suppose qu'un intervalle conserve
sa nature. La constance et l'isotropie de la vitesse de la lumiere entraine
alors que les intervalles ds’? et ds? correspondant & un méme parcours
lumineux doivent étre proportionnels:

ds"* = A(z®, B*) ds*
ce qui entraine par dérivation
Terst (ala;“ag’ + ag’alag/) = Ny (1og A2)
Reportant ces résultats dans les relations (4), on montre [5] que:
Ba (1og A2) -0

ce qui conduit a deux propriétés:
— A est indépendant des coordonnées:

AQ(l‘a,B”) _ A2(6”)

— ¢q = 0, autrement dit les relations de passage de S & S’ sont
linéaires par rapport aux z™:

/ ! 7
¢ :agzq+ba

N ! ’
ol ag et b* sont des constantes par rapport aux z?.

Les hypotheses faites ci-dessus sont alors suffisantes pour montrer [5]
que A est invariant dans une rotation des axes du systeme S, autrement
dit que

A2(BM) = A%(B2) avec B2 =4,,0" 5"

De ce résultat, quand on consideére le cycle S — S — S, et de
A(B?)A(B?) = 1, on déduit que:

B?=p3% etdonc A(B?)=A(B*) =1
Il y a donc égalité des formes quadratiques associées:

ds® = ds?
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Il en résulte qu’a une rotation des axes pres, si dans le repere ()
Pobservateur voit le repere (S’) se déplacer & la vitesse 3, un observateur
lié au repere S’ verra se déplacer le repere S avec la vitesse —f3; et le
passage des % aux z¥ peut s’interpréter comme une transformation de
coordonnées dans l’espace-temps muni de la métrique

ds?® = nepdazda®

Il est alors bien connu [4] que les coefficients a*" de la transformation
générale de Lorentz 2™ = al* x° résultent de tout cela:

0’ 1

ap = ————
0 %1752
o B ol g
ap = = -

1- 32 \/1— 32

A/

’ « ’
' = B _ HB)‘

' 1 1
ol = + 5 — )8 8,
’ 1 1
—af(lu—ﬂz(w— )515u>
ﬂ“/:*a;\yﬁ,\

ou les oz’)f/ sont les coefficients de la matrice de rotation des axes dans
I’espace a trois dimensions lorsque 8 tend vers 0. De la transforma-
tion de Lorentz découlent les notions de contraction des longueurs et de
dilatation des durées.

Dans le cas ou a I'instant ¢ = 0 les deux reperes coincident et ou la
vitesse est choisie le long de Ox (aﬁl = (55 et B = BdY'), la transforma-
tion se réduit a la transformation spéciale de Lorentz:

v ! — on

€T = —
V1-pB2

xz’ :$2

m3’ — 23

o _ 2 —pa!

-
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Si enfin on suppose 82 < 1, on trouve au premier ordre en 3

= af\"(éf,‘x” — Ba)

,
2V =20+ Bt

Ce ne sera la transformation de Galilée que si 8,2* < 20, auquel cas
29" = 20. Le passage de la transformation de Lorentz & la transformation
de Galilée n’a donc de sens aux petites vitesses que dans une petite région
de l’espace.

Les notions d’impulsion et d’énergie en Relativité restreinte.

L’interprétation des formules de passage d’un systéme d’inertie a un
autre sous la forme d’une transformation linéaire dans un espace quadri-
dimensionnel permet d’interpréter directement les composantes x® de
la position d’un mobile M comme les composantes d’un vecteur de cet
espace.

Par contre sa vitesse da*/dt ne peut bénéficier de la méme in-
terprétation puisque dt n’est pas invariant sous une transformation de
Lorentz.

Si le mobile M se déplace avec une vitesse uniforme v# = ptc
par rapport au systéme de référence, on peut cependant lui associer
un systeme d’inertie et imposer qu’il se trouve placé a l'origine de
ce systeme. La transformation de Lorentz ci-dessus permet alors de
connaitre le temps 7 (= t') de ce systéme. Ce temps est dit “temps
propre” associé a la particule M et sa différentielle est reliée au temps
de l'observateur par

dr = dt\/1— 52 ; dz* =0

et l'on a: ) )
dr? = < (Pdt® — da® — dy® — d2°) = S ds”
c c
dr est donc un invariant et ’on peut s’en servir pour définir un
quadrivecteur de ’espace-temps associé a la vitesse de la particule par:

dxz™ dz™ vP 1
= =" = ;W= —— ; Wu, =1
cdt ds

um
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Par construction, u™ est donc un quadri-vecteur sans dimension
qui, si 'on veut généraliser la notion d’impulsion conduit a définir une
quantité du type:

P?* = mgcu®

c est la vitesse de la lumiere et mg a évidemment les dimensions d’une
masse. Sil'on admet qu’aux faibles vitesses P*/v* doit tendre vers la
masse de la particule, m( s’interprete comme la masse de la particule
dans le systeme ou elle est au repos; mg doit alors étre un scalaire.

Il est alors logique de généraliser la loi fondamentale de la dy-
namique newtonienne
dp+ deP"

. — fH — fH
a o g =

en définissant le quadrivecteur force de I’espace-temps par

deP*® du®
fis =®* ou mOCQ;; =

¢KL

quadrivecteur qui, compte tenu de la relation u®u, = 1, devra vérifier:
d%u, =0
En utilisant les définitions, les équations ci-dessus peuvent se mettre sous
la forme:
d mo
—<7v") = r\/1 — B2
dt\ /1 — 32

H() -

Le passage & la limite 32 < 1 dans la premiere relation fait ap-
paraitre la quantité d(mov*)/dt: pour retrouver aux faibles vitesses la
loi fondamentale de la dynamique, on est amené a poser

oF = 1

Sl

et comme ®%u, = 0 il s’ensuit que

0o fov? fu

70\/1—B2 cy/1— B2
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et les équations de la dynamique relativiste s’écrivent

i(%”“) =7
i(%) = —f’

C’est la définition méme de u® qui impose que la quatrieme com-
posante du vecteur force soit reliée au travail développé par la force. La
forme méme de ces équations invite a étendre les concepts de massse et
d’énergie d’une particule en posant:

mo
m = —— et E:mc

V11— p2
La conservation de la norme du quadrivecteur impulsion impose alors la
relation:

2

E2
07 :ﬁQ +m062

La notion d’objet tri-dimensionnel en Relativité restreinte.

Dans ce paragraphe, on appellera photon toute particule ponctuelle
se déplacant & la vitesse (¢) de la lumiere.

L’ceil qui regarde un objet est uniquement sensible aux photons
arrivant sur sa rétine a un instant donné. Si ’on néglige tout effet de
rémanence, cela signifie que les photons recus ne peuvent avoir été émis
simultanément par des points de 'objet qui se trouvent a des distances
différentes de I’observateur puisque la vitesse de la lumiere est constante.
A fortiori des points plus éloignés que d’autres doivent avoir émis leurs
photons plus tét pour étre vus au méme instant que des points plus
proches. On est donc conduit a préciser la notion d’image.

L’image d’un objet suffisamment éloigné sera définie par un ensem-
ble de photons émis par différents points de 'objet se déplacant dans
une direction parallele et se trouvant a un instant donné dans un plan
perpendiculaire & la direction de propagation?.

2 La définition donnée ci-dessus est celle de J.L. Terrell [6]; Mary L. Boas
[8] a proposé de définir une image par I'intersection d’une spheére centrée sur
I'ceil O de l'observateur avec le cone engendré par les rayons lumineux issus
de l'objet et arrivant simultanément en O. Les deux définitions n’étant pas
équivalentes, leurs conséquences sont différentes; la critique en a été faite par
S. Kichenassamy [9].
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Cette définition admet deux conséquences immédiates:

— En physique newtonienne un ensemble de photons définissant une
image quand l’observateur est au repos par rapport a ’objet ob-
servé ne définit plus une image dés lors que 1’observateur ou 1’objet
sont en mouvement I'un par rapport a ’autre: le plan des photons
initiaux n’est alors plus perpendiculaire a la direction de propaga-
tion; il y a alors distorsion par rapport a la situation au repos et
I’ceil doit percevoir une image déformée.

— Par contre, dans le monde relativiste, 'image d’un objet reste in-
variante pour tout systeme de référence. Plus précisément, le plan
formé par les photons concernés reste perpendiculaire & leur direc-
tion de propagation et la distance entre deux photons de ce plan
reste invariante quelque soit le systeme de référence; l'effet di a
la Relativité restreinte est de produire une rotation de I'objet sans
jamais le déformer.

La preuve de cette derniere affirmation a été présentée tres élégam-
ment par Weisskopf [7] qui considére I'ensemble des photons arrivant
simultanément sur ’ceil de ’observateur comme les points de méme phase
d’une onde électromagnétique plane. Cette onde est transverse, c’est-
a-dire que la direction de propagation reste perpendiculaire au front
d’onde, ce qui justifie la premiere partie de ’assertion.

Pour montrer l'invariance de la distance entre deux photons, on
appelle x la direction de propagation de ’onde (dans le plan de la feuille,
par exemple) et z la direction de l'intersection du front d’onde avec ce
plan. (Le probleme étant & symétrie cylindrique, on peut éliminer la
composante y). Pour deux photons quelconques, la quantité

Cz(tl — t2)2 — (lEl — 1’2)2 — (21 — 22)2

est évidemment un invariant de Lorentz. Or la distance entre deux
photons du plan de propagation est définie par

21— 29 lorsque 1 =29 et t; =t1s

Elle est donc invariante.

Il y a cependant une quantité qui n’est pas invariante dans un
changement de repere, c’est la direction tridimensionnelle de propagation
de la lumiere. Si 9 est I’angle lorsque l'objet est au repos par rapport a
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I’observateur, 9’ I’angle lorsque I'objet est en mouvement, ¥ et 9’ sont
liés par la formule relativiste des aberrations:

g~ (- B2)1/2sin 9
1+ Bcosd
Un objet mobile qui est effectivement vu sous un angle 9 donne la
méme image que 1'objet fixe vu au méme point de ’espace, mais sous un
angle 9. En d’autres termes ce mobile apparait comme s’il était fixe,
mais tourné d’un angle 9’ — 9.

En particulier, une sphére qui se déplace d’un mouvement rectiligne
et uniforme par rapport & I’observateur est donc vue comme une sphere et
non comme un ellipsoide: la contraction de Lorentz “efface” la distorsion
newtonienne de ’objet et la remplace par une rotation apparente.

Pour ne pas conclure.

Pas a pas, laborieusement, les physiciens avaient, au cours des
siecles, élaboré les notions d’espace et de temps. Ils les pensaient ac-
quises. En quelques pages [1], sans se soucier de redéfinir unités de
longueur ou de temps, A. Einstein a “relativisé” toutes ces notions
avec des raisonnements tres élémentaires et depuis longtemps accessi-
bles. Quatre vingt-dix ans apres, sommes-nous certains d’avoir compris
tout ce que la Relativité voulait dire ?
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