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Relativité : quelques problèmes anciens
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RÉSUMÉ. On examine trois problèmes qui reflètent certaines sur-
vivances des notions galiléennes et qui ne tiennent pas suffisamment
compte du caractère relatif de la simultanéité à distance : rotation
uniforme, précession de Thomas, et “invariance” de la section effi-
cace de diffusion.

ABSTRACT. We review three problems related to the relativity of
simultaneity at a distance: uniform rotation, Thomas precession and
the “invariance” of the scattering cross section; their usual treatment
is not completely free of the pre-relativistic thinking.

Introduction.

L’Histoire des Sciences, notamment l’Histoire de la Relativité
Générale, montre que la recherche s’est développée, non pas en suivant
des allées bien tracées, mais en suivant des chemins sinueux dessinés au
gré des vents; il s’ensuit que parfois des impasses subsistent au mépris
de la cohérence mutuelle des théories admises, et que d’anciennes in-
terprétations occultent la lumière apportée par les nouvelles idées. Nous
examinons dans la suite trois problèmes qui illustrent cette observation;
ils se rattachent tous les trois au caractère relatif de la simultanéité à
distance : survivance de la description galiléenne de la rotation uniforme,
interprétation de la précession de Thomas, “invariance relativiste” de la
section efficace de collision.
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Le problème de la rotation:

Le seau de Newton [28] a servi à établir que la rotation uniforme
est, à la différence de la translation, un “mouvement véritable,” dont les
effets peuvent être observés dans un système tournant : ainsi naquit le
débat sur le caractère absolu ou relatif des théories du mouvement, de
l’espace, et du temps.

En effet, en Physique newtonienne, le mouvement de translation
(resp. rotation) uniforme est conçu comme une translation (resp. rota-
tion) dépendant du temps, de l’espace en lui-même, où l’espace E3(t) au
temps t se déduit de l’espace absolu par une transformation linéaire, en
raison du caractère absolu de la simultanéité.

Après l’avènement de la Relativité Restreinte et du caractère re-
latif de la simultanéité à distance, l’espace cesse d’être absolu, et la
translation uniforme se traduit non plus par un changement d’origine
dépendant du temps, mais par une rotation hyperbolique dans un plan
du genre temps. Qu’en est-il de la rotation uniforme? La rotation du
type galiléen continue à survivre avec ses faiblesses, bien que Trocheris
[33] ait proposé, dès 1949, une alternative relativiste substituant à la
rotation euclidienne dépendant du temps une rotation hyperbolique lo-
cale. L’émergence de cette transformation relativiste de rotation (TRR)
ainsi que ses conséquences, notamment dans l’étude des pulsars, sont
examinées dans la Section 3.

Précession de Thomas:

La précession de Thomas fut une grande surprise en tant qu’effet
relativiste car, même à des vitesses faibles, elle rendait compte du facteur
2 nécessaire à la structure des multiplets des spectres atomiques, dans
le cadre du couplage spin-orbite.

L’explication usuelle de cet effet se fonde :

a) ou bien sur une approche cinématique qui la relie à la non-
commutativité des transformations spéciales de Lorentz (TSL) [31],
[32] ou de manière équivalente à “l’holonomie physique [34],”

b) ou bien sur une approche dynamique du mouvement d’une particule
à spin dans un champ électromagnétique homogène, suivant laquelle
on déduit de l’orthogonalité du vecteur-spin et de la quadri-vitesse
de la particule, la propagation (de Fermi-Walker) du vecteur-spin
[3,4,10,12].
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Cependant, ces deux manières d’aborder la précession de Thomas
se rattachent à la relativité de la simultanéité à distance : en effet, à
l’ordre le plus bas en β = v/c, les hypersurfaces de simultanéité ne sont
pas invariantes de Lorentz, et les axes d’espace des repères considérés
changent de direction; il s’ensuit qu’ils doivent subir une rotation, qui
apparâıt à la suite d’une série de transformations spéciales de Lorentz
dont le produit laisse invariant l’axe des temps.

D’autre part, la transformation infinitésimale de Lorentz qui ap-
plique la tangente en un point de la ligne d’univers d’une particule
sur celle au point voisin induit le transport de Fermi-Walker des axes
d’espace : d’où l’unité d’explication des deux approches qui découlent
en définitive de la relativité de la simultanéité à distance. Ces con-
sidérations font l’objet de la Section 4.

Invariance relativiste de la section efficace:

On sait depuis Møller [27] que la théorie de la diffusion (“scat-
tering”) introduit le postulat “commode” de l’invariance relativiste de
la section efficace de collision σ, fondée sur la définition galiléenne
de la vitesse relative des particules en collision; cette vitesse est en
effet déterminée par la différence (sic) des tri-vitesses des particules,
mesurées par un même observateur. Cette définition dépend, on le sait,
de l’observateur considéré, et ignore le fait que les espaces associés à
l’observateur et aux particules ne sont pas déduits l’un de l’autre par
une transformation de SO(3). Elle peut être justifiée si l’on accepte
de se restreindre à une classe d’observateurs convenablement définie [8].
Mais l’invariance relativiste de σ en toute généralité ne peut être qu’un
leurre. Sans doute faudra-t-il revenir sur les a priori qui ont motivé
l’introduction de ce pseudo-invariant.

Espace-temps.

Espace et temps newtoniens:

L’espace-temps newtonien est le produit direct d’un espace euclidien
E3 invariant par le groupe orthogonal SO(3) (à six paramètres), par la
droite réelle {t : t ∈ R}, représentant le temps absolu. E3 = E3(t) est le
lieu des événements simultanés à tout instant t. Il est indépendant de t.

Mouvements:

Le mouvement détermine une appliction de E3(t) dans E3(t + dt),
i.e. de E3 dans lui-même.
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La translation correspond à un changement d’origine spatiale
dépendant du temps :

x′α = xα + aα(t) (1)

dans un système de coordonnées cartésiennes {xα}, où α, ou tout indice
grec, prend les valeurs 1, 2, 3. La translation uniforme, définie par
ȧα = daα/dt = 0, ne peut être détectée par une expérience interne
au système de référence en mouvement S′, qui utilise les coordonnées
xα′ = x′α et t′ = t. Le principe galiléen de relativité en résulte : “la
loi du mouvement ~f = md~v/dt est invariante par les transformations du
type t′ = t, xα′ = xα + aαt, aα = const.”

Le mouvement de rotation laissant invariant un point fixé détermine
une rotation euclidienne

x′α = Rαβ(t)xβ , t′ = t, Rαβ ∈ SO(3). (2)

Soit S′ de coordonnées xα′ = x′α en rotation par rapport à S autour de
leur origine commune. Une particule P de vitesse vα par rapport à S a
par rapport à S′ la vitesse

v′α
′

= Rα′β v
β + Ṙα′β x

β , (3)

de sorte qu’une particule au repos par rapport à S′ a par rapport à S la
vitesse

vα = −ωαβxβ = −Rαγ′Ṙ
γ′

β x
β , (4)

où Rα
′

σ R
σ
β′ = δα

′

β′ . On a :

Rα
′

σ v̇
σ = v̇′α

′
+ (ω̇α

′

γ′ + ωα
′

σ′ωσ
′

γ′ )xγ
′
+ 2ωα

′

γ′ v′γ
′
. (5)

Il s’ensuit qu’un corps tournant non soumis à des forces appliquées
(v̇′α

′
= 0) a cependant une accélération, somme des accélérations fic-

tives centrifuge et de Coriolis. Leur détection à l’aide d’effets internes à
S′ a conduit au caractère absolu de la rotation.

Lorsque ω̇αβ = 0, la rotation est uniforme; les transformations du

type t′ = t, xα
′

= Rα
′

β (t)xβ , avec ωαβ := Rασ′Ṙσ
′

β = const. forment le
groupe galiléen de rotation. La vitesse d’un point fixe de S′ est une
fonction linéaire des coordonnées xα :

vα = −ωαβxβ . (6)
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Espace-temps de Minkowski:

Considérons un espace-temps de Minkowski M4 rapporté à des co-
ordonnées xa où a, ou tout indice latin, prend les valeurs 0, 1, 2, 3, et
soit ea = ea

k∂k (∂k = ∂/∂xk) une base orthonormée telle que

ηab = ea · eb = δab − 2δ0aδ
0
b . (7)

La cobase θa = dxkek
b est définie par

θa · eb = δba; ea
kek

b = δba. (8)

Les composantes physiques de toute grandeur géométrique sont les pro-
jections sur la base ou la cobase (e.g., un vecteur Ak a pour com-
posantes physiques Aa = Akek

a). Lorsque Ea
k = δa

k, les coordonnées
(cartésiennes) déterminent directement les composantes physiques.

Le groupe de Lorentz est déterminé par le groupe des transforma-
tions orthogonales de M4, i.e. celles préservant la métrique ηabθ

aθb. On
a donc

θa
′

= La
′

bθ
b; ea′ = ebL

b
a′ , (9)

et ηa′b′ = ηcdL
c
a′L

d
b′ . θ0 = 0 et θα 6= 0 entrâınent θ0

′ 6= 0, i.e., le
caractère relatif de la simultanéité à distance. Les concepts d’espace et
de temps absolus sont donc caducs.

La transformation de Lorentz L = L(v,u) envoyant la quadri-
vitesse e0 = u d’un repère F sur la quadri-vitesse E0 = v d’un autre
repère F̄ , et laissant invariant le 2-plan orthogonal à (u,v), s’obtient en
effectuant une symétrie par rapport au 3-plan orthogonal à u :

δkh + 2ukuh,

suivie d’une autre par rapport au 3-plan orthogonal à (u + v) :

δkh +
(uk + vk)(uh + vh)

1 + γ
,

où γ = −u · v. On a donc

Lab = δab +
(va + ua)(vb + ub)

1 + γ
− 2vaub. (10)
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La 3-vitesse de F par rapport à F̄ est βα = γ−1ukEk
α, avec

Eα
k = (δα

σ + (γ − 1)β̂αβ̂
σ)eσ

k − γβαe0k, (11)

où β̂α = βα/|βσ|. Le 3-espace engendré par eα
k est transformé par L

non en lui-même, mais en celui engendré par Eα
k; c’est l’expression de

la relativité du 3-espace, i.e. de la non-invariance de l’hypersurface de
simultanéité.

D’autre part, e0 · Eα = −E0 · eα exprime que la 3-vitesse β̄α de F̄
par rapport à F est l’opposé de βα, la vitesse de F par rapport à F̄ .

Transformation infinitésimale de Lorentz et transport de Fermi-Walker:

a) L(v,u) détermine une transformation infinitésimale lorsque v =
u + δu avec u · δu = 0, assurant v · v = −1. Lorsque l’incrément δu est
égal à u̇ ds, le point désignant d/ds et non plus d/dt, on a

δea
k = ėa

kds = (uku̇h − uhu̇k)ea
hds, (12)

de telle sorte que L(u+u̇ ds, u) effectue une propagation de Fermi-Walker
des axes d’espace le long de la ligne d’univers {lu} tangente à uk(s).

Un vecteur entrâıné pk = paea
k est transformé en pk + ṗkds tel que

ṗk = (uku̇h − uhu̇k)ph. (13)

b) D’autre part, soit L + L̇ds la transformation envoyant u + u̇ds
sur v = Lu. On a

v̇k = Lkhu̇
h + L̇khu

h = 0, (14)

et

Ėα
k = ΩkhEα

h, Ωkhv
h = 0, (15)

où

Ωkh = [γ̇(vkuh−vhuk)+(uku̇h−uhu̇k)−γ(vku̇h−vhu̇k)]/(1+γ). (16)

Un vecteur entrâıné P k est transformé suivant

Ṗ k = ΩkhP̃
h, P̃ k := (δkh + vkvh)Ph, (17)
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soit encore, en composantes physiques,

Ṗα = ΩαβP
β , Ωρσ =

γ2

1 + γ
(βρΓσ − βσΓρ) (18)

où Γα = β̇kEk
α.

Il en résulte que tout vecteur P entrâıné avec F (qu’il soit orthogonal
ou non à u) subit le transport de Fermi-Walker suivant {lu}, et la partie
spatiale de son image subit la rotation Ωαβ par rapport à (Eα).

Le problème de la rotation relativiste.

Rotation galiléenne et relativité resteinte:

On sait que la rotation uniforme de vitesse angulaire ω autour
de l’axe des z (donc de vitesse v = (0, ωr, 0)) dans un système de
coordonnées cylindriques (r, ϕ, z) ne conserve pas la métrique de M4;
l’élément linéaire par rapport à S

ds2 = −(dx0)2 + dr2 + r2dϕ2 + dz2 (19)

devient, lors d’une transformation galiléenne de rotation (TGR), par
rapport au système tournant S′

ds′2 = −γ−2(dx0
′
)2 + 2

ωr′

c
dϕ′dx0

′
+ dr′0 + r′2dϕ′2 + dz′2 = ηa′b′θ

a′θb
′
,

(20)
avec θ0

′
= γ−1dx0

′
+ γωr′2dϕ′, θα

′
= (dr′, γr′dϕ′, dz′), et γ−2 = (1 −

ω2r2/c2). On observe que θ0
′

n’est pas une différentielle exacte et que
dσ′2 = ηα′β′θα

′
θβ

′
n’a pas la forme euclidienne (θ2

′
= γr′dϕ′), ce qui,

semble-t-il, a convaincu Einstein de la nécessité de la géométrie non
euclidienne en présence des mouvements accélérés.

Faiblesses de la TGR:

(1) La limitation relatiste des vitesses (v < c) réduit le domaine de
validité de la TGR à r < c/ω, ce qui, dans le cas d’un disque tournant,
réduit le rayon, et dans le cas des pulsars, limite la magnétosphère de
l’étoile par le “cylindre de lumière,” où ωr = c. D’où la recherche d’un
groupe de transformations conduisant à une dépendance non linéaire
entre la vitesse et la distance [14].



278 S. Kichenassamy

(2) La compatibilité entre rigidité et rotation a fait l’objet de nom-
breuses discussions après la remarque d’Ehrenfest suivant laquelle un
corps rigide ne peut être mis en rotation, puisqu’un cercle de rayon con-
stant devrait avoir sa circonférence contractée.

(3) La non-covariance de l’Electrodynamique par la TGR n’a
fort curieusement été considérée qu’avec la formulation du paradoxe
d’Oppenheimer-Schiff [29] (en 1939) : un condensateur chargé au re-
pos ne crée aucun champ à l’extérieur, par rapport à un observateur,
qu’il soit au repos ou en rotation. Quelques tentatives ont été effectuées
pour lever le paradoxe :

a) en introduisant à côté du courant J dû à la rotation un courant
supplémentaire j dû aux masses distantes, via la modification de la
métrique [29];

b) en faisant apparâıtre un effet local non inertiel de la rotation sur
le champ électromagnétique [15,25];

c) en restaurant la covariance de l’Electrodynamique par l’usage de
la transformation instantanée de Lorentz TIL(α) où α = ωr/c [7];
ce procédé est incohérent car il admet à la fois la loi relativiste de
composition des vitesses, l’additivité des vitesses angulaires, et la
relation linéaire v = ωr (c.-à-d. la loi galiléenne de composition des
vitesses).

(4) La rotation galiléenne, ou parfois la TIL, est également utilisée
pour rendre compte des caractéristiques du rayonnement des pulsars.

Dans les modèles de corotation [23,35] correspondant à des cour-
tes périodes (P < 1 sec.), les sources de rayonnement sont situées dans
une région de la magnétosphère de l’étoile en rotation, voisine du cylin-
dre de lumière, de telle sorte que les caractéristiques du rayonnement
apparaissent comme les effets relativistes d’une source en mouvement
très rapide. Outre les faiblesses de la TGR, ces modèles nécessitent de
refermer à l’infini les lignes du champ magnétique pour éviter des pertes
d’énergie à travers le cylindre de lumière.

Dans les modèles de magnétosphère tournante [2,24], adaptés à de
plus longues périodes, on considère la rotation d’une distribution rigide
de sources et de champs dans la magnétosphère, de telle sorte que
les grandeurs physiques soient constantes par rapport à l’observateur
en corotation (condition quasi-statique); le quadri-potentiel obéit alors
à une équation qui change de type (elliptique → hyperbolique) à la
traversée du cylindre de lumière.
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Rotation relativiste:

Ces difficultés de la TGR peuvent être surmontées et une alterna-
tive existe depuis que Trocheris [33] a découvert en 1949 une nouvelle
transformation pour le mouvement de rotation, en s’affranchissant du
caractère non holonome du temps; cette transformation a été retrouvée
par Takeno [30] lors de son étude du disque tournant, en postulant une
loi de groupe pour ces transformations.

(1) La transformation relativiste de rotation (TRR) devant se
réduire à la TGR pour de faibles vitesses, Trocheris considère la transfor-
mation infinitésimale de Lorentz au voisinage d’un point P , correspon-
dant à la vitesse de rotation ωr autour de l’axe des z :

dr′ = dr ; dϕ′ = dϕ− αdx0

dz′ = dz ; dx0
′

= dx0 − αr dϕ,
(21)

où α = ωr/c et ajoute à l’expression de dx0
′

le terme −2αϕdr pour en
faire une différentielle exacte. Le générateur devient ainsi

Xa = (−r
2ϕ

c
, 0,−x0, 0),

et l’on a par intégration

r′ = r ; ϕ′ = ϕ coshα− (x0/r) sinhα

z′ = z ; x0
′

= x0 coshα− rϕ sinhα
(22)

avec les conditions initiales r = const., z = const., à t = ϕ = 0. Il
est clair que cette transformation est locale, en ce sens que le système
transformé S′ est attaché au point fixé par les conditions initiales : S′ est
le repère instantanément lié au point tournant; ce n’est pas un système
d’inertie étendu lié au corps tournant. TRR(α) est bien la généralisation
naturelle de TIL(α) et se réduit à TGR pour α� 1.

Le générateur Xa a été obtenu par Takeno en postulant que
a) les transformations forment un groupe;
b) η(ω, r) := v/r cöıncide avec ω pour des vitesses faibles;
c) les vitesses obéissent à la composition relativiste, et les η à la com-

position correspondante.

L’application qu’il en fait au disque tournant est cependant biaisée
par le fait qu’il a négligé de tenir compte de ce que r = const. lors de la
TRR [17].
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(2) On voit maintenant que la 4-vitesse ua est :

(coshα, 0, r−1 sinhα, 0)

et que v = c tanhα n’est jamais supérieure à la vitesse de la lumière. La
vitesse angulaire de rotation

ωa = ηabcdub∇cud = ωδa3 (23)

est un invariant conforme.

Remarque: On peut également concevoir que le corps tournant est
associé à la congruence à un paramètre r des courbes tangentes à ua: le
repère de Frenet-Serret correspondant est

Ep
a = (ua = coshα δa0 +

sinhα

r
δa2 , n

a = δa1 ,

ba = sinhα δa0 +
coshα

r
δa2 , c

a = δa3 ).

(24)

La TRR résout les difficultés soulevées par la TGR :

– La TRR conserve la métrique minkowskienne et l’espace local est
simplement euclidien.

– L’absence de limitation de la vitesse exclut toute restriction sur le
domaine de validité de la TRR et rejette le cylindre de lumiére à
l’infini.

– La covariance de l’Electrodynamique est garantie [21] puisque le
système S du laboratoire et le système instantané de rotation S′

sont liés par une rotation hyperbolique; le paradoxe d’Oppenheimer-
Schiff est résolu de la même manière qu’avec TIL(α), sans toutefois
l’ambiguité de l’anholonomie.

– En Physique des pulsars, le rejet à l’infini du cylindre de lumière
élimine toute les difficultés dûes à cette notion:

a) Dans le modèle de corotation, la source peut donc être située
en un point quelconque de la magnétosphère; la largeur du faisceau est
généralement plus petite dans le cas relativiste et le flux d’énergie plus
important [19];

b) Dans le modèle de magnétosphère en rotation, la TRR évite la
difficulté du changement de type de l’équation du potentiel [20].
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Précession de Thomas.

Considérons le mouvement d’un électron dans un champ électro-
magnétique F ab, et soit sa son vecteur de polarisation de Bargmann-
Wigner orthogonal à la quadri-vitesse ua de l’électron, et tel que son
moment magnétique soit wa = (ge/2m)sa, où g est le facteur de Landé.

La précession de Larmor par rapport au repère F lié à e0 = u est
donnée par

ṡaL = −hachbdF cdwb; hab = δab + uaub, (25)

et le transport de Fermi-Walker correspondant à u̇a = −(e/m)F acu
c

donne, d’après (13),

ṡaFW = − e

2m
(uaFb

c − F acub)ucsb. (26)

La précession totale est

ṡa = − e

2m
(gF ab + (g − 2)F cbuauc)sb. (27)

C’est l’équation BMT, où le terme dû à la précession de Thomas provient
simplement du transport de Fermi-Walker de sa.

Dans les applications aux spectres atomiques, la détermination de
la précession se fait dans le système du noyau atomique [9,16] que nous
identifions maintenant à F̄ associé à E0

a = va. On obtient alors, en
utilisant essentiellement (18), que la précession totale est :

ωλρ = −(e/2m)ελρσ
gBσ − (β,E)σ

1 + γ

+ (g − 2)(e/2m)ελρσ

[
γ2(β, (β,B))σ

1 + γ
+ γ(β,E)σ]

(28)

où (a,b)α = εαβγaβbγ correspond au produit vectoriel habituel; en
outre, on a Eα = F̄α0 et Bα = 1

2ε
αβγF̄βγ , où F̄ ab sont les composantes

physiques du champ électromagnétique par rapport au repère F̄ ; elles
sont données par F̄ ab = LacL

b
dF

cd.

La formule (28) rapportées aux coordonnés cartésiennes est celle que
l’on trouve dans les traités usuels; on en déduit que l’énergie du couplage
spin-orbite est réduite par un facteur 1/2.
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On voit donc que la précession de Thomas résulte de la non-
équipollence des axes d’espace liés aux repères F et F̄ , i.e. de la rel-
ativité de la simultanéité à distance. Aucun postulat supplémentaire
n’est nécessaire. Ce calcul illustre l’intérêt des bases orthonormées pour
l’interprétation physique en Relativité, quand on connâıt les paradoxes
et les assertions incorrectes qu’on a pu faire avec la seule utilisation des
bases-coordonnées.

Invariance relativiste de la section efficace.

Définition de la section efficace:

Considérons par rapport à S la collision de deux faisceaux de par-
ticules na1 = (n0u

a)1 et na2 = (n0u
a)2. Le nombre dν de chocs dans le

volume dV pendant de temps dt définit [22] la section efficace σ et s’écrit

dν = σv12n1n2 dV dt,

où v12 est la vitesse relative de 2 par rapport à 1, et n1 et n2 les den-
sités des particules par rapport à S. Notons que σ est aussi définie en
substituant à dν la probabilité de transition élémentaire.

L’invariance de dν, de dV dt, et de na1na2 = n1n2(1−v1·v2) conduit
à

σv12(1− v1 · v2)−1 = invariant.

La variance de σ dépend donc de la définition adoptée pour la vitesse
relative.

Définition de la vitesse relative:

La définition relativiste v12 = vR en fait un invariant, avec

v2R = 1− (ua1ua2)−2 =
|v1 − v2|2 − (v1 ∧ v2)2

(1− v1 · v2)2
.

On a alors

σ(1− v1 · v2)−1 = invariant.

La section efficace n’est donc pas à proprement parler un invariant rela-
tiviste.
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La définition v12 = |v1 − v2| = vitesse mesurée par un observateur
extérieur conduit, lorsque v1 et v2 sont colinéaires, comme dans le cas
du système CM du centre d’impulsions, à

σ = invariant.

Il a donc paru “commode” à Møller [27] et, à sa suite, aux physi-
ciens de la diffusion (“scattering”) d’utiliser cette pseudo-invariance de
σ, le calcul des probabilités de transition étant souvent effectué dans le
système CM; d’autre part, l’expression de vR montre que cette définition
peut être maintenue dans tout système où v1 ∧ v2 = 0, i.e. dans tout
système dont la quadrivitesse est une combinaison linéaire de ua1 et ua2
[8].

Problème. La non-invariance relativiste de |v1 − v2| suffit cepen-
dant à constater que n′2v

′
12dV

′ 6= n2v12dV par rapport aux deux systèmes
S et S′ : le nombre de particules 2 mises en jeu dans la collision n’est
pas le même dans les descriptions de la même collision par S et S′!

De même, dans l’étude de l’effet Compton inverse, on est conduit
[1,6] à attribuer à la lumière la vitesse c− v cos θ (sic).

Pourquoi, contre toute attente de cohérence, des raisons de “com-
modité” poussent toujours des physiciens à adopter la pseudo-invariance
relativiste de la section efficace, je crains fort que cela ne demeure
longtemps un mystère du cheminement de la pensée en Physique
théorique.
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