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Relativité : quelques problémes anciens
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RESUME. On examine trois problemes qui refletent certaines sur-
vivances des notions galiléennes et qui ne tiennent pas suffisamment
compte du caractere relatif de la simultanéité a distance : rotation
uniforme, précession de Thomas, et “invariance” de la section effi-
cace de diffusion.

ABSTRACT. We review three problems related to the relativity of
stmultaneity at a distance: uniform rotation, Thomas precession and
the “invariance” of the scattering cross section; their usual treatment
is not completely free of the pre-relativistic thinking.

Introduction.

L’Histoire des Sciences, notamment 'Histoire de la Relativité
Générale, montre que la recherche s’est développée, non pas en suivant
des allées bien tracées, mais en suivant des chemins sinueux dessinés au
gré des vents; il s’ensuit que parfois des impasses subsistent au mépris
de la cohérence mutuelle des théories admises, et que d’anciennes in-
terprétations occultent la lumiere apportée par les nouvelles idées. Nous
examinons dans la suite trois problemes qui illustrent cette observation;
ils se rattachent tous les trois au caractére relatif de la simultanéité a
distance : survivance de la description galiléenne de la rotation uniforme,
interprétation de la précession de Thomas, “invariance relativiste” de la
section efficace de collision.
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Le probléeme de la rotation:

Le seau de Newton [28] a servi & établir que la rotation uniforme
est, a la différence de la translation, un “mouvement véritable,” dont les
effets peuvent étre observés dans un systeme tournant : ainsi naquit le
débat sur le caractere absolu ou relatif des théories du mouvement, de
I’espace, et du temps.

En effet, en Physique newtonienne, le mouvement de translation
(resp. rotation) uniforme est congu comme une translation (resp. rota-
tion) dépendant du temps, de l’espace en lui-méme, oli Uespace E3(t) au
temps t se déduit de I'espace absolu par une transformation linéaire, en
raison du caractere absolu de la simultanéité.

Apres Pavenement de la Relativité Restreinte et du caractere re-
latif de la simultanéité a distance, I’espace cesse d’étre absolu, et la
translation uniforme se traduit non plus par un changement d’origine
dépendant du temps, mais par une rotation hyperboliqgue dans un plan
du genre temps. Qu’en est-il de la rotation uniforme? La rotation du
type galiléen continue & survivre avec ses faiblesses, bien que Trocheris
[33] ait proposé, des 1949, une alternative relativiste substituant a la
rotation euclidienne dépendant du temps une rotation hyperbolique lo-
cale. I’émergence de cette transformation relativiste de rotation (TRR)
ainsi que ses conséquences, notamment dans I’étude des pulsars, sont
examinées dans la Section 3.

Précession de Thomas:

La précession de Thomas fut une grande surprise en tant qu’effet
relativiste car, méme a des vitesses faibles, elle rendait compte du facteur
2 nécessaire a la structure des multiplets des spectres atomiques, dans
le cadre du couplage spin-orbite.

L’explication usuelle de cet effet se fonde :

a) ou bien sur une approche cinématique qui la relie & la non-
commutativité des transformations spéciales de Lorentz (TSL) [31],
[32] ou de maniere équivalente & “I’holonomie physique [34],”

b) ou bien sur une approche dynamique du mouvement d’une particule
a spin dans un champ électromagnétique homogene, suivant laquelle
on déduit de I'orthogonalité du vecteur-spin et de la quadri-vitesse
de la particule, la propagation (de Fermi-Walker) du vecteur-spin
[3,4,10,12].
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Cependant, ces deux manieres d’aborder la précession de Thomas
se rattachent & la relativité de la simultanéité a distance : en effet, a
Pordre le plus bas en 5 = v/c, les hypersurfaces de simultanéité ne sont
pas invariantes de Lorentz, et les axes d’espace des reperes considérés
changent de direction; il s’ensuit qu’ils doivent subir une rotation, qui
apparait a la suite d’une série de transformations spéciales de Lorentz
dont le produit laisse invariant ’axe des temps.

D’autre part, la transformation infinitésimale de Lorentz qui ap-
plique la tangente en un point de la ligne d’univers d’une particule
sur celle au point voisin induit le transport de Fermi-Walker des axes
d’espace : d’ou 'unité d’explication des deux approches qui découlent
en définitive de la relativité de la simultanéité a distance. Ces con-
sidérations font ’objet de la Section 4.

Invariance relativiste de la section efficace:

On sait depuis Mgller [27] que la théorie de la diffusion (“scat-
tering”) introduit le postulat “commode” de l'invariance relativiste de
la section efficace de collision o, fondée sur la définition galiléenne
de la vitesse relative des particules en collision; cette vitesse est en
effet déterminée par la différence (sic) des tri-vitesses des particules,
mesurées par un méme observateur. Cette définition dépend, on le sait,
de D'observateur considéré, et ignore le fait que les espaces associés a
Iobservateur et aux particules ne sont pas déduits I'un de l'autre par
une transformation de SO(3). Elle peut étre justifiée si 'on accepte
de se restreindre & une classe d’observateurs convenablement définie [8].
Mais l'invariance relativiste de o en toute généralité ne peut étre qu’un
leurre. Sans doute faudra-t-il revenir sur les a priori qui ont motivé
I'introduction de ce pseudo-invariant.

Espace-temps.

Espace et temps newtoniens:

L’espace-temps newtonien est le produit direct d’'un espace euclidien
E5 invariant par le groupe orthogonal SO(3) (& six parameétres), par la
droite réelle {t : ¢ € R}, représentant le temps absolu. E3 = FEs(t) est le
lieu des événements simultanés a tout instant . Il est indépendant de t.

Mouvements:

Le mouvement détermine une appliction de E3(t) dans E3(t + dt),
i.e. de F3 dans lui-méme.
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La translation correspond a un changement d’origine spatiale
dépendant du temps :
' =x% + a(t) (1)

dans un systeéme de coordonnées cartésiennes {z“}, ol «, ou tout indice
grec, prend les valeurs 1, 2, 3. La translation uniforme, définie par
a* = da®“/dt = 0, ne peut étre détectée par une expérience interne
au systéme de référence en mouvement S’, qui utilise les coordonnées
% = z'% et ' = t. Le principe galiléen de relativité en résulte : “la
loi du mouvement f = md¥/dt est invariante par les transformations du
type t’' =t, 2% = 2% + a®t, a® = const.”

Le mouvement de rotation laissant invariant un point fixé détermine
une rotation euclidienne

= Rs(t)2", ' =t, R§eSO®). (2)

Soit S’ de coordonnées £ = x’'* en rotation par rapport a S autour de
leur origine commune. Une particule P de vitesse v® par rapport a S a
par rapport a S’ la vitesse

v = Ry + RY'a”, (3)

de sorte qu’une particule au repos par rapport & S’ a par rapport a S la
vitesse o
v = —wja’ = ~RS R} P, 4)

ol Rg/Rg, =6%. Ona:

’

o o _ 1) - o o, o'\ oy
Ry 07 = 0" 4+ (W] +wgwd )x? + 2w v (5)

Il s’ensuit qu'un corps tournant non soumis a des forces appliquées
. ’ 7172 . 7172 .

(0" = 0) a cependant une accélération, somme des accélérations fic-

tives centrifuge et de Coriolis. Leur détection a 'aide d’effets internes a

S’ a conduit au caractere absolu de la rotation.

Lorsque wj = 0, la rotation est uniforme; les transformations du
type t' = t, 2 = Rg/ (t)z?, avec wg = R?Rgl = const. forment le
groupe galiléen de rotation. La vitesse d’un point fixe de S’ est une
fonction linéaire des coordonnées = :

(03

v = _ngﬁ_ (6)
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Espace-temps de Minkowski:

Considérons un espace-temps de Minkowski M, rapporté a des co-
ordonnées z ou a, ou tout indice latin, prend les valeurs 0, 1, 2, 3, et
soit €4 = e,y (Op = 0/0z*) une base orthonormée telle que

Nab = €q " €p = 5(15 - 2(5252 (7)
La cobase % = dz*e,? est définie par
0% - e, = 63; e fert = 53. (8)

Les composantes physiques de toute grandeur géométrique sont les pro-
jections sur la base ou la cobase (e.g., un vecteur A* a pour com-
posantes physiques A% = Ae,?). Lorsque E,* = 6,%, les coordonnées
(cartésiennes) déterminent directement les composantes physiques.

Le groupe de Lorentz est déterminé par le groupe des transforma-
tions orthogonales de My, i.e. celles préservant la métrique 174,60*0°. On
a donc

9“/ = L“/beb; ey = ebLba/, (9)

et Doy = NealCarL% . 0° = 0 et 0 # 0 entrainent 0 #£ 0, ie., le
caractere relatif de la simultanéité a distance. Les concepts d’espace et
de temps absolus sont donc caducs.

La transformation de Lorentz L = L(v,u) envoyant la quadri-
vitesse eg = u d’un repere F' sur la quadri-vitesse Eqg = v d’un autre
repére F', et laissant invariant le 2-plan orthogonal & (u, v), s’obtient en
effectuant une symétrie par rapport au 3-plan orthogonal a u :

S + 2ubuy,,

suivie d’une autre par rapport au 3-plan orthogonal & (u + v) :

(u® + vF) (up, + vp)

5+ :
h LT+
ouy=—u-v. On a donc
Loy = 00y + LFUI@ A W) o a (10)

1+~
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La 3-vitesse de F par rapport & F est 3% =y 1uFE,*, avec
Eor = (62 + (v = 1)Bab?)es” — vBaco”, (11)

ol B* = 8%/|B%|. Le 3-espace engendré par e,* est transformé par L
non en lui-méme, mais en celui engendré par E,*; c’est expression de
la relativité du 3-espace, i.e. de la non-invariance de ’hypersurface de
simultanéité.

D’autre part, eg - E, = —Eq - e, exprime que la 3-vitesse B gle F
par rapport & I est 'opposé de 5%, la vitesse de F' par rapport a F.

Transformation infinitésimale de Lorentz et transport de Fermi-Walker:

a) L(v,u) détermine une transformation infinitésimale lorsque v =
u+ du avec u-du = 0, assurant v-v = —1. Lorsque I'incrément du est
égal & uds, le point désignant d/ds et non plus d/dt, on a

deot = é,7ds = (Ukuh - Uhﬂk)eahdsa (12)

de telle sorte que L(u+1u ds, u) effectue une propagation de Fermi-Walker
des axes d’espace le long de la ligne d’univers {I,,} tangente & u*(s).

Un vecteur entrainé p* = p®e,* est transformé en p* + p*ds tel que

P = (P, — upa®)ph. (13)

b) D’autre part, soit L + Lds la transformation envoyant u + uds
sur v = Lu. On a
o = LRyl 4+ LFpuh =0, (14)

et
EJf=QF, B QFpl =0, (15)

ou
QF), = [0 up —vpu®) + (WP g, —up ) =y (o, —vpa®)]/(1+7). (16)
Un vecteur entrainé P* est transformé suivant

PF=QF,P" PF .= (6%, + vFu,) PP, (17)
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soit encore, en composantes physiques,

2
P*=QP, 0, = 11 S (BT = T7) (18)

on I = gFE,>,
Il en résulte que tout vecteur P entrainé avec F' (qu’il soit orthogonal

ou non ¢ u) subit le transport de Fermi-Walker suivant {l,}, et la partie
spatiale de son image subit la rotation Q%4 par rapport a (E,).

Le probléme de la rotation relativiste.

Rotation galiléenne et relativité resteinte:

On sait que la rotation uniforme de vitesse angulaire w autour
de T'axe des z (donc de vitesse v. = (0,wr,0)) dans un systéme de
coordonnées cylindriques (r, p, z) ne conserve pas la métrique de My;
I’élément linéaire par rapport a S

ds? = —(dz®)? + dr® + r2dp?® + d2* (19)

devient, lors d’'une transformation galiléenne de rotation (TGR), par
rapport au systéme tournant S’

!/

ds'? — —7_2((11‘0/)2 + Q%dgp’dxol T dr® 4 r2dy'? + d2"? = na’b’ealeb,,
(20)

avec 00 = v 1dz¥ + ywrdy’, 0% = (dr',yr'dy,d2'), et v = (1 —

w?r?/c?). On observe que 09" nest pas une différentielle exacte et que

do'? = na/ﬁﬂo‘l@/}/ n’a pas la forme euclidienne (92l = yr'dy’), ce qui,

semble-t-il, a convaincu Einstein de la nécessité de la géométrie non

euclidienne en présence des mouvements accélérés.

Faiblesses de la TGR:

(1) La limitation relatiste des vitesses (v < ¢) réduit le domaine de
validité de la TGR & r < ¢/w, ce qui, dans le cas d'un disque tournant,
réduit le rayon, et dans le cas des pulsars, limite la magnétosphere de
I’étoile par le “cylindre de lumiere,” ot wr = ¢. D’ou la recherche d’un
groupe de transformations conduisant a une dépendance non linéaire
entre la vitesse et la distance [14].
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(2) La compatibilité entre rigidité et rotation a fait 'objet de nom-
breuses discussions apres la remarque d’Ehrenfest suivant laquelle un
corps rigide ne peut étre mis en rotation, puisqu’un cercle de rayon con-
stant devrait avoir sa circonférence contractée.

(3) La non-covariance de 1’Electrodynamique par la TGR n’a
fort curieusement été considérée qu’avec la formulation du paradoxe
d’Oppenheimer-Schiff [29] (en 1939) : un condensateur chargé au re-
pos ne crée aucun champ a l'extérieur, par rapport a un observateur,
qu’il soit au repos ou en rotation. Quelques tentatives ont été effectuées
pour lever le paradoxe :

a) en introduisant & co6té du courant J dii & la rotation un courant
supplémentaire j d aux masses distantes, via la modification de la
métrique [29];

b) en faisant apparaitre un effet local non inertiel de la rotation sur
le champ électromagnétique [15,25];

c) en restaurant la covariance de 'Electrodynamique par 'usage de
la transformation instantanée de Lorentz T1L(a) ot ov = wr/c¢ [7];
ce procédé est incohérent car il admet a la fois la loi relativiste de
composition des vitesses, ’additivité des vitesses angulaires, et la
relation linéaire v = wr (c.-a-d. la loi galiléenne de composition des
vitesses).

(4) La rotation galiléenne, ou parfois la TIL, est également utilisée
pour rendre compte des caractéristiques du rayonnement des pulsars.

Dans les modeles de corotation [23,35] correspondant & des cour-
tes périodes (P < 1 sec.), les sources de rayonnement sont situées dans
une région de la magnétosphere de 1’étoile en rotation, voisine du cylin-
dre de lumiere, de telle sorte que les caractéristiques du rayonnement
apparaissent comme les effets relativistes d’une source en mouvement
trés rapide. Outre les faiblesses de la TGR, ces modeles nécessitent de
refermer a l'infini les lignes du champ magnétique pour éviter des pertes
d’énergie a travers le cylindre de lumiere.

Dans les modeles de magnétosphere tournante [2,24], adaptés a de
plus longues périodes, on considere la rotation d’une distribution rigide
de sources et de champs dans la magnétosphere, de telle sorte que
les grandeurs physiques soient constantes par rapport a l’observateur
en corotation (condition quasi-statique); le quadri-potentiel obéit alors
a une équation qui change de type (elliptique — hyperbolique) a la
traversée du cylindre de lumiere.
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Rotation relativiste:

Ces difficultés de la TGR peuvent étre surmontées et une alterna-
tive existe depuis que Trocheris [33] a découvert en 1949 une nouvelle
transformation pour le mouvement de rotation, en s’affranchissant du
caracteére non holonome du temps; cette transformation a été retrouvée
par Takeno [30] lors de son étude du disque tournant, en postulant une
loi de groupe pour ces transformations.

(1) La transformation relativiste de rotation (TRR) devant se
réduire a la TGR pour de faibles vitesses, Trocheris considere la transfor-
mation infinitésimale de Lorentz au voisinage d’un point P, correspon-
dant a la vitesse de rotation wr autour de I'axe des z :

dr' =dr ; d¢ =de— adx® (21)

dZ =dz ; da2¥ =da® — ardep,
ol @« = wr/c et ajoute a lexpression de dz®" le terme —2aq dr pour en
faire une différentielle exacte. Le générateur devient ainsi

2
Xa = (_2707 _:E070)7
C

et 'on a par intégration

r'=r ; ¢ =pcosha— (z°/r)sinha -

Z =z xolzxocoshafrcpsinha (22)
avec les conditions initiales » = const., z = const., at = ¢ = 0. 1l
est clair que cette transformation est locale, en ce sens que le systeme
transformé S’ est attaché au point fixé par les conditions initiales : S’ est
le repere instantanément 1ié au point tournant; ce n’est pas un systeme
d’inertie étendu lié au corps tournant. TRR(«) est bien la généralisation
naturelle de TIL(«) et se réduit & TGR pour o < 1.

Le générateur X® a été obtenu par Takeno en postulant que

a) les transformations forment un groupe;

b) n(w,r) := v/r coincide avec w pour des vitesses faibles;

c) les vitesses obéissent & la composition relativiste, et les n a la com-
position correspondante.

L’application qu’il en fait au disque tournant est cependant biaisée
par le fait qu’il a négligé de tenir compte de ce que r = const. lors de la
TRR [17].
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(2) On voit maintenant que la 4-vitesse u® est :
(cosh a, 0,7 sinh cv, 0)

et que v = ctanh o n’est jamais supérieure a la vitesse de la lumiere. La
vitesse angulaire de rotation

a abed

w® =%V oug = wi§ (23)

est un invariant conforme.

REMARQUE: On peut également concevoir que le corps tournant est
associé a la congruence a un parametre r des courbes tangentes a u®: le
repere de Frenet-Serret correspondant est

sinh o

E,* = (u* = cosha d§ + 05,n% = oy,
cosh « ' (24)
ba:SiHhOé58+ r (Sg,ca:(sg)

La TRR résout les difficultés soulevées par la TGR :

— La TRR conserve la métrique minkowskienne et ’espace local est
simplement euclidien.

— L’absence de limitation de la vitesse exclut toute restriction sur le
domaine de validité de la TRR et rejette le cylindre de lumiére a
Iinfini.

— La covariance de I’Electrodynamique est garantie [21] puisque le
systéme S du laboratoire et le systéme instantané de rotation S’
sont liés par une rotation hyperbolique; le paradoxe d’Oppenheimer-
Schiff est résolu de la méme maniere qu’avec TIL(«), sans toutefois
I’ambiguité de ’anholonomie.

— En Physique des pulsars, le rejet a 'infini du cylindre de lumiere
élimine toute les difficultés dies a cette notion:

a) Dans le modele de corotation, la source peut donc étre située
en un point quelconque de la magnétosphere; la largeur du faisceau est
généralement plus petite dans le cas relativiste et le flux d’énergie plus
important [19];

b) Dans le modele de magnétosphere en rotation, la TRR évite la
difficulté du changement de type de I’équation du potentiel [20].
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Précession de Thomas.

Considérons le mouvement d’un électron dans un champ électro-
magnétique F, et soit s* son vecteur de polarisation de Bargmann-
Wigner orthogonal & la quadri-vitesse u® de 1’électron, et tel que son
moment magnétique soit w* = (ge/2m)s*, ou g est le facteur de Landé.

La précession de Larmor par rapport au repere F' lié a eg = u est
donnée par

é% = _hachbdFdeb; hab = 5ab + uaub7 (25)

et le transport de Fermi-Walker correspondant & 4% = —(e/m)F%.u®
donne, d’apres (13),

e

Spw = v (u®Fy¢ — Fup)ues’. (26)

La précession totale est

§% = — - (gF® + (g — 2)FPulu,)sp. (27)
2m
C’est I’équation BMT, ou le terme di a la précession de Thomas provient
simplement du transport de Fermi-Walker de s®.

Dans les applications aux spectres atomiques, la détermination de
la précession se fait dans le systéme du noyau atomique [9,16] que nous
identifions maintenant & F associé & Ey® = v®. On obtient alors, en
utilisant essentiellement (18), que la précession totale est :

B? — (B,E)?
‘*’/\p = _(e/Zm)gx\pUg 1 —é% |
+(9—2)(e/2m)e* s (28)
2 o
77(8,(8,B)) o
—_— 4 ,E
" S 7(8, E)?]
ou (a,b)* = EO‘BWa,ng correspond au produit vectoriel habituel; en

outre, on a E* = F°0 et B = %EQBVFM, ot F* sont les composantes
physiques du champ électromagnétique par rapport au repere F; elles
sont données par F* = L L F°?.

La formule (28) rapportées aux coordonnés cartésiennes est celle que
I’on trouve dans les traités usuels; on en déduit que 1’énergie du couplage
spin-orbite est réduite par un facteur 1/2.
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On voit donc que la précession de Thomas résulte de la non-
équipollence des axes d’espace liés aux reperes F et F, ie. de la rel-
ativité de la simultanéité a distance. Aucun postulat supplémentaire
n’est nécessaire. Ce calcul illustre 'intérét des bases orthonormées pour
Iinterprétation physique en Relativité, quand on connait les paradoxes
et les assertions incorrectes qu’on a pu faire avec la seule utilisation des
bases-coordonnées.

Invariance relativiste de la section efficace.

Définition de la section efficace:

Considérons par rapport a S la collision de deux faisceaux de par-
ticules nf = (nou®)1 et n§ = (nou®)2. Le nombre dv de chocs dans le
volume dV pendant de temps dt définit [22] la section efficace o et s’écrit

dv = ovioning dV dt,

ou w19 est la vitesse relative de 2 par rapport a 1, et ny et ny les den-
sités des particules par rapport & S. Notons que o est aussi définie en
substituant a dv la probabilité de transition élémentaire.

L’invariance de dv, de dV dt, et de n*1n42 = ning(1—vi-vs) conduit

[

ovia(1 — vy -vy) ! = invariant.

La variance de o dépend donc de la définition adoptée pour la vitesse
relative.

Définition de la vitesse relative:

La définition relativiste vio = v en fait un invariant, avec

_ ‘Vl - V2|2 - (V1 N Vg)2
(1 — V- V2)2

2 —2
v =1 — (u®1Uq2)
On a alors
o(1 —vy-vy)~! = invariant.

La section efficace n’est donc pas a proprement parler un invariant rela-
tiviste.
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La définition vy = |v1 — va| = vitesse mesurée par un observateur
extérieur conduit, lorsque vi et vy sont colinéaires, comme dans le cas
du systeme CM du centre d’impulsions, a

o = invariant.

Il a donc paru “commode” & Mpller [27] et, & sa suite, aux physi-
ciens de la diffusion (“scattering”) d’utiliser cette pseudo-invariance de
o, le calcul des probabilités de transition étant souvent effectué dans le
systeme CM; d’autre part, ’expression de vz montre que cette définition
peut étre maintenue dans tout systéeme ot vi A vo = 0, i.e. dans tout
systeme dont la quadrivitesse est une combinaison linéaire de u®; et u®
[8].

Probléme.  La non-invariance relativiste de |vy — va| suffit cepen-
dant & constater que nhv],dV’ # nyv1adV par rapport aux deux systémes
S et S’ : le nombre de particules 2 mises en jeu dans la collision n’est
pas le méme dans les descriptions de la méme collision par S et S’!

De méme, dans ’étude de l'effet Compton inverse, on est conduit
[1,6] & attribuer & la lumiére la vitesse ¢ — v cos @ (sic).

Pourquoi, contre toute attente de cohérence, des raisons de “com-
modité” poussent toujours des physiciens a adopter la pseudo-invariance
relativiste de la section efficace, je crains fort que cela ne demeure
longtemps un mysteére du cheminement de la pensée en Physique
théorique.
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