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Algebres de Clifford tangentes

(lien entre les transformations de coordonnées et spinorielles)
Quadriques hyper spatio-temporelles

O. PENUISIQUE

Les Verdonnieres, Saint Macoux, F-86400 Civray

Introduction

L’analyse spinorielle a été inspirée de ’analyse tensorielle. Par ex-
emple pour la métrique on prend la métrique hermitienne des fonctions
d’ondes au lieu de la métrique d’espace temps. Avec 'usage de ces deux
métriques, on peut alors définir les dérivées covariantes, ainsi que les
transformations correspondantes dans les deux cas.

Ensuite on utilise simultanément ces analyses distinctes. On est
alors conduit, pour une écriture dans un systéme de coordonnées (spa-
tiales et spinorielles), a utiliser comme Bade et Jehle des indices latins
pour les coordonnées spatiales, et des indices grecs pour les composantes
spinorielles.

Le but de cet article est de lier ces points de vue en n’utilisant que
la métrique spatiale : ds®> = g;; dq* dgF. A cette fin on est obligé de
considérer les fonctions d’onde comme des fonctions a valeurs dans la
sous algebre paire de 'algebre de Clifford. Ce point de vue est celui de
R. Boudet et G. Gasanova.

Ce point de vue conduira “naturellement” a considérer les groupes
de jauge connus comme les groupes d’invariance d’une quadrique hyper
spatio-temporelle dont chaque coordonnées sera le “temps propre” S
d’une particule fondamentale. Ainsi lorsque cette quadrique sera de
signature (4++...4), elle sera compacte, et on arrive ainsi au fait que les
temps propres sont bornés ce qui est le dogme du confinement.



378 O. Pénuisique

I - Généralités

On se fixe un espace riemannien de métrique ds®> = g dq* dq®.
Les ¢* sont quelconques ¢ € [1;n] n € N. La signature de la forme
quadratique n’a pas non plus d’importance.

Le principe général de construction des algebres de Clifford est la
“linéarisation” d’une forme quadratique.

Pour les algebres de Clifford tangentes, au lieu de se placer dans

un espace vectoriel quelconque on se place sur une fibre cotangente. La

forme quadratique & linéariser étant le ds?, on a':

ds? = (v, dg*)? comme ds? = g;;, dq* dq* avec g; = gix on a :
Ve Vi + % Ve = 29ik
i€[l;n] (1)
Regardons l'effet des changements de coordonnées, soit : dq' =
O ¢ dg™* on a ) vl + v} v = 29}, le ds? étant invariant :

9is = 00" 08¢ gik (2)
Remarquons que si I'on pose 7, = (9,q")y; (1) est compatible avec (2).

IT - Changement de cartes

Supposons que g;; soit de signature constante sur la variété V. Soit
U}, les ouverts de recouvements de V isomorphe a des ouverts de R™ de
métrique g;.

On peut alors définir un faisceau de fibre ’algebre de Clifford de R™
de métrique g;x.

On notera la restriction & 'ouvert U par |U.

On a ainsi gy de méme que 7;y. Remarquons que l'on peut
définir les v,y comme combinaisons linéaires de matrices v constantes
(Verbein). Pour un autre ouvert W on a Gik|w et Yew

Reste a savoir Deffet sur la restriction UnW lorsque UnW # (). Soit
q‘ZU le repeére associé a U et q|’W celui de W sur UnW on dispose donc
de 2 repéres. On a :

Girtlw = Jap|v0id{y Ordly; (3)

L les “y” ainsi définis n’ont rien a voir avec les matrices de Dirac, peut étre
conviendrait-il de changer la notation.
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et
Yelw = YijuOkdfy (4)
Ces formules permettent de définir g;xjwnu et yejunw

Remarquons qu’au lieu de faisceau on peut parler de fibré de fibre
type algebre de Clifford. On peut définir alors les sections.

III - Section ou faisceau de Clifford

Ces sections s’écriront :

_ QJ1eeiJe 51 iq
S\U = Sil : ‘U’Y‘U ..... ’Y‘U’le‘U ..... ’Yj€|U

contrairement au fibre multilinéaire (tensoriel) les )y sont soumis aux
relations

TeluYilu T YU TklU = 29ikU
et
k ik
Nou = g\lUP)’ilU
g"[’j étant inverse de g,y ie : g‘i(’jgkew = 6¢. On peut également définir
une opération de contraction.

Remarquons notant T*V — V le fibré contangent on a en notant
® T*V— V le fibre tensoriel un morphisme de fibré :

™V 5 — TV

]

V &= |4

Seulement sur chaque fibre tensorielle on peut prolonger la structure en
une algebre universelle dite algebre tensorielle. Le passage au quotient
avec les relations 7;y; + ;v = 29:; donne le fibre de Clifford ou algebre
de Clifford tangente. Si les g;; = 0 on obtient le fibré extérieur.

Par conséquent, on voit que le fibré de Clifford offre une structure
différente de ’algebre extérieure.
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IV - Connections

Remarquons qu’une connection donne exactement, dans l’algebre
tensorielle, une dérivation. On pose donc :

VivSiwSly = V(88w = (vSS)w = (VivSiw)Sly + Sv viv Sly

La différentielle absolue étant djy S|y = 85 qu‘iU.

Pour garder le caractere universel de ’algebre de Clifford on aura :
Oi\u vk = F;‘kluyuw. Une connection aura donc le caractere universel

d’une dérivation 0;v, = Opys, Vki. 2
Dérivant (4) par rapport a 9;) on se rend compte que les F;'Lkl y sont
exactement les symboles de Cristofell ce qui justifie la notation. En effet
on a:
20110 9aplU = YalU (Okju¥piv) + (OkjuYalv)Vsiv + Vv (O uTkv)
+ Ok uYalv) + (Orju B0 ) YalU
= YTk Vev + Dhajo V3107810 + V810 Vil
+ F?cB\U%\U'YulU
= FZﬁ\U(%\U%\U + Vil Yau) + Fia|U(’7j|U’Yﬁ\U + YplUY|U
= Digjubailt + Dho9ssiu par (4)
donc 28k|Uga5‘Ugai|UF};mU—&—ggjwfiaw ce qui est le systeme d’équations

donnant les symboles de Christoffel.

Soit ajy = O‘|iU7i|U les an étant des fonctions scalaires. (champs

scalaires)
Ojvau = (3i|UOf|JU)%'|U + anrfj\U%w
= (8ia\jU + ngwa\kU)W’le
Plus généralement les composantes S;, ... iqwj Lede e S|y se “dérivent”

comme les composantes d’un tenseur.

2 Cette condition, dite d’intégrabilité, indique, suivant le point de vue, la tor-
sion nulle d’un espace riemannien, ou le théoréeme de Schwarz sur la commu-
tativité des déruvées, ou encore une condition de cyclicité dans une homologie
ad hoc.
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Remarquons qu’alors 8i|U‘w — 8““’\0 # 0 : la différence étant
précisément de termes de potentiels.

Ainsi les potentiels apparaissent lors des changements de cartes.
Une variété a une carte est isomorphe a un ouvert de R™ il n’y a donc
pas de potentiels.

V - Fonctions d’onde. Représentations

On construit le fibré des fonctions d’onde comme étant le sous fibre
du fibré de Cliffford de fibre type la sous algebre paire. Une section
fonction d’onde s’écrit alors :

) . ” .
\I]|U = P iq\Ujl ]l'yiuu ~~~~~ '\/iq\Ufy-‘]U ----- '7]71 l+q¢=2kkeN

U

Reste alors a écrire les ;... iqj 7€ sous forme d’'un hyperspineur &

une colonne.

On suit une méthode inspirée de G. Casanova et Bennet et Tucker
localisée sur un ouvert U. La forme quadratique sera d’abord de signe

Soit donc : @ (q) = E?:l(qu)z ona: ®f = (¢"™V" + & notant
ai(n) les générateurs de 1'algebre de Clifford de ®;} on pose:

a1+1(n+1)_<0_ 8) , ai(nﬂ)_(a&n) “ié”)> k<n

—1

de méme pour ¢,

a“””(nﬂ):(i OZ.> : a’i(n—l—l):(ak(()n) akém) k<n

o

les a_ étant antihermitiques a étant hermitiques. Remarquons qu’avec
une forme (+ - —+....—+———+4+.....)ona:

at™(n+1) = % (_éijFiii) —é;ii))
“ a"(n+1) = (ak((Jn) ak(g”)> b=



382 O. Pénuisique

soit un41 un vecteur unicolonne définit par récurrence par : wup41 =

Un

0 le spineur unicolonne sera définit par : ¢, = ¥ - |u — uy,

Les ;1. 4ok 6tant 27! nombres réels formant les composantes de V.

Cette transformation W, — ¢, est linéaire. Si n = 1 I'algebre de
Clifford est de dimension 2 ’algebre pair de dimension 1 donc si ¢; est
un élément de l'algebre de Clifford.ciu; = 0 — ¢; = 0 on prendra
uy = 1. et ¢q sera vu comme un nombre complexe.

Supposons donc que c,u, =0 — ¢, = 0 s0it ¢, il s’écrit sous

forme matricielle
. ic,  cp
1= .
et Cn id,

o 0 en +ic),
T\ e, +id, 0
0
Cnt1lintl = (cn +ich)u

)
ichu
_ n-n
Cn+1U =
n+1Un+1 (Cnun>
dans le premier cas 'algebre de Clifford étant prise sur les réels on a :

ey, = 0 et ¢l u, = 0 (dans le second c’est clair) et donc par recurrence
en =¢, = cpy1 = 0.

ou

ou

Comme les dimensions correspondent on a un isomorphisme entre

les spineurs complexes unicolonnes & 272 lignes et les algebres paires
de dimensions 2"~ 1.

VI - Transformations spinorielles

Si n est pair lalgebre de Clifford est simple (Bennet et Tucker).
D’apres le théoréme de Skolem-Noether, comme sur UnW les
se changent en ~y,: ils induisent un automorphisme, tout auto-
morphisme peut se déduire d’'un automorphisme intérieur : donc
Yiju = A}f%—‘vAZ’_l.Ag joue donc le méme role qu’une transformation
spinorielle, de plus, au niveau des fonctions d’ondes elle est exactement
une invariance de jauge.
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VII - Quadrique hyper spatio temporelle

Meétrique fondamentale : considérons n particules chacune ayant
son espace temps propre. Son temps correspondant a son temps de
vie (dans le cas des vitesses faibles par rapport a la lumiere), les trois
coordonnées d’espace correspondent a sa localisation dans un repere o,
X, y, z. Remarquons que cet hyperespace a 4n dimensions donc est de
dimension paire pour n’importe quel nombre de particules. On pose
alors pour la métrique fondamentale :

d52 : Grsgik’dql (T)qu(s)

ik variant de 0 a 3 et r et sde 1 a n.

Les g;; définissant la métrique spatio-temporelle usuelle.

Posons ‘dq(r) = (dg°(r),dq'(r),d¢*(r),dg*(r)) et g = [gi] la
métrique ci-dessus s’écrit :

d32 = GrstdQ(T)gdq(S)

G,s symétrique rs variant de 1 a n.

Si I'espace temps est quasi plat soit 'y = (70,71, V2,73, ): matrices

de Dirac. Soit donc :
ds” =" ~ydq(r)
on a :
ds"ds® = 'dq(r)gdq(s)
et donc :
ds® = G,sds"ds®

par analogie on peut prendre s” comme temps propre de la r-éme par-
ticule.

Dans ce cas l'algebre de Clifford sera 1’algebre produit tensoriel de
I’algebre de Clifford de I'espace temps avec une algebre de Clifford d’un
espace de dimension n (dont les générateurs seront notés aj.....a, et
aras + asa, = 2G,). En effet, calculons donc [a,v,dg" (r)]?

[ardg® (r)]* = aryrasyidg® (r)dg' (s) = arasyryidg” (r)dg’ (s)
par définition de ’algebre ®, produit tensoriel des algebres.

[a,vedg” ()] = aras[yyidg” (r)dg' (s) +7 dg’ (r)dq’ (s)+vevidg® (r)dg’ (s)]
—_—————

k<i k>i
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= giiarsasdq’ (r)dq' (s) + aZ[veyidg® (r)dq' (r) +vkyidg" (r)dg’ ()]
k<1 k>t
+ aras [Yevidg® (r)dg' (s) + yevidg® (r)dq’ (s)]
r>Ss k<i k>1
+ s id k d 1 id k d 7
aras [Yividg" (r)dg'(s) +yividq” (r)dq' (s)]
r>s k<t k>1
= giiaTanqi(r)dqi(s) + 2afgikqu(r)dqi(r)
+ (aras) [vevidg" (r)dg’ (s) + evidg® (r)dq’ (s)
——

r<s k<i k>i
+idg" (s)dg' (r) + yyidg” (s)dg’ (r)]
k<i k>i
[a,vkdg" (1)) = giarasdg' (r)dq'(s) + 2a7 gindq" (r)dq' (s) +
k<i
+(aras)[2gidg" (r)dq' (s) + 2gridg" (r)dq'(s)]
= gisarasdq'(r)dq'(s)
= giiGrsdqi (r)dqi (S)

car la métrique est quasi plate.

Seuls les coefficients G, ont de I'influence. Et donc [a,y,dg"(r)]? =

ds?.

Définissons donc '’hyperquadrique : mnous prendrons s® comme
temps propre de la keme particule et s° comme un parametre. Soit A
une matrice symétrique d’ordre n on définit cette hyperquadrique par s?
+ YA = r2 la métrique induite dans R"*! sera ds? = (ds®)? +! duAdu
avec ' = (s',s?%,...,s") et d'u = (ds'.....ds™).

Cette quadrique est une variété riemanienne de dimension n (en les
s) et il faut au moins deux cartes locales pour pouvoir la représenter.

VIII - Premier systéme de cartes (projection stéréographique)
U

1§ /1 — ugu

"o

Ut =g"(u) =
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_ _ u
U ZQ(U)Z—M
1+,/1- tdu

o]

Posons

tUAU
H=[1+—7—]"
o

i =2HaU = F(U) = 2UH

- 2U
groF(U) =
1+ UAU 4 ‘1 B tU,;xU’
L) L)
Ui — T%U:F
tUFAU*

Cette derniere formule étant le changement de cartes il est clair que cette
fonction est involutive.

Un calcul montre que

12H
ds* = 4H*[d'UAdU + ——("UAdU)?]
"o

SitUAU < 13 ona H ~ 1 et (*UAdU)? < r3tdUAdU et donc ds? ~
4d*U AdU on voit alors A ne renferment que des constantes (les G..¢ sont
constants) et lespace est plat.

Autrement dit les n particules forment un espace plat pour les U
petits devant rg, elles sont donc libres a petite distance. C’est la liberté
asymptotique. 7y est donc le rayon nucléaire voisin du fermi et le temps
nucléaire =2 est de l'ordre de 1023 secondes.

A trés grande distance f’UT# > 1 H < 0 et donc ds? ~ 0. Leffet
0

maximum se produira pour ‘UAU ~ r3. Dans ce cas les deux cartes

locales se recouvrent. Notons W1 et W~ les ouverts correspondants les
P . .. , X
dérivées 8”W\tv - 8”W\;v ) # O et méme > 0 dans ce voisinage c’est la
ou on a un maximum de potentiel (potentiel nucléaire).
Remarque : ici localement 0;jyy+ s’écrivent 0w+ = yk%. Pour
un autre systeme de cartes les choses sont encore plus étranges.
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IX - 2éme systéme de cartes (angles d’Euler)
On a toujours (s°)? +f uAu =12 et (ds®)? +! duAdu = ds* on pose

W= (9, sh....,8") et S = ((1) 1(31 tdw = (ds®,ds',ds?, .....,ds™) on

obtient alors : 'wSw = r2 et 'dwSdw = ds*.

Remarquons que S est symétrique. On peut, suivant la sig-
nature de la forme quadratique définie par S, et par le procédé
d’orthonormalisation de Graham Schmidt trouver une base de vecteurs
constants : €11, €p, ....., €1 tels que t¢;Se; = (£1)d] le £ dépendant de
la norme du vecteur suivant la signature.

Supposons par récurrence ’existence d’une suite w; de vecteurs tels
que tw;sw; = T(2) et w; combinaison linéaire de e;,¢;_1, .....e1 les w; étant
définis par : w;y1 = aregeiy1 + Bw; on a donc twi+1SWi+1 = 1"8 par
I’hypothese de récurrence et donc

Harpei1+Bw;)S(arge; 1 +Bw;) = 7"3042Sei+1+52twi5wi = r%[:ﬁ:a2+ﬁz]

car e;y1 et w; sont orthogonaux et tw;sw; = rg et donc 1 = B2 £ o2

suivant le signe de la norme de e;; on posera donc : C(p;+1) = B et

S(¢i+1) = a avec la convention :
C((Pi-i-l - C.OS Pit1 si {t€i+156i =1
S(pit1 = sinpipq

et
Clpit1) =chpiv1 . 4
si eir15¢ei1 = —1
{ S(piv1) = shpit1 UeinSein
donc
wit1 = roS(@it1)eit1 + Clwip1)w;
et
tdwi+15dwi+1 =

HxroC(piv1)dpivieivt £ S(iv1)dpir1wi + C@ip1)dw;)S( )
="+dpis1[roC(@it1)eir1 + S(pir1)wi] + Clpiv1)dw;]S[ ]

les e}, étant orthogonaux ‘e; 1 sw; = 0 d’autre part les e étant constants
dw; est une combinaison linéaire des e;,e;_1,...e; donc te;1.Sdw; = 0.



Algebres de Clifford tangentes 387

Dautre part puisque ‘w;Sw; = r3 on a 2'w;Sdw; = 0 car S et ro sont
constants donc

w1 Sdwi g = rgdei [£C? (iv1) + 52 (pir1)] + C*(@is1) dw; Sdw;

= iT%d(p?+1 +C? (<,Oi+1)tdwi5dwi

donc en résumé :

wiy1 = 10S(Piv1)ent1 + C(piv1)w;
tdwi+1dei+1 = :|:T(2)d(p12+1 + CQ(cpiH)tdwidei

On a pour vecteur w en fait w, 41 et par récurrence :

n n

ds* =13y (+) [ Clei)?der
k=1 e=k+1

en posant [[7_, ., C(gi)? =1 et ‘wSw = r§.

Remarquons qu’un groupe d’isométrie opere sur cette quadrique:
c’est O(S) qui opere également sur les coefficients du ds? par les an-
gles ¢; (angles d’Euler). Remarquons qu’il y a différents domaines de
cartes. De pus si S est de signature (+++.....4+4) les C(p;) sont des
cos; les domaines de cartes sont [0,27[x [0, 7[*"!. Remarquons que
n’importe quel intervalle translaté (mais de méme rayon) convient. Nous
obtenons donc différentes cartes. Le groupe O(S) modifiant les angles
; fait passer d’une carte a une autre et fait donc apparaitre différents
potentiels. Remarquons que ce phénomene est analogue a l'invariance
de jauge.

Remarquons ensuite que Uaction de O(S) est un changement de
coordonnées, qui induit d’aprés le paragraphe 6 une transformation
spinoriele et cela de maniére naturelle (homomorphisme).

Par conséquent, les groupes de jauge pourraient étre les groupes
d’invariance de quadriques dont les degrés de liberté seraient le temps
propres de certaines particules.

Remarquons encore que si S est de signature positive (quadrique
compacte) on a une périodicité aux niveaux des angles. Autrement dit
le comportement est similaire modulo des périodes. On a une structure
de revétement. Les fibres étant discretes elles doivent correspondre & cer-
tains types de générations de particules. En fait, méme si la signature de
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la quadrique est quelconque on a la symétrie des angles ¢; — —p;. On
a donc déja un revétement a 2 feuillets. Il serait séduisant de considérer
un des feuillets comme leptons 'autre comme des quarks. De plus ici,
vu que l'on se place dans une algebre de Clifford, produit tensoriel des
algebres de Clifford spatio-temporlles avec une autre, on ne considere
que des particules de Spins demi entiers.

Remarquons enfin que si ¢; < 7, C(p;) ~ 1 et ds? ~ 13> £dp?
I'espace est plat dans le cas d'une dimension indépendante ds? = r2dp?
donc on a s = royp et s; = rop;. Siw; <[] j—g < 1 et I'espace est quasi
plat. On réobtient la liberté asymptotique.

X - Conclusion
Soit V;(r) les différentes “dérivées”. L’équation de Dirac s’écrit :

v—1mge

@7 V() +

N =0 — [y (@ Vi(r) + V=I5 = 0
posantD; = a"V;(r) on a
Y D; + \/—1%]\11 =0

o)
ST

des temps propres. On a [a” agr + V—172¢]¥ = 0 équation en valeur
propre mg ce qui donne les masses propres des différentes particules.

dérivées

d’autre part on peut considérer au lieu des a”"*V;(r) les a”

Remarquons que ces équations sont invariantes par les transforma-
tions de Lorentz. La données d'une quadrique permet de définir le
dogme de confinement d’introduire un rayon 7o, de démontrer la lib-
erté asymptotique, d’introduire des groupes de jauge comme invariant
de cette quadrique.

Remarquons que I'on pourrait pour définir le dogme de confine-
ment et un rayon ry voire méme la liberté asymptotique introduisant
n’importe quelle variété compacte muni d’un ds?. Seulement les groupes
d’invariance (ceux des translations) ne seraient pas sensés avoir une
structure aussi simple que les groupes orthogonaux.

De plus, c’est par changement de cartes que les potentiels ap-
paraissent : d’ott 'importance des conditions globales (ou invariances
topologiques).
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Remarquons également que ces conditions apparaissent dans 'effet

Abramov Bohm et dans I’existence de monopoles magnétiques.

Le choix de la quadrique se fait également par volonté de simplicité

(la sphere est le 1¢” exemple de variété) notamment pour le calcul des

Gik-

Les représentations des groupes de jauge apparaissent alors na-

turellement par la considération de ’algebre de Clifford associée.
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