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Les symétries P, T, C, les solutions a énergie négative
et la représentation des antiparticules
dans les équations spinorielles
(Partie II: équations non linéaires)

GEORGES LOCHAK

Fondation Louis de Broglie 23, quai de Conti 75006 Paris

Cet article est dédié a la mémoire de Louis
de Broglie a l’occasion du diziéme anniver-
saire de sa mort

RESUME. On examine les symétries P, T, C [1] d’équations lagrang-
iennes invariantes chirales et & masse non linéaire, comme celles
de Heisenberg, Finkelstein, Rodichev, ou du monopole magnétique
(étudiée par l'auteur): elles ont les symétries P et T' mais pas C,
elles violent le théoreme C, P,T et n’ont pas de paires particule-
antiparticule de charges électriques opposées. Seules les paires
magnétiques gauche-droite subsistent. En outre, ces équations vio-
lent en général la loi de Planck, elles propagent des ondes qui ne sont
pas des ondes de de Broglie et leur limite de 'optique géométrique ne
se raccorde pas a la mécanique classique. Elles s’écartent résolument
de la mécanique quantique et ne peuvent étre fécondes que dans des
voies entierement nouvelles.

ABSTRACT. We examine the P, T, C' symmetries [1] of chiral invari-
ant lagrangian equations with a nonlinear mass term, like Heisen-
berg, Finkelstein, Rodichev equations, or the one of a magnetic
monopole (given by the author): they have P and T but not C
symmetries, they violate the CPT theorem and have no particle-
antiparticle pairs with opposite electric charges. Only remain mag-
netic left and right pairs. In addition, such equations generally vi-
olate Planck’s law, they propagate waves that are not de Broglie
waves and they are not connected with classical mechanics at the
geometric optics limit. They resolutely move away from quantum
mechanics and can be fruitfull only in entirely new ways.
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1. Introduction.

Nous voulons étendre aux équations non linéaires notre récente
étude sur les symétries P,T,C [1]. Sans prétendre, cela va de soi, a
I’exhaustivité nous nous bornerons aux équations lagrangiennes rela-
tivistes dont seul le “terme de masse” (et non pas la partie différentielle)
est affecté par la non linéarité. Nous nous arréterons plus longuement
sur celles qui possedent I'invariance chirale. Mais, avant de poursuivre,
nous voulons faire une remarque générale sur les équations non linéaires
en mécanique quantique, qui paralt avoir été négligée jusqu’ici. Nous
partirons d’une question simple: quelles sont les conditions qui perme-
ttent a l’équation de Dirac de satisfaire aux principes généraux de la
théorie des quanta et de se raccorder avec la mécanique classique a la
limite de 'optique géométrique? Considérons donc I’équation:

. €
T (5‘u Z—A#)z/}+/€o Pp=0;

he - (1,1)
(zp = {zp yict} ; Ay ={A,iV}; kg = —>)

h
. 0 Sk X o i
Ve =1 <_Sk 0>7k_72737

(I 0 ) . (0 I
Y4 = 0 —I 3 Y5 = V172734 = I 0

ou les A,, sont les potentiels de Lorentz et s;, les matrices de Pauli. Nous
I’écrirons aussi en représentation de Weyl, qui ne nous est pas nécessaire
dans I'immeédiat mais qui nous intéressera plus loin car elle fait apparaitre
les composantes chirales du spineur de Dirac:

(1,2)

1/)—>U1/)—(§> §U:U71:% (va+ 75)

(1,3)
UyU ==y Ul 7H= 755 UsU 7= g
(c’est le fait de diagonaliser 5 qui caractérise la représentation)
12 _sVig (V+s.A)E+irgn=0
(1,4)

[%%+s,v_ié(V—s.A)]n+iHo520? (Ko = mﬁ)c)



Les symétries P, T, C, les solutions a énergie négative. .. 189

Pour voir comment ’équation de Dirac rend compte de la loi de Planck,
nous écrirons le lagrangien:

L= hc{m (;[aum;A#)www} : {[0]= (0 =) — (< )}

- e ( (0] - nV) £—¢ts. (; V] + ’th) ¢
+n" ( 0] - wV) n+n's (1 V] + Z’eA) n+iro (EFn+n0*¢) }
2c he 2 he
(1,5)
ce qui définit le tenseur d’énergie-impulsion et donc la densité d’énergie:

w = a(a 1/,) (0n)) + (&E) % -L

By 0+ 06 el + sty O + O iy I

1,6

Comme L = 0 en vertu des équations du mouvement (nous reviendrons
sur ce point), la densité prend la forme:

= & @0~ 0TY) = o {(€70E ~ E” &) + (o — ')

(1,7)
Prenons alors une solution stationnaire:
v =€ (r) (1,8)
La densité d’énergie correspondante sera:
w=¢T¢ hw=(EY+nTn) hw (1,9)
et si 'onde est normée nous trouverons, en intégrant sur l’espace:
E = hw (1,10)

ce qui montre que la loi de Planck est contenue dans ’équation de Dirac.

Calculons maintenant les ondes planes a partir de (1,4) en I’absence
de champ extérieur, soit:

i(wt—k.r) .
)

E=ae n = betwt=kr) (1,11)
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ol w, k,a et b sont constants (a et b sont des spineurs). Il vient:

(2 +sk)a+rob=0

(1,12)
(% —s.k)b—i—moa =0
L’annulation du déterminant donne la relation de dispersion:
2 2
(ﬂ) =k +ko?; w=2mv; k= (;) n (1,13)
c

(v = fréquence; A = longueur d’onde; n = vecteur unité).

Multiplions la phase de I'onde (1,11) par la constante de Planck et
nous aurons, compte tenu de (1,10):

hwt — hk.r = Et — (i\l) nr (1,14)

Or londe plane est, par définition, dans le domaine de l'optique
géométrique. Nous trouverons donc le raccord avec la mécanique clas-
sique en identifiant cette phase a l'intégrale d’action de Hamilton, ce qui
impose que fik représente un moment de Lagrange p, d’ou la formule de
la longueur d’onde de de Broglie:

A= — 1,15
» (1,15)

Celle-ci est donc incluse, comme la loi de Planck, dans 1’équation de
Dirac. Enfin, multiplions la loi de dispersion (1,13) par h* en ten-
ant compte de (1,15), et nous trouverons l'expression de 1’énergie, d’ont
I’équation de Hamilton-Jacobi et le raccord avec la mécanique classique
(en exprimant F et p comme gradient d’univers de I’action):

B\ 2
(c) =p® +mac? (1,16)

La remarque que nous voulions faire est la suivante: pour retrouver
ces résultats, nous nous sommes tout le temps servi de la linéarité de
l’équation de Dirac. En effet, pour trouver la loi de Planck, il fallait que,
dans la formule (1,6), le lagrangien soit nul en vertu de ’équation du
mouvement, ce qui est une conséquence de la linéarité de I’équation, donc
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d’un lagrangien quadratique. On trouve donc la formule (1,9), mais celle-
ci contient une densité: pour obtenir la loi de Planck, il faut I'intégrer
sur ’espace et I’onde doit étre normée: autre conséquence de la linéarité.

On pourrait penser qu’une équation linéaire n’est pas nécessaire car
il suffit qu’elle soit homogéne de degré un pour que I’onde soit normable
et que le lagrangien - homogene de degré deux - s’annule pour toute
solution de I’équation. C’est vrai et nous en verrons un exemple plus
loin (au A4) mais cela ne suffit pas pour trouver la longueur d’onde de
de Broglie car, pour que la formule (1,15) ait un sens, il faut: 1) que
(1,13) soit la loi générale de dispersion déduite de I’équation des ondes et:
2) qu'elle s’identifie (3 h? pres) & Pexpression (1,16) de D’énergie, pour
retrouver 1’équation de Hamilton-Jacobi. Or (1,16) nous est imposée
par la relativité et si la loi (1,13) la rejoint dans le cas de ’équation de
Dirac, c’est que celle-ci donne par itération I’équation de Klein-Gordon,
laquelle a été construite sur (1,16): la coincidence n’était donc pas for-
tuite, elle était préétablie! Mais il est clair que cela n’arrivera pas avec
une équation non linéaire parce que la loi de dispersion sera différente
et nous verrons, dans ’exemple d’équation homogene que nous citerons,
que celle-ci possede certaines solutions qui satisfont a la condition, mais
pas toutes: la solution générale ne se raccorde pas avec la mécanique
classique et ne donne pas I'onde de de Broglie.

En outre, pour étre en accord avec les principes de la mécanique
quantique, la loi de Planck et 'onde de de Broglie ne suffisent pas. Il
faut encore le principe de superposition qui joue un role essentiel dans
les calculs d’interaction, or ce principe sera évidemment faux pour une
équation non linéaire, sinon asymptotiquement dans des régions de tres
faible amplitude de l'onde et & condition que les termes non linéaires
s’y affaiblissent: c’est la-dessus que comptait Louis de Broglie dans sa
théorie de 'onde & bosse, dont le but était de décrire le lien entre 'onde
et le corpuscule en représentant ce dernier par une région intense de
londe.

Donc nous pouvons dire qu’en général, lorsqu’on cherche des
équations d’onde non linéaires, on s’écarte de la mécanique
quantique et méme du raccord avec la mécanique classique. Il
serait naif de chercher une mécanique quantique non linéaire qui remplac-
erait celle que nous connaissons. Les équations non linéaires racontent
une autre histoire et leur raccord avec la mécanique quantique, ou clas-
sique, ne saurait étre qu’asymptotique voire impossible: leur recherche
n’a de sens que si I'on chasse sur des terres étrangeres, sur lesquelles la
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mécanique quantique ne s’aventure pas, telles que la structure des par-
ticules, le lien entre I'onde et la particule, la description des transitions
quantiques, etc (ce dernier probléme est méme non lagrangien et sort du
cadre de cet article).

2. Les grandeurs tensorielles définies par un spineur.

Pour trouver la forme générale du terme de masse non linéaire, il
faut chercher tous les scalaires définis par un spineur. Or il n’y en a que
deux, auxquels tous les autres se raménent. En effet, I'algebre de Clifford
projette les formes bilinéaires du spineur sur 16 grandeurs tensorielles
qui s’écrivent, en représentation de Dirac:

971 =@¢ ; J;L = i@’ﬁﬂ/) ; M;w = —i@%%ﬂb ;

— — (2,1)
Y ==y s s Qo = —ihyst

ou 2 est un invariant relativiste, 02 un pseudo-invariant, J, un vecteur,
¥, un pseudo-vecteur (nous verrons de plus pres ces symétries) et M,
un tenseur antisymétrique. En représentation de Weyl, on a:

D =&n+nte; Q=i —nT ; (AU +Q°=4(¢Tn) (nTE))
Ju={Ja, I} ={i (7¢+ ntn), —(EFsE—nTsn)}
S ={%4, S} ={i(&¢—nTn), —(EFs¢+ntsn)}

My = {Mja, My} ={(€"sn—n*s€), (§7sn+n"s8)} 2.
2.2
ce qui fait ressortir deux vecteurs chirauz isotropes ([1] et [6]):

X, ={i&"¢ —€ts¢} Y, ={intn, ntsn} (2,3)

qui s’échangent par parité et par conjugaison de charge (voir plus loin
Tableau 3), et qui vérifient les relations:

Ju=X,+Y,; ¥, = X, -Y,;

(2,4)
X, X,=0;Y,Y,=0; X,Y,= —3 (9} +Q3)

D’apres les identités de Pauli-Kofink ([2] & [5]), toutes les contrac-
tions des grandeurs tensorielles qui produisent des scalaires se ramenent
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aux invariants de Lorentz €); et Qs:
—JuJ,=%,2,=0+03; J,8,=0
My My, =2 (93 = Q32) 5 MM, =40,
My = 0%, S, My = Qody 5 JuMy = 0%, 5 .M, =0,

= JS M, =0 (02 + QF) ; 5, M, = Q) (02 +Q3) .
2,5

3. Forme générale du lagrangien (interaction électrique).

Pour une charge électrique, la forme générale du lagrangien est
évidente:

Le :LD + heF (Ql, Ql)
i (331)

:nc{qm (; 0] + AM) VA4 F (1 Ql)}

ou Lp est la partie différentielle du lagrangien de Dirac et F/(21,Q2) une
fonction pour I'instant quelconque, de dimension L~'. Insistons encore
sur le fait que, d’apres (2,5), le terme non linéaire F'(q,s) est le plus
général possible (sans dérivées) et qu’il comprend tous les termes de la
forme:

F(J,J,) s F(,%,) ; F(Mu,M,,) ; F(J,5,M,,) etc (3,2)

4. Les équations invariantes chirales.

Nous définissons 1’ “invariance chirale” par la loi de jauge globale
suivante, dite “jauge de Touschek”:

Y — €592 (9 = Cate) (4,1)

Elle a été introduite en théorie des particules élémentaires par
plusieurs auteurs, dont Touschek [6], Pauli [7], Giirsey [8], Heisen-
berg et al. [10], mais elle n’a été considérée, en général, que de
fagon formelle, alors qu’elle a une signification a la fois géométrique et
électromagnétique. Commencons par la géométrie. En représentation de
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Weyl (1,3), oll 5 est diagonale, (4,1) se scinde en deux tranformations
de phase, avec des signes opposés sur £ et 7:

£ —=el 2 s e 10 (4,2)

I s’ensuit que, dans (2,2) et (2,3), les grandeurs tensorielles dans
lesquelles £ et 1 ne se “croisent” pas, se conservent dans la transforma-
tion:

Xy =X, Y, =Y, Jy—=J,; ¥, =3, (4,3)

tandis que les grandeurs dans lesquelles £ et 1 se “croisent”, tournent
d’un angle 6. En particulier, le “plan chiral” construit sur Q; et s
tourne de 6. On trouve en effet [11]:

Q4 cos & —sinf Q
= . 4,4
<Q'2 sinf cos 8 Qy (4.4)
Ce plan est “chiral” parce que, {2; étant un invariant et 23 un
pseudo-invariant, la rotation change de sens avec la parité, si bien que

I’angle 6 est un pseudo-invariant. Si on définit des coordonnées polaires
p et B (ot p est un invariant relativiste et 8 un pseudo-invariant):

Q
_ 2 2 _ \/ﬁ _ 242
=+ 05 =2V(En) (7€) B = Arctg o (4,5)
la transformation (4,1) ou (4,2) se raméne & une rotation du plan chiral:
p=p+0 (4,6)

Les équations invariantes chirales dérivent donc d’un lagrangien in-
variant par rotation du plan chiral; le terme non linéaire ne dépend pas
de (5 et est fonction du rayon p seul:

P, o) =F (8408 ) = F (V@D ) = F o) (41)

Pour trouver les propriétés électromagnétiques de la jauge chirale, nous
introduirons la loi locale suivante [11] et un pseudo-vecteur potentiel B,

¢ — €592 . B, — B, + 0,0 (4,8)

L Cet angle était désigné par A dans mes précédentes publications, ce qui
serait ici une source de confusion avec le potentiel A de Lorentz.
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Comme 6 est un pseudo-invariant, 9,0 est un pseudo-vecteur, comme
B,.
L’équation linéaire suivante est invariante par cette loi de jauge:

Yo (O —g7:Bu) =0 (iBy = (B; iW)) (4,9)
Elle a été étudiée dans [11]. C’est ’équation d’un monopdle magnétique.
La charge magnétique g est ici un invariant vrai et non un pseudo-
invariant, contrairement & ce qui se passe dans d’autres théories?. Le
terme de masse est nul en raison de la loi de jauge, de sorte qu’en
représentation de Weyl, I’équation se scinde en deux équations séparées
gauche et droite:
[0 —sV—iLZ(W+sB)] &=
(4,10)
(12 +5V+il(W-sB)|n=0
Ces équations conservent les courants chiraux gX,, et gY), qui sont
des courants magnétiques (gauche et droit). D’apres (2,4), le pseudo-
vecteur X, est du genre espace et égal a la différence entre X, et Y),
(J,, est du genre temps et égal & leur somme). Le lagrangien de (4,9) et
(4,10) s’écrit:

Ly = hegry (5 [04] — 4 75Bu) W
G LP)l-EW)E—¢ts (5[VI+ £ B)¢

(5 ¢ 0]+ W)n+ nts (5 [V - 5% B)n o

N[

he

et le lagrangien non linéaire le plus général est [11]:

Lm =hc |:¢7u (; [aﬂ] - % ’75Bu> ¢ + F (p):l

=C{e+( o~ L w)e-cs (3IV+ L B)e

9w
he
+n+( 0] + hi )n+n8( [V]—F‘?CB>’7+"F(P)

(4,12)

2 La chiralité du magnétisme ne se trouve pas dans la constante de charge, qui
est un scalaire, comme toutes les constantes physiques, mais dans 'opérateur
de charge G = g7s.
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ol p est donné en (4,5) et F(p) est une fonction de dimension L~1.

7

L’équation qui en dérive s’écrit, en représentation de Dirac:

9 W =iy
FYM (au hCrY5BH) w + K (p) \/m Q/J - O (4)13)
avec:
_ dF (p)

et, en représentation de Weyl:

196 —s.VE—if (W+sB)E+in(p)/Lrin=0
(4,15)
101 1 sV + i (W —s.B)n+ix (p) %5:0

Ce sont les équations spinorielles non linéaires les plus générales d’un
monopdle magnétique. On remarque que le terme de masse de chacune
des équations (4,15) a la méme phase que le terme différentiel correspon-
dant, ce qui montre une indépendance de phase entre les composantes
chirales £ et 7 qui n’existe pas dans I’équation de Dirac (1,4). Ce degré
de liberté supplémentaire provient de l'invariance chirale, que 1’équation
de Dirac ne possede pas, et cela introduit entre ces équations et celle de
Dirac une différence fondamentale: il s’ensuit, en particulier, que (4,13)
ou (4,15) conserve le magnétisme, alors que I’équation de Dirac (1,4) ne
le conserve pas, du moins en général®. On comprend que, méme si I’on
introduit dans I’équation de Dirac un terme d’interaction magnétique,
elle ne représentera pas un monopole (sauf cas particulier); inversement,
si 'on remplace 'interaction magnétique par une interaction électrique
dans une équation du type (4,13) ou (4,15), elle ne représentera pas un
électron, malgré des ressemblances [15], [16].

Voyons maintenant deux cas particuliers des équations (4,13) et
(4,15):

3 Bien que I’équation de Dirac ne conserve pas le magnétisme, elle contient un
sous-ensemble de solutions qui le conservent: celles qui obéissent a la condition
de Majorana [14]. Ces solutions sont sur le céne de lumiere et elles conservent
les courants isotropes X, et Y),.
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1) L’équation cubique.

Elle correspond & un terme de degré quatre dans le lagrangien.
D’apres (4,12), en 'absence de champ extérieur, nous écrirons:

L =1 (¢, [0,] ¥ £ 1%p?) (I = Cute)

=5 (6" £ [D)e— €. [VIE+nTL [D]n+nts [V]n£il®p?)
(4,16)
Il est intéressant d’écrire 1’équation sous ses différentes formes,
toutes équivalentes, d’apres (2,5) et (4,15):

YuBuyml® (Yy57,¢) V570 = 0 (4,177)
YuOuth = 1? (@’WZJ) Y =0 (4,172)
VuOuth £ 12 [p — (Py5¢) v5] 1 = 0 (4,173)

198 S VE+2i2(nTE)n=0
(4,174)

&

LOn s Un+ 2012 (ETn) & =0

La premiere a été proposée par Heisenberg [9], [10] (& qui nous em-
pruntons la constante: +/?) et la deuxieéme par Finkelstein et al. [12],
toutes deux en vue d’une théorie des particules élémentaires. L’équation
de Heisenberg a été retrouvée dans un autre contexte par Rodichev
[13] en tant qu’équation spinorielle écrite dans un espace avec tor-
sion. L’équation (4,173) a été donnée par G. Lochak comme cas par-
ticulier de I’équation du monopdle magnétique: elle est équivalente
aux deux premieres et ’on montre ([11], IJTP) que la présence d’un
monopdle provoque une torsion de 1’espace, ce qui établit un pont avec
léquation de Rodichev. Enfin, 'équation (4,174) n’est autre que (4,173)
en réprésentation de Weyl: c’est donc un cas particulier de (4,15) et c’est
une représentation de I’équation de Heisenberg.

2) L’équation homogéne.

Prenons, dans le lagrangien (4,14), un terme de masse mg(p) linéaire
en p (I’équation restera non linéaire en ) [11]:

F(p)=rkop ; £(p)=ro= Cnte (4,18)
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et équation (4,15) conservera sa forme, mais avec ko = Cnte:

%% —s.VE—il (W+sB)§+zn0\/%ﬂ:0

(4,19)
P . . +
100 4 5.V +il (W —sB)n+irgy [ 526 = 0

Elle est homogene de degré un et son lagrangien est de degré deux:

(30— £ W) E-EFs (3IVI+ L B)E
he
L =— 4 0" (3 ¢ 0]+ 4% W)n+77+s- (3IV] = £ B)1
+2iko\/(§Fn) (1TE)
(4,20)
Avec une interaction électrique, 'équation s’écrit:
1o — s VE—i (V4 s.A){ +irg\/Ein=0
(4,21)

184 sV —ifs (V —s.A)n+iko /526 =0

C’est le cas particulier étudié dans [15] et [16]. Le lagrangien, grace a
son homogénéité, s’annule en vertu des équations du mouvement, comme
dans le cas linéaire, et il donne la loi de Planck (1,10); nous verrons au
A6 quil existe des solutions - mais pas toutes - qui donnent onde de
de Broglie et le raccord avec la mécanique classique. Mais nous ver-
rons aussi que 1’équation (4,21) ne rend pas compte des paires particule-
antiparticule.

5. Les symétries.

Nous étudierons les symétries des équations a partir des lagrangiens
(3,1) et (4,11), en commengant par les parties linéaires Lp et Ly, et
nous formerons pour cela un Tableau 3 a partir des Tableaux 1 et 2
de la 1-ére partie [1]:
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Tableau 3
P T
Yatp — 3719
n 528"
3 sam’*
Yy X4
-Y -X
X, Y,
-X -Y
Jy Jy
—J —J
-4 Yy
b)) =
921 M
—Q9 —Qy
e —e
g g
% -V
—A A
-w w
B -B

199

Youp*
—1i59m"*
iSQf*
Y

Xy

Ju

_24

oM
—Qy

ISR

Notons que, dans ce tableau, les potentiels électromagnétiques sont
C-invariants parce qu’ils sont eztérieurs au systéme, alors que dans
le Tableau 2 [1] ils changeaient de signe parce qu’ils étaient émis par

le systeme.

Muni de ce Tableau 3, on trouve la variance des parties

différentielles Lp et Ly; des lagrangiens de Dirac (3,1) et du monopole

magnétique (4,11):

Lp
Ly

J

Tableau 4
P T
Lp Lp
Ly Ly
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En prenant les variances de € et 25 du Tableau 3, nous aurons
celles des termes non linéaires F'(€21,s), dont nous donnerons quelques
exemples. Les variances des équations correspondantes résulteront des
Tableaux 4 et 5.

Tableau 5
P T C
N — oM N -y
Qs — —Q9 —Qs —Qs
F = Q, (Dirac) — +F +F —F
F =03 — +F +F +F
F=03 - +F +F ~-F
F = G(Q1,92:)Q1, (G > 0) — +F +F -F
F=F(3+0Q3) — +F +F +F

F=(07+03)

= — (i) (i) - +F  +F  +F
= (i)y57.0) (1 y57,.)
F = Ql QQ — —F —F +F

On voit, d’apres ce tableau, que les invariances C, P,T seront
rarement toutes les trois respectées, car il faut pour cela que le terme
non linéaire soit P et T invariant et change de signe avec C', comme
le font Q; et la partie différentielle du lagrangien (Tableau 3). En par-
ticulier, des équations comme celle du monopole magnétique, ou celle
de Heisenberg, ne sont pas C-invariantes parce que la C-invariance
est incompatible avec 1’invariance chirale, pour la raison un peu
paradoxale que l'invariance chirale donne trop de symétrie au terme
non linéaire et donc & l'intégrale d’action. En effet, nous avons vu au
A3 que, dans le lagrangien, un terme de masse est invariant chiral sil
est fonction du rayon p seul: il sera par la-méme P, T, C invariant; or
pour que l’équation soit C-invariante, il devrait, au contraire, changer
de signe avec C, comme le fait €2; dans le lagrangien de Dirac. C’est
cet exces de symétrie du lagrangien qui empéche donc la C-invariance de
I’équation. Mais les invariances P et 1" demeurent, avec la définition de
T donnée dans [1] et en haut du Tableau 3, si bien que les équations
invariantes chirales n’obéissent pas au théoreme CPT.

Le fait qu’une équation ne soit pas C-invariante ne lui interdit
pas d’avoir des solutions avec les deux signes de 1’énergie, mais elles
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ne décriront plus de paires particule-antiparticule, comme c’était le cas
pour I’équation de Dirac. Néanmoins, des paires pourront exister en
raison de la T-invariance, en ce sens que 'un des éléments de la paire
descend le cours du temps, tandis que lautre le remonte [1]. Mais les
paires définies par conjugaison de charge et celles définies par
inversion du temps ne sont pas les mémes: dans le premier cas,
les éléments de la paire sont de chiralités opposées et vont dans le méme
sens par rapport au temps, tandis que dans le second cas ils ont méme
chiralité et vont en sens inverse par rapport au temps ([1] et Tableau 3
ci-dessus).

6. Le signe des fréquences dans les équations invariantes chi-
rales.

Nous devons distinguer entre le signe des fréquences et celui des
énergies car nous avons vu au Al que la fréquence d’une solution sta-
tionnaire (1,8) dans une équation non linéaire ne définit I’énergie par la
loi de Planck que si la solution est normable et annule le lagrangien, ce
qui n’est en général pas le cas.

Considérons I’équation invariante chirale (4,15) en labsence de
champ et cherchons la solution onde plane avec des phases indépendantes:

€= aet@t—kr) o= bei(w’t—k/.r) (6,1)
Elles obéiront au systeme:

(2 +sk)a+r(p) %bzo

(6,2)
(% fs.k’) b+ k(p) \@a: 0
En combinant ces équations, on trouve la relation de dispersion:
dét [ +sK—-r?]=0
(6,3)

’

(Q:W — kK K=1 (w’k—wk’)+ikxk’)

c2

soit, en développant ([11]: I.J.T.P. 1985):
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On voit que cette relation est loin de la relation (1,13) et donc
du raccord avec la mécanique classique. Certes, il y a des ondes, dans
cette théorie, mais en général ce ne seront plus des ondes de de Broglie,
parce que, dans (1,14), nous ne pourrons plus identifier ik & un moment
de Lagrange de la dynamique analytique. Une telle identification ne
deviendra possible que dans le cas particulier ol les phases sont égales:

£ =ae’ cp = bel W k) (6,5)

car la relation (6,4) se réduit alors & la forme classique:

2

=k 4 R (p) (k= Vi) (6,6)

c

Et encore, cette ressemblance n’est-elle que formelle puisque ko(p)
dépend en général des amplitudes a et b, sauf dans le cas particulier de
Péquation homogene (4,19) ou (4,21), ou k(p) = kg = Cnte, qui permet
le raccord avec la mécanique classique et I'interprétation des ondes (6,5)
en tant qu’ondes de de Broglie. Mais méme dans ce cas, il ne s’agit que
de solutions particulieres et il n’y a aucune raison d’éliminer les autres.
Revenons donc au systéme général (6,2) que nous écrirons:

(2 + sk)a+ r (p)e? b =0

c

(6,7)
(% - s.k') b+ k (p) e® a=0
en utilisant la relation suivante obtenue & partir de (4,5):
nte = gew (on aici:nté = a™b) (6,8)
Compte tenu de (6,4), les solutions de (6,2) s’écrivent:
a; b= _:;_Epﬁ) (%—I—s.k)a (6,9)

En prenant pour valeurs indépendantes le spineur a, la fréquence w
et les vecteurs k et k', le spineur b est donné par (6,9) et la fréquence
w' par (6,4). On peut faire apparaitre, dans (6,9), 'angle « entre les
vecteurs k et atsa. Cet angle est défini par la relation:

at(sk) a = (ata) k cos a (6,10)
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en raison de 'identité:
2 2
(ata)” = (a¥s a) (6,11)

On tire alors de (6,7) les expression de x(p)p/2, en fonction de w, k,
et a, ou de W', k', o et b:

P 4 (W
K (p) 5 = ata (c + k cos a) (6,12)
A
K (p) g = — bt <w+k’ cos o/> (6,127)
c
et comme:
p>0;ata>0;b"b >0 (6,13)

la parenthese, dans (6,12) ou (6,12’), a le signe contraire de £o(p), ce qui
impose le signe de w et w’ dans les ondes planes (6,1), contrairement &
ce qui se passait dans I’équation de Dirac?.

Pour construire des exemples nous allons résoudre (6,4) en ro(p):

/

K2 (p) = X k. K+ \/1 Wk —wk)? + (k.k)? — (k&)

c? 2
(6,14)
Dans le cas particulier k' = ¢k = 4k, on a:
!
K2 (p) = % — ek + €k ( —£w> ;
c c
(6,15)

Nous devrons satisfaire a la double condition que les seconds mem-
bres de (6,12) et (6,15) soient positifs. Prenons quelques cas.

a) e =¢’ =1. Donc k' =k et l'on a, d’apres (6,15):

/

K2 (p) = (f - k) (“Z + k) (6,16)

c

4 (. Daviau a été le premier & remarquer que les deux signes de w et w’ ne
sont pas toujours admissibles dans (6,4).



204 G. Lochak

d’ou deux conditions possibles:

~

(1) : — k>0 et

(2) :

+ k >0 ;
(6,17)

—k <0 et + k<0

oOlE ol€
Q‘E\Q‘E

D’apres (6,12), il existe des a pour lesquels la condition (1) ci-dessus
est compatible avec k(p) < 0 et la condition (2) avec k(p) > 0. Si
k(p) < 0, au moins 'une des fréquences est positive; si k(p) > 0, au moins
I'une des fréquences est négative. Siw’ = w, et comme on a déja supposé
que k/ =k, les composantes chirales auront méme phase. Le signe de
la fréquence est imposé (puisque 'une au moins a le signe contraire de
k) et il n’y aura pas de paires particule-antiparticule. En revanche, la
relation de dispersion (6,16) se réduit ici a la relation classique (6,6).

C’est, en particulier, le cas des équations (4,17) et donc de I’équation
de Heisenberg pour laquelle le signe de la fréquence est opposé & +12.

b) ¢ = —1; ¢ = £1. Donc k' = —k (composantes chirales se
propageant en sens opposés). On trouve, d’apres (6,15):

/
K2 (p) = (f + s’k) (” + a’k) (6,18)
c c
ce qui donne, dans le cas w = w':

%:5 [k +¢ r (p)] ; (s &= #£1) (6,19)

Comme on dispose séparément de k et de a, donc de «a, on vérifie que,
d’apres (6,12), les deuz signes de w sont possibles, mais sans étre associés
par paires comme chez Dirac. Remarquons encore combien la loi de
dispersion (6,19) est différente de la loi classique (6,6).

¢) Composantes chirales de phases opposées:
Ww=—w; kK = -k (6,20)

D’apres (6,14), on trouve la relation de dispersion d'un tachyon, [11]:

YRR () (621)
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D’apres (6,12), w peut prendre les signes + car tout se joue sur le
signe de (w/c + kcosa) or, d’apres (6,21): | w/c |< k, donc le signe de
k cos a peut 'emporter puisque nous disposons de cos .

On construirait facilement d’autres exemples mais nous nous con-
tenterons d’une seul, celui un peu “monstrueux” d’une équation (non
chirale) qui viole toutes les lois de symétrie C, P, T.

7. Le “petit monstre”.

C’est une équation curieuse mais simple qui dérive du lagrangien
suivant (avec kg = Cnte):

L :% (E’Yﬂ [0u] ¥+ %Ql QQ)
- w{eloe-esmes
nt % [0 n + n¥s.[V] n + % [(5*77)2 - (n*E)Q]}

En représentation de Dirac, elle s’écrit:

il’io

WOt + 5 [(09) s+ @wd) v =0 (72

et, en représentation de Weyl:

19 s VE+in (Etn)n =0
(7.3)
190 4+ s.Vn —ikg nT€) € =0

Malgré une ressemblance trompeuse, ces équations sont tres différentes
des équations (4,17), qui étaient P et T invariantes. Ici, il n’y a plus au-
cune invariance, sauf I'invariance relativiste: en comparant le Tableau 4
a la derniere ligne du Tableau 5, on voit que les trois invariances P, T et
C sont violées. Les ondes planes sont de la forme (1,11) avec:

(2 + sk) a + ko (a™b) b =0
(7.4)
(2 — sk) b+ ko (bTa) a =0

c
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De méme qu’au A6 on trouve, grace a (6,8):

(2 +sk)a+ kobe Pb=0
(7,5)
(% — s.k) b + nogeiﬁa =0
D’ou la relation de dispersion:
2 2
wo g2 2 P
072 = k — HO Z (7,6)

C’est celle d'un tachyon (cette équation a toutes les bizarreries!). Comme
au A6, on obtient une relation analogue & (6,12):

w p2 2%
(f +k cos a) ata + ko T =0 (7,7)
c
d’ott 8 = nm/2 et les deux signes de w sont possibles mais non conjugués.

8. Rappel sur les énergies négatives dans 1’équation de Dirac.

Avant d’examiner le signe de l’énergie dans les équations non
linéaires, nous allons le faire sur I’équation de Dirac en reprenant, sous
une forme un peu plus condensée et en y ajoutant quelques précisions,
l’étude de Louis de Broglie dans L ’électron magnétique [17]. Nous utilis-
erons pour cela la représentation o de Dirac (et non plus v)®:

_ (0 sk o _ .
Qg = <Sk O>7‘Z€152537

—i Y =
8,1
. (I 0 L = P ®.1)
M= M=o 1) YTy
L’équation (1,1) devient (en I’absence de champ):
12 s Vx+ikr ©=0
(8,2)

19X 1 s VO —ir x=0

5 Rappelons quel est 'intérét des principales représentations de ’équation de
Dirac: la représentation v rend I’équation manifestement covariante relativiste,
la représentation « sépare les énergies des deux signes, le représentation de
Weyl (ou représentation spinorielle) sépare les chiralités gauche et droite.
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L’onde plane & énergie positive® s’écrit:

P, = A+ei(wt—k.r) v B+ei(wt—k.r) (w=c [k2 & Hg) (8,3)

(£ + k) Ar +s. kB =0
(8,4)
S.kAJr"‘(g—:‘io)BJr:O

C

On retrouve, bien entendu, la relation de dispersion (1,13). En
prenant B, comme spineur indépendant, les omposantes de l'onde
s’écrivent: y

—s.

w
c+l€0

5 B+ (875)

L’onde a énergie négative qui se propage dans le méme sens s’écrit, avec
le méme w > 0 et le méme k:

D= A eTiwttkn) o B emilwttkn) (g, — e\ k2 4 K2)  (8,6)

(%—Ho)A_—S.kB_ =0
(8,7)
s.k A. — (2 + k) B =0

D’ou les composantes suivantes, en prenant cette fois A_ comme
spineur indépendant, pour avoir le méme dénominateur (w/c+ ko):

A ;B = K 4 (8,8)
< + Ko

(&
Or |k |<< ko — (w/c+ ko) 2 2ko —| Ap |<<| B4 | et | B_ |[<<| A_ |:
la composante ® transporte alors les énergies négatives et la composante
X les énergies positives. C’est ce qui arrive a I’approximation non rela-
tiviste, mais nous verrons que ce n’est pas le seul cas.

Si Bi(k) et A_(k) sont des fonctions données de k, les solutions
générales a énergies positives ou négatives sont données par les intégrales

6 Nous avons le droit de parler indifféremment de fréquence ou d’énergie
négative car nous avons vu au §1 que, pour l’équation de Dirac, la loi de
Planck est vraie.
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de Fourier:
1 Tt _s.k ;
)] ’t [ — """ B k z(wtfk.r)dk
+ (r,1) (27r)3/2/oo°§+ﬁo + (k) e
() = — . (k) e’ @t = kr) gk
X+ (T - (271_)3/2 . + €
(8,9)
d_(r,t) = o / +OOA_(1<)e*i<°‘”f+k~1"> dk
2n)*? ) —w
(8,10)
1 teo sk ,
X_(r,t) = —7 / - A (k>e—z(wt+k.!‘) dk
(27’(’) —o0 ¢ + Ko

Considérons maintenant des conditions initiales quelconques ®°(r),
X"(r) a I'instant ¢ = 0, écrites sous forme d’intégrales de Fourier:

+oo
&0 (r) = (2:)3/2 /_ F (k) e dk
X - | (8,11)
X% (r) = PEe /_ G (k) e dk

Ces intégrales dépendant de deux spineurs F'(k) et G(k), il est impossible
de résoudre le probleme de Cauchy a I’aide des seules solutions a énergies
positives qui n’en contiennent qu’un seul, By (k). Ou alors, il faudrait
que:

—-s.k

w
> T ko

By (k) = F (k) 5 By (k) = G (k) (8.12)

ce qui suppose que F' et G sont eux-mémes liés par la relation partic-
uliere:
Fa = —% ¢ (8,13)
= ra—— 7

On aurait une réponse analogue avec des solutions a énergies
négatives. Au contraire, si 'on cherche a résoudre le probleme de Cauchy
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a l'aide d’une somme de solutions des deux signes de ’énergie, on a deux
équations a deux inconnues:

s (8,14)
By () + 255 AL (K) = G ()
d'ot
By (0 = 55 [~ kF ) + (24 ) G (o)
C (8,15)
A (k) = 2% [(% + mo) F (k) +s.kG (k)}

En introduisant ces expressions dans (8,9) et (8,10) on trouve la solution
du probleme de Cauchy:

000 = o | G ([ ) onic] e

+ [(% + ,‘{0) F+ s.kG} e‘“t}dk
(8,16)

v = [ e { [k e (o) o] e

7 + [s.kF - (% - /<;0> G] e*iwt}dk

Si F(k) = 0, les conditions initiales seront concentrées sur le spineur
x, d’apres (8,11). Nous savons vu que, pour les ondes planes a
I’approximation non relativiste, x est “porteur” des énergies positives,
mais cette propriété ne dure pas car (8,16) s’écrit dans ce cas:

1 teosk . .
] (r,t) = 7/ TG [_ez(wt—k.r)+e—z(wt+k.r)] dk
(2m)*?) 2%
1 oo w ) (8,17)
X (I',t) = (2)3/2/ 2UJG|: (z 4 HO) ez(wtfk.r)

— (% - mo) e_i(“’t“"r)] dk
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et nous voyons que ®(r,t) ne reste pas nul et que les deux signes de
I’énergie apparaissent, aussi bien dans ® que dans y. Mais si, dans
Pespace k, le support de G(k) est petit et concentré sur I'origine:

Gk) £ 0 ssi: |k < ko << ko — — 2 kg (8,18)

on voit que:

o
(271')3/2

1%

®(r,t) =0 ; x(rt) / G (k) e'@t=krgk (8,19)
|k|<ko<<ko

La composante ®(r,t) s’évanouit, x(r,t) ne transporte que des énergies
positives et celles-ci suffisent a résoudre le probleme de Cauchy. Si nous
avions supposé, au contraire, que G(k) = 0, nous serions parvenus a la
conclusion inverse, avec x(r,t) = 0 et des énergies négatives.

Traduisons la condition (8,18) dans I’espace physique. En vertu de
(8,11), on a I'inégalité entre écarts quadratiques’ (voir Annexe):

3 2 oo 2|0 2 2 e 2 2
oz (o= RO @)= [ 1816 0K
(8,20)
Donc:
. 3 3
G(k) #0ssi k] € kg = ok < Ky = 0p > = — A
2/10 47
(8,21)

ou A. est la longueur d’onde de Compton. Il s’ensuit qu'on pourra
résoudre le probleme de Cauchy et donc représenter I’évolution d’un pa-
quet d’ondes de Dirac, en se servant uniquement des solutions a énergies
positives (resp. négatives) si et seulement si le paquet d’ondes initial est
concentré sur la composante x (resp. ®) en occupant un domaine plus
grand que la longueur d’onde de Compton A.. Au contraire, si le do-
maine initial est plus petit que la longueur d’onde de Compton, on aura
obligatoirement un mélange d’énergies des deux signes. Ces résultats
étaient énoncés sans démonstration dans I’Electron magnétique [17].

7 On la trouve dans [18] et [19], & une seule dimension, d’otl un facteur 1/2 au
lieu du 3/2 qui apparait & trois dimensions. Bien que les relations d’Haisenberg
en découlent, cette inégalité n’est pas quantique: c’est une conséquence de
I'inégalité de Schwarz et de la formule de Plancherel.
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Nous avons écrit ce paragraphe pour rappeler le caractere indis-
pensable des énergies des deux signes dans la théorie de Dirac. Voyons
maintenant ce qu’il en est dans les équations non linéaires.

9. Le signe de 1’énergie dans les équations non linéaires.

D’apres (1,6), la densité d’énergie s’écrit:

R — _
W= 2% (1/1 Y — O w) - L (9,1)

Le lagrangien L est donné par (3,1) dans le cas électrique et (4,12) dans
le cas magnétique ou plus généralement, d’une équation chirale. Prenons
d’abord le cas (3,1) et écrivons 1’équation de Lagrange et sa conjuguée:
w(aquiéAu)i/”rg% =0
(9,2)
(0u + i Ay v + 85 =0
Il s’ensuit:

_ e 1 (— OF oF
R (2 (0] +ZFLCAM)¢+2 <1/}81/1 + 61&1/}) =0 (93)

soit encore, en exprimant F' en fonction de €y et Qs:

— 1 e oF oF
Y Yy (2 (0] +1}LCA#)¢+ Q187Ql + 928792 =0 (94)

En introduisant (3,1) et (9,4) dans la densité d’énergie (9,1) pour le cas

stationnaire (1,8), on obtient:

OF oOF F) 05)

_ + _ I
w—hwww—i—hc(Qlan—i— 2392

Dans le cas (4,12) d’une équation chirale, F' s’écrit:

Fo-r(Vaes) - F o (9:6)

et la densité d’énergie prend la forme plus simple:

w = hw YTy + he (p dﬁ;lp(p) — F (p)) (9,7)
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Dans le cas général, on voit sur (9,5) que si F est homogene de degré
un en 21 et 9, le terme entre parentheses s’évanouit, 'onde devient
normable et 1’énergie obéit a la loi de Planck. Dans le cas particulier
d’une équation chirale, on voit sur (9,7) qu’il en est ainsi lorsque F'(p)
est homogene de degré un en p: nous avons vu au Ad que 'équation
obéit a la loi de Planck. Mais il faut souligner que celle-ci n’apparait que
dans des cas particuliers.

Qu’en est-il maintenant du signe de 1’énergie? D’apres le Tableau
3, le terme de Planck en Aw change de signe pour les transformations T’
et C, mais a condition, bien sur, que ’équation soit T- ou C-invariante.
Ainsi avons-nous vu, par exemple, au A5, que les équations chirales, ne
sont pas C-invariantes, mais elles possedent quand-méme des solutions
ayant des fréquences et donc des énergies de Planck hw des deux signes,
en raison de leur T-invariance. Cependant, il ne s’ensuit pas que le terme
entre parentheses (9,5) et (9,7) change de signe lui aussi. En outre, le
terme hwt)T1) ne donne vraiment la loi de Planck que si ¥ est normé,
ce qui est généralement impossible avec une équation non-linéaire, en
dehors du cas de ’homogénéité a un.

On voit qu’en général, on ne trouvera pas, dans une équation non
linéaire, des solutions associées par paires avec des énergies de signe
opposés comme c’était le cas pour I’'équation de Dirac. En particulier, ce
ne sera pas le cas pour les équations chirales, hormis I’équation homogéne
pour laquelle le terme en question s’annule. En particulier, il n’existe
pas de paires particule-antiparticule dans l’équation de Heisenbery.

On pourrait faire de 'existence des paires une condition qui im-
poserait le choix du terme non linéaire. Par exemple, un terme tel que
celui-ci, dans le lagrangien:

F = Q0 G(Q, Q) (9,8)

ou G est une fonction paire de €, et s, répondrait a la condition. En
particulier, on pourrait prendre:

F = (9,9)

De méme, parmi les équations chirales, vues sous cet angle, seule
I’équation homogene conviendrait. Mais les équations chirales ne sont
pas faites pour I’électricité mais pour le magnétisme et, dans ce cas,
la non linéarité n’empéche pas 'existence de paires conjuguées car elles
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sont conjuguées gauche et droite et il suffit pour cela que le terme non
linéaire s’annule pour n = 0 (pour qu’il reste un monopdle gauche &) et
pour £ = 0 (pour qu'il reste un monopdle droit n). L’équation homogene
(4,19) ne remplit pas cette condition mais celle-ci est satisfaite par une
équation telle que (4,173).

10. Conclusion.

Tout ce qui précede confirme ce que nous disions dans I'Introduction,
a savoir que la mécanique quantique est d’essence linéaire, comme Dirac
Paffirmait en se fondant sur le principe de superposition [20, A4}. Nous
citions, nous aussi, ce principe, dans I'Introduction, mais les exemples
que nous avons développés montrent que, chose plus grave, la loi de
Planck et I'onde de de Broglie disparaissent aussi, avec la linéarité, et
avec elles les bases mémes de la théorie quantique. Somme toute, ce
n’est pas étonnant car toute la théorie des quanta est partie de
l’oscillateur harmonique, de la théorie linéaire des ondes et de
Pintégrale de Fourier. Nous avons vu que la non-linéarité détruit aussi
certaines symétries et entraine la perte de la C-invariance, du théoreme
CPT et de la représentation des paires particule-antiparticule, tout au
moins dans le cas électrique, car les paires de monopodles subsistent, étant
associées par chiralités opposées.

Tout cela va dans le sens d’une remarque paradoxale mais pénétrante
de René Thom?® : “Quoi qu’on en dise, la mécanique quantique est moins
générale que la mécanique classique”. C’est pourquoi, comme nous le di-
sions dans I'Introduction, entrer dans la non-linéarité, c’est sortir du
monde de la mécanique quantique, et s’attaquer a d’autres problemes.
Mais la difficulté est d’écrire de nouvelles équations, alors qu’on a perdu
les points de reperes de la linéarité. Une “péche a la ligne” formelle,
comme on l’a longtemps pratiquée, ne peut étre que stérile car la non-
linéarité n’est pas une propriété mais I’abandon d’une propriété, et elle
ouvre un trop grand éventail de possibilités. Seule la découverte de
principes physiques nouveaux pourrait quelque peu refermer 1I’'éventail.

C’est a cela que visait Louis de Broglie avec la Thermodynamique
de la particule isolée dont le but était était d’étendre le champ de la
mécanique quantique en unissant les principes de Maupertuis, de Fer-
mat et de Carnot. Commes ses recherches sur la mécanique ondula-
toire s’étaient appuyées sur la réunion des deux premiers principes, a

8 Lors d’une conversation privée.
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Uapproximation de l'optique géométrique, il pensait qu’en leur adjoignant
le troisieme, dans les états stationnaires, il s’ouvrirait par la suite une
voie d’évasion vers les processus irréversibles et les transitions quan-
tiques, de méme qu’en partant de I'optique géométrique, il avait ouvert
la voie a la théorie des ond es.

Jadis, il lui avait fallu un point de contact entre la mécanique
et loptique, qu’il avait trouvé en identifiant les lois de Planck et
d’Einstein sur ’énergie, d’oul une équivalence entre l’énergie, la masse
et la fréquence ondulatoire. Dans cette nouvelle étape, il lui fallait trou-
ver des points de contact entre la mécanique, ’optique et la thermody-
namique; il y parvint en exprimant sous forme relativiste des analogies
anciennes, connues depuis Helmholtz et Boltzmann, entre [’action et
Uentropie et entre la température et la fréquence. Mais il ne s’agisssait
plus de la fréquence ondulatoire mais de la fréquence d’horloge qu’il
avait jadis attribuée a toute particule matérielle, mais qui était restée
inutilisée, comme une sorte de valence libre de la théorie, qui trouva
soudain un emploi.

Malheureusement, cette nouvelle idée (voir [21], [22]) n’eut pas la
fortune de la mécanique ondulatoire, mais cela ne prouve pas qu’elle
était fausse. Peut-étre va-t-on paraphraser, un jour, & son sujet, ce que
de Broglie écrivit a propos de la théorie des acces de Newton: “Admirable
idée, véritable préfiguration de la mécanique ondulatoire, mais qui, venue
prématurément dans [’histoire de la science, ne fut pas développée et
tomba dans 'oubli”? Pourtant, si I'on savait la développer, elle intro-
duirait une nouvelle structure et donc de nouvelles regles en mécanique
quantique, ouvrant la voie a de nouvelles équations. C’est ce qui fut tenté
par des éleves de de Broglie qui chercheérent a identifier les états quan-
tiques & des cycles limites de Poincaré (on trouvera cette idée exposée
sous des formes différentes, avec une abondante bibliographie, dans [23]
et [24]), mais une telle théorie est non lagrangienne et sort du cadre du
présent article, comme nous le disions dans I'Introduction. Mais nous
avons montré ici, en par tant des problemes de symétrie, que méme dans
le cadre lagrangien deés que l'on quitte la linéarité, un monde nouveau
s’ouvre devant nous.

Annexe: démonstration de I’inégalité (8,20).

Nous reprendrons, avec quelques modifications, la démonstration
donnée en [17] et [18]. Soient donc deux suites de fonctions f, et g, et
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I'inégalité de Schwarz:

2
< <Z/fn+f” dxdydz) (Z/gign dzdydz)

S [ ug dudyiz

(A1)
Introduisons un spineur x et son conjugué x = en posant:
axt o
fi=zx, fo=2x", g1 = 3=, g =%
(A.2)
d )
fs=yx, 00 =3 s fs =2x, .., 96 = 5

Il s’ensuit:

2
< (/r2x+x dxdydz) </VX+.VX dxdydz)

(A;3)

1
4‘/r.v (X+X) dxdydz

Soit, en intégrant par parties avec xy normé et nul aux limites:

(/r2X+dedydz) (/VX+.de:vdydz> > (g)Q (A4)

Dans les références [17] et [18], on pose: —ihV = p pour trouver les
relations d’Heisenberg, mais ce n’est pas notre but et nous introduirons
la transformée de Fourier de x:

1 /+ o0 ik
x (r) = ——= G (k) e7" *" dk A5)
(r) el (
et celle du gradient de x:
1 e . —i k.r
(27‘1’) — 00

D’ou, d’apres la formule de Plancherel:

+ oo
/v xt . Vyx dx dy dz :/ k? Gt(k) G(k) dk (A7)

— 00
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L’inégalité (A,4) s’écrit alors:

(/r2 cb*@dxdydz) (/+: k* FT (k) F (k) dk) > (;’)2

soit encore, en désignant par o, et oy les écarts quadratiques:

Oy . Ok >

3
2
C’est ce qui était donné en (8,20).
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