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Smoluchowski et les tests de fiabilité des générateurs
de nombres pseudo-aléatoires
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RESUME.

On définit le principe d’un test de fiabilité d’un générateur de
nombres aléatoires, adapté d’un article de Smoluchowski datant de
1915. Le test est basé sur le dénombrement M,, des séquences de
longueur m d’un symbole donné engendré par 'ordinateur. A par-
tir des dénombrements M., on définit un “temps de récurrence” et
un “temps d’attente”. Si les séquences de symboles (nombres) en-
gendrées par le générateur sont strictement stochastiques, c’est a dire
dénuées de corrélations a courte ou longue distance, alors les deux
temps de récurrence et d’attente sont égaux. La généralisation de ce
test “de Smoluchowski” primaire conduit a considérer ’ensemble des
moments de la distribution des séquences M,, et on montre que ce
test généralisé, auquel on adjoint toutefois un test complémentaire
de type “run-test”, est dans son principe nécessaire et suffisant.

ABSTRACT.

In this article, the principle of a test to check the reliability of ran-
dom number generators is exposed. The test is based on a work of
Smoluchowski going back to 1915. One first enumerates the number
M., of sequences of m successive symbols (numbers) of the same
kind. From these enumerations one defines a “recurrence time” and
a “waiting time”. If the series of symbols is devoid of any short or
long range correlations, then the recurrence and waiting times are
equal. The generalization of this “Smoluchowski test” leads to the
consideration of the entire set of the moments of the m distributions.
It is shown that this generalized Smoluchowski test, to which is as-
sociated a complementary test of the run-test kind, is in its principle
both necessary and sufficient.
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1 - Les conditions de stochasticité de Smoluchowski.

Soit un systeme physique pouvant se trouver dans deux états “0” et
“1”. Dans un article paru en 1915 et traduit dans les présentes Annales
[2], Smoluchowski introduit pour un tel systéme deux temps moyens, le
temps moyen de “récurrence” et le temps moyen “d’attente”. Le premier
temps moyen, 601, est le temps moyen pour que, partant d’un état “0”,
le systeme revienne a cet état “0”; le deuxieme temps moyen, 03, est
le temps moyen pour que, partant d'un état “1” choisi au hasard, le
systeme atteigne un état “0”. Voici ’expression mathématique de ces
deux temps moyens:

01 = Z mMm/ Z My, (1)

02 = (1/2) > m(m+1)Mp/ Y mMy, (2)

ou m représente une séquence de m états “0” successifs et M,, le nom-
bre de séquences de m “0” successifs dans une série temporelle tendant
vers 'infini de successions d’états “0” et “1”. Remarquons que les deux
définitions (1) et (2) sont indépendantes, c’est & dire non déduisibles I'une
de 'autre. Ces définitions posées, Smoluchowski, sans démonstration [1],
énonce que si les successions des états “0” et “1” sont non-corrélées, en
d’autres termes si la suite des états “0” et “1” se fait au hasard, de
sorte que la série temporelle forme une suite de Markov [3], alors les
deux temps moyens ci-dessus définis sont égaux. Nous dirons qu’une
telle série temporelle est “stochastique”.

Le probleme physique envisagé par Smoluchowski se transpose
de suite au probleme équivalent d’une succession de nombres pseu-
doaléatoires “0” et “1” générés a l'ordinateur a l'usage de simula-
tions Monte-Carlo, par exemple, 01110100101000101101011100101...,
sauf que maintenant cette succession de “0” et de “1” ne forme plus
nécessairement une série temporelle. Dans la série ci-dessus, il n’est pas
nécessaire que les deux symboles “0” et “1” apparaissent avec la méme
probabilité, mais il faut que, si P est la probabilité d’apparition du “0”
et 1 — P celle du “1”7, P soit constant le long de la série envisagée.

En admettant la stochasticité, dans une série tres longue (tendant
vers I'infini), la probabilité p,, de m “0” successifs suivant un “1” est

donnée par
Pm = (1 — P)P™ (3)
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On peut alors former les sommes suivantes:

S pm = P/(1-P) (4)

S mpm = P/(1 - P)? (5)
m=1

oo

(1/2) Y m(m + 1)pn, = (1/P)( Zmpm me =P/(1-P)* (6)

m=1 m=1

La relation (6) entraine:

i m?p,, =2P(1 - P)* -~ P/(1-P)*=P(1+P)/(1—-P)> (7

m=1

A partir des relations (4), (5) et (7), on obtient, pour valeur moyenne
(m) et carré moyen (m?) des séquences de zéros:

Zmpm/ZPm— p)~! (8)

m=1
et

Z m2P™/ Z P™ = (1+ P)/(1 - P)? (9)

A partir des relations (5), (6) et (8), les définitions (1) et (2) de
01 et 63, et de la relation (3), correspondant & 'hypothese de séquences
Markoviennes, on trouve

0 =0,=(1—P)' = (m) (10)

ce qui veut dire, en accord avec la proposition énoncée par Smoluchowski,
que si les séquences de “0” sont strictement stochastiques, les deux temps
de récurrence et d’attente sont égaux. Observons que les égalités (3)
& (10) sont & prendre au sens statistique, ce ne sont pas des égalités
stricte au sens algébrique. La méme remarque est valable pour nombre
d’égalités qui suivent. Des calculs tout a fait analogues sont valables
pour les séquences de “1”. Ainsi, la nature strictement stochastique des
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séquences My, de m zéros successifs se traduit par le fait que la probabilité
de celles-ci est donnée par la relation (3), qui implique & son tout que
les valeurs de (m), et (m?) de ces séquences sont données respectivement
par les relations (8), (9) et que de ce fait les relations (10) sont valables.

Si les séquences M, ne sont pas strictement stochastiques, alors
leurs probabilités respectives n’obéissent plus a la relation (3). De ce
fait, et sauf cas exceptionnel de compensation statistique, les relations
(10) ne seront pas satisfaites. En somme, les conditions de Smoluchowski
reviennent a fixer les deux premieres moyennes de la distribution de
probabilités des séquences de “0” et des “1”. Elles reviennent encore a
écrire

(my=1-=P)~" 5 (m*)—2(m)*>+ (m)=0 (8a, 10a’)

(ny=P71 . 0 -2n)2+n)=0 (8b, 10b")

oll n représente une séquence de n“1” successifs.

2 - Généralisation des conditions de stochasticité de Smolu-
chowski.

Evidemment, les deux premiéres moyennes d’une distribution sont
insuffisantes, dans le cas général, pour définir la distribution elle-méme.
Les quatre conditions de Smoluchowski ci-dessus sont donc nécessaires
mais non suffisantes. Cependant, on peut élargir le travail initial de
Smoluchowski, et se donner ’ensemble des moyennes, ou, ce qui revient
au-méme, des moments de la distribution. Mais pour cela, en vue de la
rigueur mathématique, il convient d’abord de montrer ’existence puis
de calculer effectivement le moment uj, d’ordre k, k entier positif quel-
conque.

FExistence et calcul du moment d’ordre k.

Le moment py d’ordre k de la distribution

Z P(z)é(x —m) (11)

m=1

ou ¢ est la distribution de Dirac, est donné par

oo
pe =Y mFP™ 0<P<1 (12)
m=1
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Pour montrer que cette somme converge quel que soit k, partons de
Iexpression

/ mkPmdm:/ m” exp[mIn Pldm = A,
0 0

Ay, est si’on veut le moment k& de la distribution continue correspondant
a la distribution discrete (11), et existe toujours, puisque P est inférieur
a un. On a la majoration suivante:

kaPm / m” exp[m In Pldm = A, (13)
m=2

Il en résulte que
o0
> mFPm < A+ P (14)
m=1
et comme Ay + P est toujours fini, il en est de méme de py.

Le calcul effectif du moment py d’ordre k quelconque peut alors se
faire de la maniere suivante: soit la fonction

ZP’” P/(1—P)

On remarque alors que

= Z mP™ = Pf’
- (15)
Z m? P((d/dP)(Pf")] = P[(d/dP)m]
et, d’'une maniere générale, on a la relation de récurrence
e = Z m* P((d/dp)uge—1)] (16)

En exploitant la relation de récurrence (16), on trouve comme ex-
pression du moment i,

k

o)
= Z mFpP™ = (1 — p)~(k+1) Z akpr (17a)
m=1

m=1
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ot les coefficients o sont donnés par la relation de récurrence

aF =rafF "t (n—r+1)a

kol (17b)

r—

A partir de la valeur des moments ci-dessus indiqués, on obtient facile-
ment les diverses moyennes d’ordre k, (m*).

3 - La fonction caractéristique.

A étant un réel > 0, la transformée de Fourier de la distribution de
probabilités normée

o0

p(x) =[(1=P)/P] Y P*6(z —m) (11)

m=1

est donnée par

“+o0
C(\) =[(1 - P)/P] / > P6(z —m) - exp[—-2imAa]dx
- (18)
=[(1—=P)/P] > P™exp[—2imAm]
m=1
A partir de (18) on retrouve la distribution de départ par une trans-
formation de Fourier inverse:

+o00
p(z) =[(1 — P)/P] C(\) exp[2imAx]dA

— 0o

+oo
—[(1-P)/P] /

— 0o

Z P exp[2imA(x — m)]dA (117

=[(1-P)/P] > P"5(x —m)
m=1
ol on a fait usage de la relation [4]

“+o0
§(z) = / exp[—2imAx]dA (19)

— 00

La distribution de Dirac étant “tempérée” au sens de Schwartz [4], il
s’ensuit que la somme (117) ci-dessus est aussi une distribution tempérée,
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ce qui entrailne a la fois 'existence et I'unicité de la transformation de
Fourier. Il en est de méme pour la transformation inverse. Par ailleurs, la
transformée de Fourier (ou fonction caractéristique) donnée par (18), est
aussi la fonction génératrice des moments ou moyennes de la distribution
de probabilités de départ (11°) ci-dessus (la distribution étant normée,
moments et moyennes se confondent):

C(\) =1 —2im(m)\ + (2m)2(m*)A?/2! —i(27)>(m3)\3 /31 + ... (20)

Ces moyennes existent en vertu de la majoration (14) ci-dessus. Il
en résulte que la donnée des moments g, (ou moyennes (m*)), définit
sans ambiguité la distribution C'(\), et vu I'unicité de la transformation
p(z) = C(A) et de la transformation inverse C'(A) — p(z), la distribu-
tion de départ p(z) elle-méme. En conséquence, le test généralisé de
Smoluchowski (ou test des moments) est, dans son principe, nécessaire
et suffisant, pour s’assurer que la distribution p,.q(z) donnée par
l'ordinateur se confond au sens statistique avec la distribution atten-
due (117). Siil en est ainsi, les longueurs des séquences des symboles “0”
et “1” sont stochastiques.

Ceci cependant ne suffit pas pour s’assurer que la série elle-méme
(et non plus ses séquences) est stochastique. Car, on peut imaginer un
démon de Maxwell (en fait, un programme informatique annexe associé
au programme initial du générateur) qui redistribuerait de maniére ar-
tificielle et arbitraire les séquences a l'intérieur d’une longue série de
symboles pseudoaléatoires. Par exemple, ce programme complémentaire
pourrait redistribuer les séquences de “0” et de “1” par ordre de longueur
croissant, de sorte que les séquences les plus courtes se trouveraient en
début de série, et les séquences les plus longues en fin de série. On peut
ainsi imaginer une infinité de reclassements arbitraires de ce genre, qui
de toute évidence introduisent des corrélations et sont indétectables par
le test des moments. En bref, le test généralisé de Smoluchowski détecte,
dans son principe, tout biais dans la longueur attendue des séquences (au
sens statistique, comme toujours), mais ne détecte nullement une redis-
tribution artificielle de ces séquences le long de la série selon quelque loi
arbitraire, prenant en considération leurs longueurs comparées.

4 - Le test annexe.

Vu ce qui précede, il convient de disposer d'un test complémentaire,
qui mettrait en évidence toute corrélation entre position des séquences



266 J. Dayantis

selon leur longueur. Ce test complémentaire peut étre le “run-test”,
décrit dans l'ouvrage de Knuth [5], mais appliqué non pas aux sym-
boles individuels de la série, mais a leurs séquences. Pour fixer les idées,
supposons que ces symboles soient les chiffres usuels de la numération
décimale 0,1,2.... Le test originel des “runs-up” et “runs-down”, évalue
le nombre de séquences “montantes” et “descendantes” c’est a dire celles
dont les valeurs des symboles vont en augmentant et celles ou elles vont
en diminuant. Par exemple, dans la série 1,3,7,2,5,6,5,4,0, il y a une
séquence montante 1,3,7 de trois, suivie d’une séquence descendante
de deux, 7,2, puis une séquence montante de trois, 2,5, 6, et enfin une
séquence descendante de quatre, 6,5,4,0.

On démontre que, statistiquement, on doit avoir autant de séquences
montantes que descendantes, si la série dans son ensemble est stochas-
tique.

Pour appliquer ce test non plus aux symboles eux-mémes mais a
leurs séquences, on peut procéder comme suit: soit P la probabilité
globale dans la série du symbole “0”. Si on consideére uniquement la suc-
cession des séquences de “0”, et qu’on fait donc abstraction des séquences
intercalées de “1”, il faut, vu ce changement de support, normer les
probabilités initiales par > °_, P™ = P/(1 — P). Dans ces conditions,
la probabilité pour obtenir une séquence de “0” comportant de 1 & m
symboles est donnée par

[(1— P)/P] Zm: pi=1-pm (21)

et celle d’avoir une séquence de plus de m “0” est en conséquence P™.
Notons aussi que la probabilité d’avoir une séquence égale (comportant
aussim “0") est Pm~1—P™ = P™~1(1—P). Sidonc la derniere séquence
construite de la série comporte m “0” successifs, les probabilités pour
que la séquence suivante soit plus longue, égale, ou plus courte sont
respectivement

S e
Prob — | P"" (1 - P) (22a, b, ¢)
N \1—-pmt

Il faut maintenant calculer la probabilité sur toutes les valeurs de m
pour que la séquence qui suit la derniere générée soit plus longue, égale,
ou plus courte. Dans le premier cas, celle-ci sera la somme sur tous les m
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du produit des probabilités d’une séquence égale a m et d’une séquence
supérieure a m, soit:

(Prob /) = i P)/PJP™-P™ =P/(1+P)  (23a)
m=1

De maniere analogue, les deux autres probabilités seront données par

(Prob — i P)/P|P™ - (P! — P™) = (1 - P)/(1+ P) (23b)
(Prob \,) = i P)/PIP™ - (1—P™ Y =P/1+P) (23
m=1

Il ne peut se faire que 'on obtienne, par hasard, les relations (23),
suite a un effet de compensation statistique (sommation compensatrice)
entre valeurs erronées (au sens statistique) P, de telle sorte que ’'on
ait > P"™ = 3 P™. En effet, des valeurs statistiquement incor-
rectes P"™ pour les probabilités des séquences de m“0”, auraient été au
préalable mises en évidence par le test des moments. Des relations (23)
découle que dans une série strictement stochastique, si on considere les
séquences successives du symbole “0” deux-a-deux, il y a, en moyenne
statistique, autant de couples de séquences croissantes que de couples
de séquences décroissantes. Leur nombre total dépend de la probabilité
globale dans la série du symbole “0”.

Un calcul tout analogue est valable pour les séquences de “1”, en
remplagant partout P par 1 — P. Si la série est strictement stochastique,
le calcul ci-dessus effectué en considérant deux séquences successives de
“0” et conduisant aux relations (23), reste valable si les deux séquences
ne sont plus successives, mais distantes de @, ou @) est un entier posi-
tif quelconque. En d’autres termes, les relations (23) en posant Q = 1
impliquent la non-corrélation entre les longueurs de deux séquences suc-
cessives de “0”, et ces mémes relations ou on pose @ entier > 1, im-
pliquent la non-corrélation entre la séquence de “0” de référence et la
Qieme séquence de “0” le long de la série. Si donc les relations (23)
sont vérifiées quel que soit @) entier, positif, il s’ensuit qu’il ne peut ex-
ister aucune corrélation de longueur entre séquences de “0”, quelle que
soit la distance de ces séquences le long de la série de symboles pseu-
doaléatoires. Des considérations tout analogues sont valables pour les
séquences de “17.
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En conclusion, le run-test appliqué aux séquences de symboles,
détecte dans son principe toute redistribution artificielle selon une loi
déterministe quelconque des séquences de “0” et de “1” le long de la
série.

5 - Suffisance de la somme des deux tests.

On peut résumer ce qui précede comme suit: (a) le test de Smolu-
chowski généralisé (ou test des moments) détecte, dans son principe, tout
biais dans la distribution des longueurs des séquences; et (b) le run-test
appliqué auzx séquences détecte, dans son principe, toute corrélation entre
les longueurs de celles-ci le long de la série. Comme les seuls biais possi-
bles d’une série sont soit des biais en longueur, soit des biais en position-
nement des séquences (soit évidemment une combinaison des deux), il
s’ensuit que le test global qui comporte la somme des deux tests ci-dessus
(test de Smoluchowski généralisé + run-test appliqué aux séquences), est
un test nécessaire et suffisant pour mettre en évidence la stochasticité
ou la non-stochasticité d’une série de symboles pseudoaléatoires. Il faut
cependant s’empresser d’ajouter, que si, dans son principe, le test global
ci-dessus est nécessaire et suffisant, cela ne signifie nullement qu’en pra-
tique, d’autres tests, nécessaires mais non-suffisants, perdraient de ce
fait leur utilité. Car, intervient ici de fagon décisive la sensibilité des
tests, soit & I’échelon local soit a grande distance. C’est 14 une question
essentielle, qu’il faudrait examiner de pres, mais qui sort du cadre du
présent travail, qui s’attache uniquement aux aspects de principe.

Signalons pour terminer que nous n’avons pas trouvé décrit dans les
ouvrages que nous avons pu consulter [5 - 8] le test qui a fait 'objet du
présent travail; cependant, avec sans doute des différences, ce test est
parent du “gap-test” décrit dans 'ouvrage de Knuth [5].
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