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Sur les tenseurs de la théorie de Dirac en algebre d’espace

C. DAviAU

Fondation Louis de Broglie, 23, Quai de Conti 75006 Paris

RESUME. On étudie ici les tenseurs liés & 'onde de Dirac, tenseurs sans dérivée et tenseurs avec dérivées
du premier ordre. On utilise pour cette étude 'algébre de Clifford d’espace, et on se sert de ce cadre pour
former, en plus des tenseurs précédemment étudiés, qui sont les tenseurs invariants de jauge électrique, tous
les tenseurs possibles, y compris ceux qui tournent dans une transformation de jauge électrique. L’ensemble
de ces tenseurs est globalement invariant sous des transformations de jauge formant un groupe U(1) x SU(2).
On calcule ensuite ces tenseurs dans le cas simple de ’onde plane monochromatique.

ABSTRACT. We study the tensors of the Dirac theory, first the tensors without derivative, next the tensors
with first order derivatives. We use the frame of the space Clifford algebra to get not only the well known
tensors, which are invariant under an electric gauge transformation, but all the available tensors, even those
which rotate under an electric gauge transformation. The set of all these tensors is globally invariant under a
U(1) x SU(2) gauge group. Then we calculate each tensor in the simple case of the monochromatic plane wave.

1 - L’équation de Dirac en algebre d’espace

Congue comme une équation d’ondes relativiste
et du premier ordre, ’équation de Dirac [1], qui rend
tres finement compte de la physique de 1’électron, a
introduit un type d’objet mathématique nouveau, le
spineur, fonction de 'espace-temps & valeur dans C*.
Le spineur ne se transforme pas comme un tenseur
sous une rotation de Lorentz. On écrira ici I’équation
de Dirac sous la forme :

V(O +iqAy) +imlyp = 0
e _ myc (1-1)
=% "7y
ou e, négatif, est la charge de I’électron et les A,
sont les composantes covariantes du vecteur d’espace-
temps potentiel électromagnétique. On utilisera ici

une signature + — — — pour la métrique d’espace-
temps, donc les composantes contravariantes de A
sont AO = Ao et Aj = —Aj, ] = 1, 2, 3. On
prendra ici la forme usuelle des matrices de Dirac :

(1

I 0
=[] =y = -
V3 0 1
(1-2)

(e

On utilisera ici également une autre écriture pour
I’équation de Dirac. Cette écriture a été obtenue sous
une forme voisine en [2]. On se servira également des
spineurs £ et 7 de Weyl définis par

; !
Uo=(,) : U=U"=="=(0+1s)
() vmribn

. 0 7
V5 = —1Y07V17273 = I 0

ce qui donne :

1 ¢1+¢3) 1 (%-%)
¢ ﬁ(w+w 1=\ —u) OV
A chacun des spineurs ¢ de (1-1) on fait correspondre
un élément ¢ = f(v), fonction de lespace-temps a

valeur dans ’algebre de Clifford de ’espace physique
usuel, défini par :

f(¥) = ¢ = a1 + azo1 + azoz + as03

. (1-5)
+ as50109 + ago302 + ay0301 + asgt

ou les aj sont les parties réelles et imaginaires des
composantes 1; de 1), a savoir :

Py = —a7 — iag ;

Y4 = as +iaz

U1 = ay + ias ;

. (1-6)

Y3 = as +ias ;
L’algebre de Clifford d’espace est isomorphe a 1’alge-
bre M>(C) des matrices 2 x 2 a coefficients complexes,
algebre engendrée par les matrices de Pauli, mais on
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n’utilise ici que la structure d’algebre sur le corps
des réels. On notera ¢*; le complexe conjugué de v;,
suivant en cela la notation usuelle en théorie de Dirac

= V2 | D=t = (07, v%s 9% —9")

(1-7)
En algebre d’espace, on utilisera trois sortes de con-
jugaisons, les conjugués de ¢ étant définis par :

¢T = a) + ax01 + azo + aq03

— a50102 — Ag0302 — Q70301 — agi
¢ = a1 — ax01 — 302 — (403
- (1-8)
+ as0102 + ago302 + a70301 — agl
¢ = ai; — 201 — a302 — (403

— 50102 — Q0302 — Q70301 + agt
Ces conjugaisons vérifient, pour tout élément A et B
de lalgebre d’espace
(AB)' =B'A"; AB=AB
TBoBA A=A (-9)

La transformation f est linéaire en tant qu’application
d’un espace vectoriel sur R dans un autre espace
vectoriel sur R. Les espaces vectoriels de départ et
d’arrivée de la transformation f sont des espaces vec-
toriels sur C mais f n’est pas C-linéaire car on a :

fiy) = pios

C’est donc bien la structure d’espace vectoriel et
d’algebre sur R que nous utiliserons, les fonctions ag
étant des fonctions de I'espace et du temps a valeur
dans R. On obtient aussi, pour tout ¢ = f(¢):

f@W*) = 02002
fO*)=0td , p=0,1, 2, 3.

On obtiendra I’équation d’onde pour ¢ en appliquant
f al’équation de Dirac :

S (V"8 +igAL) +im]y) =0

(1-10)

(1-11)

ce qui donne :

o0, + qot A, dios + mepios = 0 (1-12)

On utilisera les notations suivantes :

V=0 +0;: 8=0101+ 0202+ 0305 (113)
A=A"—A: A= Alo, + A0y + AP0y

Et il en résulte :

V=08 —-0=0"9,; A=A"+A=0"A, (1-14)
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L’équation de Dirac prend donc la forme :

V 6+ qA gios + mepioy =0 (1- 15)
et ceci équivaut a :
Vios = meo + qAd (1-16)

La transformation f respecte la forme que prend en
théorie de Dirac l'invariance relativiste. On sait en
effet [3] que le groupe de recouvrement du groupe
de Lorentz restreint L', est le groupe SL(2,C)
des matrices de M3(C) unimodulaires, c’est-a-dire
de déterminant 1, donc est contenu dans l'algebre
d’espace. Soit M une matrice unimodulaire :

-2 )
™o Mg

(1-17)
det M = mimyg — maoms =1
On a alors :
M1_<m4 _m3>—]/\4\
—ma mi
. . (1-18)
O'QHUQ: (ml* mB*) =M
mo my

Et il est établi, on pourra notamment en trouver une
démonstration détaillée en [3], que la transformation
r qui, & tout vecteur d’espace-temps

V =Vo+ Vior + Voos + V303
fait correspondre le vecteur V' tel que

Vi=r(V)=MVM* (1-19)
est une rotation de Lorentz orthochrone conservant
Porientation. L’application h : M + r est un
homomorphisme du groupe de Lie SL(2,C) sur le
groupe de Lorentz restreint £T,, de noyau {1 ; —1}.
L’équation de Dirac écrite sous la forme (1-16) est
invariante sous le groupe SL(2,C) car si l’'on pose :

¢'=M¢
V' =MVM~! (1-20)
A'=MAM™!
alors I'équation (1-16) équivaut a
V'¢ios = me +qA'¢ (1-21)

donc garde la méme forme. De plus, avec (1-4) , (1-5)
et (1-6) on obtient :

o =V2(¢ —ioam®) 5 d=V2(n —io2") (1-22)
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de sorte que £ et 7 sont, a un facteur pres, les colonnes
de gauche de ¢ et ¢. Il est bien connu que les spineurs
& et m sont transformés, par la rotation de Lorentz r
associée & M, en & et 1’ tels que :

§=M¢; oy =M)"p=My  (1-23)
et I'on a :
n* =M 0" =0aMoyy® ; oo = Miooy® (1-24)
Par conséquent on a :

¢' = M¢=MV2(¢
= V2(M¢
=V2(¢

Donc les égalités (1-22) sont invariantes sous une ro-
tation de Lorentz propre. L’invariance relativiste de
Péquation (1-16) est bien completement équivalente
a celle de I’équation de Dirac. Par contre cette forme
d’invariance n’est pas celle du formalisme d’Hestenes,
pour qui les 7, constituent une base de l'espace-
temps [4]. On peut aussi voir que la transformation f
est complétement compatible avec le groupe SL(2,C)
a partir des égalités (1-11) qui donnent :

f(ea’h“/ow) :ea01¢ ; f(ea’m%d})

—ioan™)
—iMoon®) (1-25)

— i0277/*)

= e3¢ (1-26)

et ainsi de suite. La transformation f ne dépend donc
pas du repere utilisé.

La théorie de Dirac ne comporte pas que des
spineurs et des vecteurs d’espace-temps, elle utilise
aussi le tenseur champ électromagnétique qui s’écrit
en algebre d’espace [2] :

F=VA ; VF:%T]' (1-27)

et sous une rotation de Lorentz r le bivecteur champ
électromagnétique F' devient :

F'=MFM™! (1-28)

et les équations (1-27) sont invariantes sous les rota-
tions de Lorentz données par (1-20) et (1-28)

2 - Tenseurs sans dérivée.

Les tenseurs sans dérivée, construits a partir du
spineur v, sont les grandeurs de la forme 1 M1). On
obtient ainsi 16 grandeurs qui forment : le scalaire
Q1, le vecteur courant J*, le tenseur antisymétrique
SH le vecteur spin K* et le pseudo-scalaire {25 tels
que :

O =9y ; Qo= —ihys1)

JH=pytp s K = —rysytep
SHY = fipytyPeh (2-1)

On obtient, avec (1-5) et (1-6) :

Q=1 |* + [ha|® — [93]? = [al?
:a12 - a22 — a32 — a42 (2—2)

2 2 2 2
+as” +ag” +ar” —as

Et pour le pseudo-scalaire 25, on a :

Qo = i(P1p" 5 + h2p™y — Y3¥™y — Yay™y) (2-3)
= 2(a1as + asas — azar — asas)
Avec les spineurs de Weyl, ceci donne :
0 4+ = 2n'¢ (2-4)

Et si 'on pose :

(&) n=(n) e

on obtient, en identifiant comme précédemment les
scalaires et les matrices scalaires :

Q +iQ = 2(m*& + m*Es)

~ (& —m” me "
09 =2 (52 n* > (—52 31 > (2-6)
=2(m &1 +n2"E2)

On a donc :
Q1 +iQs = ¢p = det ¢ (2-7)

Et il en résulte que ¢ est inversible si et seulement si
I'un des invariants €2 ou 29 n’est pas nul.

Pour le courant .J, dont la composante de temps
JO est la densité de probabilité de présence, on ob-
tient :

JO = 1?4 o] + |s] + 4l

— 1% + a5 + as® + as?
+ a52 + (162 + a72 + a82
Jh= Y1p* g+ Potb™ 3 + P30y +hayp™y
= 2(&1(12 + asas — aqga7 — aﬁag)
J? = i(1*y — ob* s + sy — thath*y)
= 2(a1as — azas — aqag + arag)
I =ity — orh* g + Y3y — hat*, (2-8)
= 2(a1a4 + agar + azag + asag)

On notera que la densité de probablité de présence
est donnée par la somme des carrés des composantes
réelles de ¢, donc le produit scalaire est naturellement
euclidien ici et n’est pas naturellement hermitien.
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Pour le tenseur antisymétrique S qui donne la den-
sité de moment électrique et de moment magnétique
on a :

S =[] = |al® — |bs|* + [¢a]?
=a1? + ax? + a32 —ay?
+ CL52 — a62 — (172 — a82
5% =th1p*y + hoth* | — hsth*y — Pah*y
=2(—a1a7 — aga4 — A30ag8 — a5a6)
S =iy — hath* ) — Y3y + ath*y)
=2(—ajap + azas — asay + asaz)
S9 = i(—1*s + hath*y + Y3U* ) — hah*,
= 2(—0,1(18 + aza¢ — asay + (14(15)
SO = i(—1Y*y — atb*3 + sty + atp™y)
= 2(—(11(13 + aga5 — aqag + a7a8)
59 = hrp*y — Pty — sty + Path*y)

= 2(ayas + azas + agar + agag)

(2-9)

Pour le vecteur K on obtient :

KO = ¢1¢*3 + wa*4 + %Wl + "/}41/}*2
= 2(a1a4 — agay — azag + asag)

K = 1%y 4 o™ + thstp*y + Path*y
= 2(—aia7 + aga4 + azag — asag)
K? = i(1gp*y — o™y + hsp*y — Patp™3)  (2-10)
= 2(—ajag — asag + azay + asay)
K% = 1] = [thaf* + [3]* — [9a]?
= a1% — ao? — a5 + a42
¥ as? — ag? — ar? + ag?

Avec les 4 fonctions a valeur complexe 1); on peut for-
mer 16 produits ¢ ;¢;. Ces 16 produits ne sont pas
directement les composantes des densités tensorielles
de la théorie de Dirac, qui sont les 16 combinaisons
linéaires rencontrées dans les formules (2-2) a (2-10).
Elles semblent épuiser les possibilités de construire
des tenseurs sans dérivée. Or si l'on utilise les 8
fonctions a valeur réelle ai, on peut former 8 carrés
ai? et 28 produits ajay, soit au total 36 grandeurs.
Nous allons voir que ces 36 grandeurs donnent 36
combinaisons linéaires qui sont les composantes de
tous les tenseurs possibles sans dérivée. En effet,
par suite des formules (1-20) les tenseurs sans dérivée
sont nécessairement de la forme dX (E ou de la forme
¢X ¢, que on a déja rencontrée en (2-7). On est
donc amené a étudier les grandeurs suivantes :

J =66
Ky=0056 5 =123 .
R=¢¢

Les indices entre parenthéses ne correspondent pas
a une composante de vecteur, mais au numéro du
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vecteur d’espace-temps ou du bivecteur d’espace-
temps considéré, qui correspond au numéro d’une
matrice de Pauli. Les densités tensorielles (2-1) cor-
respondent a J, K3y, R et S(3), car on a :

R =0 +iQy
J=J—T; J=J' + JPoy + J303
Kg =K’ - K ; K = K'0) + K20y + K03

S(3) 282301 + 3310'2 + S120'3
10, 20, 30, (2-12)

+ SVio1 + S*Vioy + S*Vios
Ces tenseurs sont ceux qui sont invariants sous une
transformation de jauge électrique. En effet si I'on
multiplie ¢ par '*, ¢* ;9 est invariant. Cette trans-
formation de jauge électrique correspond, d’apres
(1-10), & la multiplication de ¢ par e*° & droite.
Les tenseurs ¢X Zs et ¢ X Zs sont invariants de jauge
électrique si X commute avec o3, donc si X = 1 ou si
X = 03. Mais si l'on juge que 'on a peu de raison de
préférer 'une des matrices de Pauli par rapport aux
autres, on n’oubliera pas les vecteurs K () et K (g), et
les bivecteurs S(1) et S(g). Ces vecteurs et bivecteurs
ne sont pas invariants de jauge électrique, la trans-
formation de jauge effectue une rotation entre Ky
et K(2y, et entre S(1) et S(2y. Soit en effet :

d)/ — ¢€ai03 (2_13)
On obtient :

K(’l) = ¢o1d = cos2a K1y —sin2a Ky

- (2-14)
K{y) = ¢'02¢’ = cos2a K (3) +sin2a K1)
et de méme :
Sy =do (EIZCOSQCLS —sin2a S
(1) 1 (1) (2) (2.15)

SE2) = ¢/02$/ = cos2a S(z) + sin2a Sy

Examinons maintenant comment on peut écrire
dans le formalisme des matrices de Dirac les densités
tensorielles mises en évidence ici, et non invariantes
de jauge. Pour S(;) on obtient :

23 2 2 2 2
ST =a1” —ax” taz” +ay

_ a52 +a62 _ a72 _ Cl82
1 * *
=W+ = =y’
+ 3" + 97yt — v — 07,



Sur les tenseurs de la théorie de Dirac en algébre d’espace. .. 31

5(1)12 = 2(a1a7 — agaq + azas — asag)
= —th1the — YT "y — P3thy — YTy
5(1)31 = 2( — aya5 — azsaz — agag — agary)
= 507 = -y
Fpg? — 4 — 97,2
5(1)10 = 2(ayag + asag + azar + agas)
= i(—Y1s + " P73+ athy — P77 y)
5(1)20 = 2(a1a4 — aza7 + azag — asas)
= P13 + PP g+ oty + Y7y
5(1)30 = 2(—ajas — agas + aqag + arag)
= i(P1g — P U7y + Yarhs — PTo"s)
Sy =S o1+ Sw)* oa + Sy oy (2-16)
+ Sy Yoy + Sy ios + Sy ios

L’utilisation de produits du type ;4 fait apparaitre
immédiatement le caractére non invariant de jauge
électrique de ces tenseurs. Par contre le caractere
tensoriel des S(1)"” ne parait pas directement évident
dans le formalisme de Dirac. Avec les parties réelles
et imaginaires des 4 ;% et des 6 ;i on obtient
2(446) = 20 quantités dont les combinaisons linéaires
sont les 36 — 16 = 20 composantes de tenseurs non
utilisées dans le formalisme usuel. Outre les 6 com-
posantes du bivecteur S(;) données plus haut, ces
autres composantes sont les 6 composantes de Sg),
les 4 composantes de K(;) et les 4 composantes de
K(g)l

S2) =8 *01+ S(2)” 02 + S(2) Py
+ S(g)loial + 5(2)202'02 + 5(2)301'03
5(2)23 = 2(a1a5 — agas + agas — agay)
= L gt -ty
—s” P s — 977
S® =12 + as? — as? + as?
— a5? — ag® + ar? — ag?
= S
+hs® 9757+ + 9%,
5(2)12 = 2(a1a6 — agag — azay + asaz)
= i(P1h2 — YY" + sths — P Y7y
5(2)10 = 2(—aja4 — agay + azag + asag)
= —P1hy — P75 + aths + Y70y
5(2)20 = 2(a1ag — azag — azar + agas)

= i(—t/)ﬂ/ig + 1/)*11/)*3 - 1#21/14 + 11)*21/1*4)

5(2)30 = 2(a1a2 — azas — aqay + agag)
= Y1)y + P T A PatPs + YT

Pour le pseudo-vecteur d’espace-temps K1y on ob-
tient :

(2-17)

K(l)o = 2(a1as — asas + agar — agag)
=1y + P07 — Paths — P
K(1)1 =a1? + as? — a3? — a4’
—as® + ag® — a7® + ag®
= %(%2 % = — gty
—3? — %57+ +9,0)
K(1)® = 2(— a1a5 + asas + asas — agaz)
= %(1,/112 — % — R
— s + 97" =+,
K(1)3 = 2(a1a7 + asaq — azag — asag)

= *wl@//Q - 1/)*1"/)*2 + 7/)3w4 + 7/)*3770*4

Et pour le pseudo-vecteur d’espace-temps K2y on a

(2-18)

K(2)? = 2(a1a3 + asas + asag + aras)
= i(=1a + P 1%y + P2tz — PToY%)
K)" = 2(a1as + asas — asas — agaz)
= %( — 2 — )t
+1h3” — *32 — s+ ¢*42)
K(2)2 =a1? — ax® + az® — a,®
—as® — ag” + a7r® + as’
B %(%2 +UT e 9ty
s — gt = )
K(2)3 = 2(a1a6 + azag + azay + asar)

= i(1vha — Y"1 Y" 5 — P3ha + P 3Y7y)
(2-19)
Pour vérifier le caractére tensoriel de ces grandeurs
dans le formalisme de Dirac, on posera :

b=v"072 5 P =¢'n7s (2-20)

ott Yt = p*T est le transposé de 1. On obtient alors :
Py = Ko — iK )"

Pyiy e = Sy —iSyH”

Sous une transformation de Lorentz qui change ¢ en
' = At et telle que A y*A =at,v" on a :

(2-21)

072 A7 = Ao 5 AT = Al
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O =PAT 5 = AT
Pyt = AT AP = at 1py
Py Y = PAT Iy Ay (2-22)
= a“pauTqﬁryprTw

Et ceci assure le caractere tensoriel de K1), K(g),
Sy, Sey. 1l faut maintenant remarquer que les
tenseurs sans dérivée J, K1), K2, K(3) et R, S(),
S(2), S(3) sont globalement invariants sous un groupe
de transformations de jauge ayant exactement la
structure U(1) x SU(2) de la théorie électro-faible.
Ce groupe est engendré par ¢ pour U(1l), et par
io1, 109, iog, pour le groupe SU(2). Comme dans
la théorie électro-faible, le générateur de U(1) n’est
pas le générateur de la jauge électrique, qui est ici
ios, et fait partie de SU(2). Autre ressemblance
avec la théorie électro-faible : les tenseurs ne sont
pas séparément invariants, mais invariants dans leur
ensemble car la jauge en io3 fait tourner les cou-
ples (K1) ; K) et (Suy 5 Se)), et, de méme,
avec des formules analogues & (2-13) (2-14) et (2-
15), dans lesquelles on effectue une permutation cir-
culaire des indices entre parentheses, la jauge en ioq
fait tourner les couples (K (9) ; K3)) et (S(2) ; S(3)),
et la jauge en ioy fait tourner les couples (K (s) ; K(1))
et (S(3); Sq1)). Seuls R et J sont invariants dans ces
tranformations du groupe SU(2). Quant & la jauge
en i, qui n’est pas ici la jauge électrique, mais qui est
la jauge chirale utilisée par G. Lochak dans sa théorie
du monopole [5], elle laisse invariants les tenseurs J
et K ) et fait tourner les tenseurs R et S(;) sur eux-
mémes, car si I’on pose :

¢/ _ ¢eai — eai¢ (2_23)

on obtient :

R (2-24)
Kj = (bajqﬁ = gZ/)O'qu) = Kj
R — ¢/$/ _ eQai(ba
Q] =cos2a Qp —sin2a Qs (2.25)

Qf =sin2a Qy + cos2a Qs

Comme le champ électromagnétique F', les bivecteurs
S(j) sont somme d'un vecteur M;y et d'un pseudo-

vecteur N'(j), et s’écrivent :
Sy = M) +iNg) (2-26)

Et lon a, sous la transformation de jauge (2-23) :

S() = ¢'0j¢' = g0 = V'S
MJ’ = cos 2a Mj —sin 2a ]\7j (2-27)

N/ =sin2a Mj + cos 2a ]\7j

C. Daviau

Donc la transformation de jauge (2-23) correspond
a une rotation entre les deux vecteurs d’'un méme
bivecteur.

L’étude des tenseurs sans dérivée montre donc
qu'un groupe d’invariance de jauge ayant la struc-
ture U(1) x SU(2) est naturellement inscrit dans la
structure des tenseurs de 'onde de Dirac. On va voir
maintenant qu’il en est de méme pour les tenseurs
avec dérivées du premier ordre.

3 - Tenseurs avec dérivées du premier ordre

On suivra ici la nomenclature utilisée par O.
Costa de Beauregard [6]. Les tenseurs avec dérivées
du premier ordre précédemment étudiés sont : le
tenseur d’impulsion-énergie de Tetrode T%, la den-
sité de spin de Durand 7°U* | la densité de courant-
charge de Gordon k°, la densité de courant-charge
magnétique 1%, le tenseur “énigmatique” vk tels
que, en signature + — — —:

%

g o S T )
T = Sut oY 5 (0] =

. 1, . .
T = Syt 0y 5 o =

7

k=S [0e
= S0y (3-1)
,Ui[jkl] — _%w*[ai},yjklw

Le calcul détaillé de ces tenseurs a 'aide des matrices
de Dirac (1-2) et des aj définis en (1-5) donne pour
I'impulsion-énergie :

T7° = —a107 a5 — a0’ as + azd’as — asd’ ag
+ a5 a1 + agd ar — a7’ ag + asd ay
T = —a,0az — axdas + az0’a; + asdag
+ a5 as — agd as + a7’ ag — asd ay 3.9
T7? = a;07ay — axday — azd’as — asaz i
+ a5 az + ag? as + a70” ay — azd’ ag
T73 = —a107ag — a2’ ag + azd’ar — asd’ as

+ a50ja4 + a68ja2 — a7(’)ja3 + Cbgajal
Pour le courant de Gordon on a :

k= —a183a5 + agajag — a38Ja2 + a483a8

+asd a1 + agd’ ay — a70? ag — agd’ ay

(3-3)

Pour le courant-charge magnétique on obtient :

1= al(?ja4 + azajcw + agaja6 — a48ja1 (3 4)
+ a58ja8 - asajag - a76ja2 — agaja5
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La densité de spin de Durand donne :

710U — 4,0 ay — asday — asd as + asd ay
+ asaja3 — a6(9jag — a78ja4 + agajaﬁ
Tj[02] = alc‘?jag + agajag, — agajal + a48ja6
— a58ja2 — agaja4 + a78jag — agaja7
703 = 107 ay — asd a7 — a3 ag — asd'ay

+as8 ag + agd’ asz + ard ay — asd as

2l — a1 a5 + axd’az — a3z as — asdag
— a53ja1 + CLGajCW — a78ja6 + Clgaja4

Tj[23] = —alﬁjaﬁ - a28jag + agaja4 — a48ja3
+ a5 ar + agday — ard as + agd’ as

Tj[?)l] = alajcw — a28ja4 — agajag + a48ja2

+ a58ja6 - a68ja5 — a78ja1 + agﬁjag
(3-5)
Pour le tenseur ininterprété v, on a :

02 = _g107a5 4 a8 as — asd az — s as
+ a5’ ay — agd’ a7 + ar0’ ag + agd’ ay
w192 = 4107 ag — axdag + a3 ay — asdas

— a5 a7 — agd’ a; + a70’ a5 + agd’ as

WO = 107 ar — asday — a3d ag + a1’ as
— a58ja6 + GGaj(lg, + a78ja1 + (lgajag
V123 = —q,07ag + asd ag — a3’ ar — asd as
+ a58ja4 — agajag + a78ja3 + agajal
(3-6)
B ACommeles tenseurs sans dérivée sont de la forme
¢ X ¢ et pX ¢ en algebre d’espace, on obtiendra les

tenseurs avec dérivées du premier ordre sous la forme
suivante :

Y = J(VOXG-VoX3) ; 7= J(VEX3-VoXJ)

(3-7)
ou les points indiquent ce sur quoi portent les déri-
vations. Ces tenseurs sont invariants sous le groupe
de Lorentz, car sous la rotation définie en (1-19) on
a:

1 . . —~ . A

Y= L(VPXG - VXD)
_ M%(V({BX(E— VoXM ' = MYy M~

1 =~ == A

7= (ViX5 VX

1l ~ - =
= M§V¢X¢ —VoXQ) M =MzM™?
(3-8)
Les tenseurs du type Y se transforment donc comme
des vecteurs d’espace-temps, et les tenseurs du type

Z comme des bivecteurs. Ces tenseurs sont invariants
de jauge électrique si X commute avec le générateur
io3 de la jauge électrique. Ce sont :

5766 - Vo0)
l(3) - ik(g) = %(vQZ.SOB(g_ V¢U3$)

~

s (3-9)
v=5(Véd - Véo)

~

T3y = %(%035* WU:&@

Le tenseur 7, lié a la densité de spin de Durand, est
somme d’un scalaire invariant, d’un bivecteur et d’un
pseudo-scalaire, car on obtient :

=01 4 7,002 | (03

(3-10)

Les vecteurs d’espace-temps [ (3 et k(3 sont le vecteur
densité de courant-charge magnétique et le courant
de Gordon, car on a :

gy =1 —1'oy — Poy — 10y
0 1 2 3 (3-11)
k(g):k —k (Tlfk O'gfk 03

Le tenseur v est lié au tenseur ininterprété de O.
Costa de Beauregard, et le tenseur T(3) est lié au
tenseur d’impulsion-énergie, car on a :

Tizy =(T% = T%)oy + (T — T )0
+ (T = T?)oy + (T — T")ioy
+ (T — TYigy + (T — T*)io
+ (TP + T +T% 4+ T%)i

(3-12)

v = (v2[021] 4 1}3[031])01 + (030038 4 g 012)) 5,
+ (0,013 4 U2[023]>03 _ (v0[023] n 1)1[123])”1
_ (U0[031] n U2[123])i02 _ (00[012] i 03[123])1-03
+ (001123 4, 1023] 4, [031] 4 0121y,
(3-13)
On obtiendra des tenseurs non invariants de jauge
électrique en posant :

1 .. ~ . BN
L) = k) = 5 (Vo 6 = Vo;9)
1 — = ~ = _ =X
Ty = 5(V 606 =V g00) 5 j=1, 2
(3-14)
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Les tenseurs avec dérivées du premier ordre, que
nous venons de décrire, sont ceux qui donnent la dy-
namique des tenseurs sans dérivée. En effet on a :

V¢ = —moios — qAdios (3-15)
1¢ = —mqbia;; - qu¢i03 (3-16)
ce qui donne :

(Vo)X = —imdos X o — igAposXd  (3-17)

Mais on a par ailleurs :

-~

(Vo)X = JV(6X3) + 3 (V4XG - V6X3) (319)

ou les points indiquent ce sur quoi portent les déri-
vations. On obtient :

V(6X$) = 2(—imdo3 X ¢ — igA¢os X )

~

Ce~ (3-19)
—(VoX¢ —VoX)

En particulier on obtient, si X =1 :
V(Q +if) = 2imK 3y — QiQAS(g) —27  (3-20)
tandis que pour X = o3, on obtient :

VS(g) = —2imJ — 2igA(Qy + i) — 2([(3) — ’ik‘(g))
(3-21)
On peut, dans cette derniere égalité, séparer le
courant-charge magnétique /3y du courant de Gor-
don, en utilisant la conjugaison f, qui donne :

S(g)TV = 2imJ + 2igA(2; —iQy) — 2([(3) + ik(g))
1
Z(VS(?’) + S(g)TV) = QoqA — l(g) (3-22)

)
1(V8e) = 8'V) = mJ + QgA — k) (3-23)

Cette derniere relation nous donne la “décomposition
de Gordon” du courant J :

) q 1
J=-(VS@3) —83'V) - A+ —k
4m( 3 —953)'V) AT k)
Pour les autres tenseurs, au lieu de (3-19) on
obtient :
V(#X) = 2(~im¢osXd — igAdrs X §)

~

—(V¢Xo—V ¢X0¢)

En particulier, si X = 1, on obtient :
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Dans cette égalité, nous pouvons séparer les parties
scalaires, bivectorielles et pseudo-scalaires en util-
isant la conjugaison ~:

TV = 2imSs) + 2iqK A — 20 (3-27)

On ajoute et on retranche ces deux derniéres rela-
tions, et 'on utilise le produit scalaire et le produit
extérieur :

1 — I
A- K(g) = i(AK(S) + K(g)A) (3—28)
1 — _
AN K(3) = 5(AK(3) — K(S)A) (3-29)
Avec 'opérateur V on a :

1 — _
Qul" =V - J = (VI +TV)

1 (3-30)
VA= i(ﬁJ—jV)
Et ’on obtient :
V. -J=2igA K3y — (v+7
q @ — ( ) (3.31)

V AJ = =2imS(3) + 2igA N K3y — (v — )

D’apres (3-13) le tenseur v est somme d’un bivecteur
qu’on notera v, et d’'un pseudoscalaire qu’on notera
vy, ce qui donne :

v=0p 400, 3 U= —up+ vy (3.32)
v+U=2iv, ; v—T =2y
Les égalités (3-31) deviennent :
V- J = 2igA- K — 2iv, (3-33)

VAJ= —2im5(3) + 2igA N K(g) — 2 (3—34)

En séparant les parties réelles et imaginaires de (3-
33), on obtient :
V-J=0 (3-35)
vp = qA - K(3) (3-36)
L’égalité (3-35) indique que le courant J est conser-
vatif.

Si 'on reprend maintenant (3-25) pour X = o3,
on obtient :

VK3 = 2im(Q + i) + 2igAJ + 215y (3-37)
Puis on obtient, en utilisant la conjugaison ~:
K(g)V = QZm(Ql + ZQQ) + 2’&qu + 21/1(-3\)

VK@) + K@V = 4im(Q +iQ2) + 2ig(AJ + TA)
+2(T(s) + Tis)
(3-38)
VK@) — K@)V = 2iq(AJ — JA) + 2(T(5) — Ts))
(3-39)
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Le tenseur 7(3) est, comme le tenseur v, somme d’'un
bivecteur et d’un pseudo-scalaire, que 1’on notera re-
spectivement T3y et T5,. Donc en séparant les parties
réelles et les parties imaginaires on obtient pour (3-
38)

V- Ky = —2my (3-40)

0=mQ +qA-J+ 13, (3—41)

La premiere de ces deux égalités est due a Uhlenbeck
et Laporte. Quant a ’égalité (3-39), elle donne :

VA K(g) = 2igA N J + 213, (3—42)

Les tenseurs que nous venons d’étudier ne sont
pas les seuls que l'on peut construire en théorie de
Dirac, car si 'on étudie la dynamique des tenseurs
sans dérivée on doit introduire les tenseurs compor-
tant des dérivées du premier ordre. Si l'on veut
obtenir la dynamique des tenseurs comportant des
dérivées du premier ordre on doit introduire des
tenseurs comportant des dérivées du second ordre,
et ainsi de suite. En outre, ont aussi le caractere
de tenseurs les dérivées des tenseurs sans dérivée,
a savoir V(Q + i), VS, VJ et VK(;. Et
en dérivant a nouveau, on obtient les tenseurs :
O +iQ2), OJ, UK, OSy), etc. Par suite
du caractere non commutatif de I’algebre des matri-
ces de Dirac, ou de Pauli, il apparait ainsi une infinité
de tenseurs suivant les ordres de dérivation.

Nous allons maintenant examiner ce que devi-
ennent ces tenseurs dans le cas le plus simple, qui
est celui des ondes planes en ’absence de champs
extérieurs.

4 - Cas des ondes planes

Dans le cas ou les potentiels extérieurs sont
négligeables, considérons une onde plane de la forme

a1 =bjcosp+cising ...

ag = bg cos + cgsinp

E 1
_ %xo _ ﬁ(plml +pPa? 4+ pPad) (4-1)
B a1
T he p = hp

ot les b; et les c; sont des réels fixes. On peut alors
écrire :

¢ =cospB +sinpClis ; i3 = —iog (4-2)

B =b; + byoy + b3og + byos
+ bso109 + bgozoo + brozoy + bgi (43)
Clis =c1 + coo1 + €309 + c403
+ c50109 + cgo309 + cro301 + cst

ou B et C sont fixes. On a :

hdp=—p; p=o1p' +op® +o3p®  (4-4)

Sous la forme (1-16), 'équation de Dirac devient, en
I’absence de potentiels extérieurs :

Vioz = meo (4-5)
Ceci nous donne

0= (E' —p")(—sinpB + cos ¢Ci3)i3

R (46)
+ m(cos B + sin pC'i3)

Par suite de I'indépendance linéaire des fonctions sin
et cos, cette équation équivaut au systeme suivant :

(' —F'\B=mC ; (B —F')C=mB (47)

Ce systeme équivaut, en conjuguant, a :

(E'+7")B=mC ; (E'+p')C=mB (4-8)

Il en résulte :
m?B=m(E'+7")C = (E' +7")ymC

=(E'+p")(E'-p')B

— (E12 _ 5/2)3

20 — ' AND (2N D (4_9)
m°C=m(E' +p")B=(E' +p")mB
=(E'+p")(E'—p")C
— (E/2 _ ﬁ/z)c
Il n’y a donc de solution non nulle que si
E?=m?>+p" (4-10)

On prendra ici seulement la solution positive :

E' =\/m2+75"7” ; E=1\/mo2c*+2p? (4-11)

qui a avantage de conserver la relation E = mc?, et
dont on verra qu’elle suffit a obtenir toutes les on-
des planes dont on peut avoir besoin. Avec I’énergie
positive (4-11), le systeéme (4-7) se réduit a :

C=(e+7)B ; @ =—7p
mopcC
E 2
= =V1+7 4-12
€ e + 7 ( )

La solution ainsi obtenue, a savoir :
¢p=cosp B+sing EBiz ; E=e—7  (4-13)
dépend de 8 constantes arbitraires, et est la solution

en ondes planes générale, car le changement de € en
—e et de ™ en —7 change la phase ¢ de signe et laisse



36

inchangé ¢. On utilisera dans la suite les notations
suivantes : R
R=BB =0, +iQ,
J=BB=J,-J
o~ 0 =
K =-BoypB =K - K

DT B (4-14)
Sy = Bo)B = M) +iN

Ces grandeurs soulignées sont fixes, puisque B est un
élément fixe de Palgebre d’espace. (4-13) entraine :

¢ = cosp B+ sing £Bis

~ (4-15)

¢ =cosp B —sing isB'E
Calculons tout d’abord les tenseurs sans dérivée. On
a:

R = ¢¢ = (cosp B + sin ¢ EBis) (4.16)
x (cosp B —sing isBT&)

~

2R = (14 cos2¢)BB
+isin2¢p (BosB'€ — €BosB) (4-17)
+ (1 — cos2p)EBBTE

c’est-a-dire :

2( +i€2) =(1 4 cos 20)(L; + ifdy)
+isin2p (K& +EK )  (4-18)

+ (1 —cos2p)E( —i)E
Et comme £ = 1, on obtient :
(Q1+i22) = Q; +isin2p K 5)-E+icos2p Qy (4-19)

soit finalement :
0 =9 (4-20)

Qy =sin2¢ K3 - &+ cos2p Qy (4-21)

Seul le scalaire €21 est fixe. Le pseudo-scalaire 5 0s-
cille avec la phase 2¢. Mais comme la phase contient
un facteur ¢, et comme la valeur moyenne d’un sin
ou d’un cos est nulle, alors la valeur moyenne dans
le temps de €25 est nulle. La présence de la phase
2¢ dans les tenseurs est interprétée habituellement
comme un phénomene de battement entre ondes a
énergie positive et ondes a énergie négative. En effet
on peut toujours écrire :

B =D+ B,
1 — 1 . (422)
Et ceci donne :
EB1=B, ; £€By=8 (4-23)
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¢ = cosp B +sing EBi3
= COS (Bl + Bg) + sinap (Bl — Bg)ig (4—24)

= B1e¥ + Bye ¥is

Ceci signifie que 1'onde plane de (4-13), qu'on ap-
pellera ici onde plane générale, est somme de l'onde
plane usuelle & énergie positive E et impulsion p et
de I'onde plane a énergie négative —FE et d’impulsion
—p. Le battement entre ces deux ondes est présent
dans tous les tenseurs sans dérivée. Ainsi le calcul du
courant J donne :

J=(E-J)E+cos2p [J— (€-J)E]
P (4-25)
— 5 sin2yp (ES3) + S8(5)€)

Si 'onde plane n’est pas identiquement nulle et si la
vitesse est inférieure & ¢ le terme £ - J est strictement
positif. La densité de probabilité de présence est, en
moyenne temporelle :

p=(E-J)e (4-26)
Le courant de probabilité moyen est :
j=c&- J)i=—7=pi (4-28)

Donc, en moyenne temporelle, la vitesse de la proba-
bilité, dans I'onde plane générale, est égale a la vitesse
de D’électron-corpuscule. Ce résultat a d’abord été
obtenu dans le cadre de ’équation de Schrodinger,
puis dans le cadre de ’équation de Dirac, mais avec
une onde plane qui n’est pas la plus générale possible.
Le passage du courant de Schrédinger au courant de
Dirac n’est pas trivial, car la généralisation relativiste
de la partie temporelle du courant de Schréodinger est
le courant J, tandis que la généralisation relativiste
de la partie spatiale du courant de Schrédinger est
le courant de Gordon %k(g). Lorsqu’on utilise 'onde
plane générale de I’équation de Dirac, on n’obtient
le résultat classique qu’en moyenne temporelle pour
le courant J. Mais on verra plus loin qu’on obtient
exactement le résultat classique avec le courant de
Gordon, sans avoir besoin de considérer des moyennes
temporelles.

Le calcul des tenseurs avec dérivées du premier
ordre donne des résultats plus simples que pour les
tenseurs sans dérivée, parce que la phase disparait des
résultats : tous les tenseurs avec dérivées du premier
ordre du type (3-7) sont fixes. On obtient :

k‘(3) = m(E . l)g
I3 =0
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T(d) = —ile
T =1im[K 3 — (€ K(3))E] (4-29)
P — —
v= 5 (88 — S5¢)¢

Le courant de Gordon est donc fixe pour l'onde
plane générale, et peut donc étre considéré comme la
généralisation relativiste du courant de Schrodinger.
Le courant-charge magnétique est identiquement nul.
La partie bivectorielle T3, du tenseur T(3) est égale-
ment nulle, ce qui correspond au fait que le tenseur
d’impulsion-énergie est symétrique. Et la partie
pseudoscalaire de T(3y nous donne :

Too — Ti1 — T2 — T3 = mfY (4-30)

Comme l'invariant €2; est une différence de carrés, il
peut avoir un signe quelconque : méme si I’énergie
est positive dans la phase de ’onde plane, la densité
d’énergie du tenseur de Tetrode peut étre positive,
nulle, ou négative suivant les valeurs de B.

Remarquons aussi que 4 des 8 composantes de
7 et que la composante pseudo-scalaire de v sont
identiquement nulles. Les tenseurs non invariants de
jauge électrique sont aussi des tenseurs fixes puisque
I’on obtient :

k() = k@) =0
Loy =—m(E- K5)E
L) =m(€ - K)E

" (4-31)
Tay = 5(5&2) +89€)E

m o _
Tipy = =5 (ES) +8)€)€

Conclusion

Dans les tenseurs calculés a partir de 'onde
plane générale, on ne voit plus de symétrie entre les
tenseurs K(l), K(Q), K(3) ou T(l), T(Q), T(g). Ceci
vient de la présence dans I’équation de Dirac d'un
terme en io3 qui est le générateur de la transforma-
tion de jauge électrique, et qui ne laisse subsister que
cette invariance de jauge électrique. Il n’y a invari-
ance de jauge U(1) x SU(2) que si 'on supprime le
terme de masse, ou au moins si 'on peut le négliger.
Et c’est bien ce que fait le modele standard pour les
forces électro-faibles.

Il serait souhaitable de poursuivre le rapproche-
ment qui a été esquissé ici entre la théorie électro-
faible, qui utilise un groupe de jauge ayant justement
la structure U (1) x SU(2), et I’équation de Dirac dont
les tenseurs présentent naturellement cette symétrie.

Les travaux récents de R. Boudet [8] semblent prou-
ver qu'un tel rapprochement est possible.
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