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O. Pénuisique

Une méthode de calcul des intégrales de Feynman

OLIVIER PENUISIQUE

Les Verdonnieres, Saint Macoux, 86400 CIVRAY

1. Introduction

Entre physique et mathématique, existent de multi-
ples liens. De la dérivée, aux espaces d’Hilbert en
passant par la transformation de Fourier, ’analyse
vectorielle le calcul matriciel et symbolique, et la
fonction de Dirac ; il serait périlleux d’affirmer dog-
matiquement une prééminence de I'une sur l'autre.
Philosophiquement, comme 1’a montré Poincaré, la
physique mathématique offre aux mathématiques
dites “pures” une source d’inspiration et d’invention
(la valeur de la science).

Le but de cet article fidele a cette tradition, est
d’exposer une méthode de calcul des intégrales de
Feynman, en partant du méme point de vue que celui-
ci qui est d’effectuer un “paramétrage intégral” des-
dites intégrales. La différence majeure est d’effectuer
ce paramétrage d’une maniere arbitraire en utilisant
les intégrales de Dirichlet qui sont l’outil majeur
de cette théorie. Un deuxieéme point important a
souligner est que l'on a utilisé de maniere essentiel
I’homogénéité de certaines fonctions, des propriétés
de parité (non uniformité) s’inspirant de travaux de
Riemann, et de 'idée de la démonstration de la for-
mule de Weil en analyse complexe. Le cadre naturel
est d’ailleurs celui des hyperfonctions des japonais
Sato et Kaschiwara.

Qui dit intégrale de Feynman songe & la renor-
malisation. Ce qui pourra étonner dans cet article

/\5:1 d4ki

vient du fait que le procédé utilisé ne fait intervenir
que la “topologie” des diagrammes de Feynman.

Cet article fournit donc une méthode de calcul de
ces intégrales. Son objectif sera atteint si les physi-
ciens utilisent ou adaptent cette méthode dans leurs
calculs quotidiens.

2. Notations

Soit un diagramme de Feynman D ayant s boucles
et m facteurs. On aura ki, ..., ks moments internes
et on notera k le vecteur (ki, ..., ks). Chaque facteur
Boson ou Fermion aura un dénominateur de la forme
Fi(k) = % 'k A;k+' B;k+c;ic[1m] ou chaque b;; est un
4-vecteur. A; est le produit tensoriel (Kronéckerien)

de la matrice
1 0
= 3)

avec une certain matrice carrée symétrique d’ordre s
ne dépendant que du diagramme de Feynman D.

On introduit de plus ¢ facteurs de normalisation
tels que :

1
Ry(k) = 5 ik +' wik + 1 je[l q]
ou §; et w; tendent vers 0.

On définit I'intégrale de Feynman de D relative au
polynome P (& coefficient dans 'algebre de Clifford
engendrée par les matrices de Dirac «y) par :

oue>0

Fp(P) = /keR“P B o 5 ) + ev/=1) i=1(Rj (k) +ev/=1)

Remarquons que pour g assez grand cette intégrale a bien un sens. Evidemment ce qui nous intéresse c’est ce

que devient Fp(P) quand € — 0 avec §; et w; — 0.

Remarquons d’abord par linéarité il suffit de calculer Fp (k™) ou k™ est un monome des k; de degré homogene

n on considere donc

ki" /\?:1 d4]<ii

Fp(k™) =

On va modifier cette derniere intégrale pour la
remplacer par une autre qui, a la limite, aura le méme
comportement, ce qui resoudra le probleme proposé,
mais sera plus facile a traiter.

rerss [ 12 (Fi (k) +ev=1)(IT}=; R;(k) +ev=1)

Des ‘Rj(k) on n’en garde quun seul que l'on
notera F,(k) on “partitionne” R* avec des hyper-
fonctions de la fagon suivante :
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chaque F;(k)+ey/—1 en facteur sera remplacé par

Bi
] Fi(k)v—-1
[Fl(k) TR T ]

ou les 3; sont des entiers positifs impairs.
Fi (k)
[Fs (k)]
F;, ! on notera simplement par < 4, F; > on con-
sidere donc 'intégrale - dont I'intégrande est une hy-

perfonction - :

La fonction & —

est la fonction, signe de

AL,

ol cere [T (B (0)+ < £F; > ;i)

ot cette fois i = v/—1 unité imaginaire ; > 0si 3, est
un entier impair suffisamment grand cette intégrale
a bien un sens.

Posons :

G](k‘) = F](k‘)—F <£,F;>e¢j1
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on a alors

m

n —B; A 47,
/keR45k HOGj J(k)i:/\ld ki

Jj=

Fp(n, Bi)

3. Paramétrisation par les intégrales de
Dirichlet

Considérons l'intégrale de Dirichlet

m m

Ie(3) = [ PO A ANy

=0

prise sur le premier quadrat (A; > 0) ou la fonc-
tion F est quelconque mais tendant vers 0 vers
Iinfini suffisament rapidement. L’arbitaire dans le
choix de F' permettra d’ailleurs d’utiliser les meth-
odes de la théorie des distributions (fonctions tests).
Fp(n,B;) avec Ip(B;) s’écrit alors

Fo(,8:) = In' (B)) fuenac k" TI1o G 7 () Ny @i [ 50 F(S 10 A ATLA  d)
— n m m Aj Bi—1 Aj s
= IFl(ﬁj)fkeWs f)\jzok F(Z]‘:o )\j)/\j:O {Gj(k)} de(k)/\i:1d4k’i

= I (B) fremae [ o, BP0 Gi(R)z )N\ gry ™
[P Rt

Remarquons que d’apres nos notions Re G;(k)
Fj(k). Or k varie dans R*® les matrices A; étant
celles d’'une forme quadratique dont la signature
est (+,+,+,..,+,--...,7) (s fois) F;(k) peut donc
s’annuler (cone de lumiére & s corps) et changer de
signe.

Mais alors, d’apres la définition des G;(k) G;(k)
change également de signe avec Fj(k) ou plus exacte-
ment on passe de G,(k) a -G, (k) avec le signe de
F;(k) et dans ce cas on passe également de x; a -z;.

On peut représenter graphiquement cette situa-
tion, par un “plan”, ol, en abscisse on aura l'axe
de z;, en “ordonnée” laxe de G,(k). On tracera la
famille des hyperboles ;G (k) = A;. Les valeurs de
A; > 0 sont la distance entre l'origine et 'intersection

e Aoy d'

des hyperboles G, (k) = ;\—j quand z; change de signe
on passe du ler quadrant au 3eme quadrant et donc
G;(k) se change en -G,(k). On dit suivant la ter-
minologie de ’analyse complexe a plusieurs variables
que G,(k) change de domaines d’holomorphie.

Remarquons que réciproquement si G;(k) se
transforme en —G;(k), z; change de signe. Dans
tout les cas Gj(k) x; reste dans le méme domaine
d’holomorphie. Quand z; change de signe, la valeur
de 37" Gj(k)x; reste inchangée.

Donc la fonction x; — F(3°7L,G(k) x;) est

paire, les 3; étant impairs mfj est pair, et donc

d’apres les propriétés générales de 'intégrale :

— n m m i —1 s
Fo(n, Bi) = Ig" fcque [ K (D0 Gy(k) wp) Nieor? ™ day Ny d

= IEI (ﬁj) fm_jeR fkeR“SknF(Z i

"o GiR)z )Ny d i N w] ™ da

=0 =077

m - n m s m bj—1
= 2UENB) [, oo Syemne KU | G (R)as | Aiy d'hs Ay oy~ da

reste donc a calculer

/ E'F > Gj(k)z; | \d*ki == J(n, D).
keR4s =0

i=1

A cette fin donnons une expression plus compacte a

>0 Gi(k)zj on a:

m

ZFJ(k)xj +ZZ < :tFj > TjE

=0 =0

La partie imaginaire de cette expression garde un

LComme la fonction de Heaviside en théorie des distributions on n’a pas besoin de la définir pour les k vérifiant F;(k) = 0
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signe constant on notera < +F; > par (+)7

= Fik)zs+iY (£)e;x;
§=0 j=0
regardons la partie réelle

m

ZFJ(k)xj : Z% tkAjka‘j + Z tbilmj ZCjiL’j
j=0 7=0 j=0

=0

remarquons que ¢y = 1 posons

m m m

A= ZAJ‘Z‘J‘ b= ijl‘j Cc = ZCj.Tj
Jj=0 J J

0 0

il vient :
i 1
Re Z Gj(k)aj =5 "kAk + bk +c
7=0
et A,b et c sont des fonctions linéaires des x; d’autre

part prenons F' telle que F' se prolonge en une fonc-
tion holomorphe sa valeur au bord sera

lim J(n,0 :/ K"F Fi(k)x; (d4k,»
Jimg (n,0) o JZZIO (k) /:\1

O. Pénuisique

néanmoins on peut écrire sans faire cette hypothese

e=> (&)ejx;
=0

J

et ¢ est fonction linéaire des x; tout comme A, B et
¢ on obtient alors pour J(n, D) I'expression suivante

1 S
J(n, D) :/ KR [2 'k Ak + tbk+c+is} N\d'ki
keR?s i=1

ou A,b,c et € sont répétons le, linéaires en les
x4, donc homogenes de degré 1 en lesdites vari-
ables. La décomposition canonique du trinome
du second degré donne : i tkAk + bk + ¢ =
% ¢ [k + A’lb] A [kaA’lb] -5 tbA~ b+ c on a utilisé
le fait que A est symétrique (ainsi que son inverse).
Remarquons que A~! est homogene de degré -1 en
les ;. Donc %bA_lb sera homogene de degré 1-
14+1=1 (attention cette derniére fonction n’est pas
linéaire). A~1b est homogene de degré 0 remarquons
qu’évidemment ¢ est homogene de degré 1. Posons
KF=k+A'bhona:

1 1 N
J(n,D) = / (K — A~'p)"F {2 L AR — 5bA*lb +ec+ ia} /\d4kg
k' €R4s

i=1

A étant symétrique homogene de degré 1 A = *RR (réduction de Gauss) ou R est homogene de degré % -

comme il est facile de le vérifier —. Comme det'R = detR on a det A = (detR)? donc detR = v/detA. D’apres
I’algebre linéaire que detA est homogene en les z; de degré 4s dont v/det A sera homogene de degré % =25 et
on aura pour J(n, D)

Ly

J(n, D) :/ (R~ — A~'p)"F [
u€R4s

1
5 uu — EbA_lb +c+ ia} det R~ d*u;

1
VdetA

olt 'on a posé : u = Rk’ développons (R~1u — A=) par I'identité multinomiale J(n, D) se transforme en une

somme d’intégrale du type :
1 1 A
l t -1 . 4
/]R4SuF{2 uu—ibA b—i—c—i—za]i_/\ldui

1 1
/ (R — A™'0)"F [ fuu — DA™ b 4 ¢ + is} d*u;
R 2 2

chaque terme étant préalablement multiplié par un coefficient homogene en les x; de degré homogene 7(% |1|4+25)
donc négatif. On remarque alors que I'on a deux types d’intégrales de la forme :

1 1 A
l t tp 4—1 . 4
uF{2 uufg bA b+c+z€}/\dui

R i=1

m N
/}\i>0F(Zj_O)\j)/_\O)\j d)\j:IF(ﬂj)et/

montrons comment la seconde se ramene a la
premiere. Celle-ci s’écrit :

si ; est entier cette intégrale est nulle.

4s s 4s 2
o — o u’i
/R U;f 'F(IS w2+ M) [\1d4ui :/R%Hl(uf) le(%Z?;gluerM)/\d?
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4s

- 2—45/ alol =TT )™ F (X8 u? + M) [\ du?
u?EO

i=1

4s ~ e 2 PR
= > .-, o or cette méme intégrale se répete

175 T(8))

avec |a/

Ir(Bi) =

i=1

4. Fonctions homogeénes et leur intégration

on a

J(n, D) /\dxjxfj_l
=0

Folm) =215 [

J(n, D) se décompose en une somme de termes ayant
comme coeflicient une fonction homogene F' de degré
—(%l|+2s) = —|a| avec So(M) ou M est ho-
mogene de degré 1 donc

Fp(n, ) = 2" 1.1 (8))

Zj ZO
Remarquons que pour Uinterprétation physique on a

B; =1 pour j # 0 et By est impair suffisament grand
on devra donc considérer les intégrales :

1 m
Bo
xg /\dxj
Jj=0

ou F est homogene de degré — (3|I| +2s) = —|a| et
M est homogene de degré 1.

2nl+1lgl(ﬁo,ﬁj — 1)

;>0

Considérons la  forme différentielle w =
Soito(=1)  aydain. aday A ..dy, notons |F| le
degré d’une fonction homogene |F| on a le théoreme
suivant “dw = (m + 1)dr (avec dr = dxon...AdTp,)
et si F est homogene (dF)w = |F|Fdr ou d est
Popération de dérivation extérieure”.

La démonstration est un simple calcul. Elle utilise
la formule d’Euler Y "/ 2;0;F = |F|F. On a d’autre
part le théoréme suivant = “F'S, (M )dr est une forme

exacte”. Plus précisément on a une fonction Y telle
que d(FY(M)w) = FS,(M)dr avec

1 _1Flmt [ LFltmt1
VO = gt T [ e e

en ce qui concerne bien entendu les z; > 0

2

T'(Bo+B1+ ... +Bm

par conséquent on aura pour la seconde intégrale en se souvenant que M =
[I| = 2|a| — 4s ou |I] est la longueur du multi indice ! donc |a| =

s 4s
1 1 i N (7
/R4s ulF |:2 t’U/U — §bA_1b +c+ ’LE:| /\d4uz = 7(0[

FSo(M) NP~ da;
=0
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245 fois.

/ H)\al F ("N + M) d
)\>O

en posant \; = u? on reconnait la premiere intégrale.

On démontre (cf Goursat) que :

I Bo+B1+...+Bm—1
)/0 F(§)¢ dg

LA b etic et Y00 205 -1 =
1l +2s

=1

oo |a]—1
F(|Ol|) A F(§+M)£ df = Sa(M)

qui se démontre ainsi :

en supposant le probleme résolu on différentie
FY(M)w. En utilisant le théoréme ci-dessus on
tombe sur une équation différentielle linéaire du ler
ordre avec second membre (s,) dont Y est la solution
générale.

D’autre part au lieu de considérer F' seule, on con-
sidere a:ﬂ 'F qui restera homogene mais de degré
|F| + 50 — 1=y — |a] — 1 dans ce cas on aura

1 _IFl+m+s, (1 |Fl+m+60
Y0 =t [ s ag
|M‘ cte
on prendra cte = +4oo. Le principe, analogue a

celui de la démonstration de la formule de Weil, va
étre d’utiliser et d’itérer la formule de Stokes. Pour
éviter les singularités il convient d’éviter la ou le
déterminant de A s’annule. Or celui-ci s’évanouit
seulement en Porigine 2 (c’est une caratéristique des
diagrammes de Feynman), donc on va utiliser le bord
suivant avec > x; = R,z; > 0et Y10 x; =€ (cet
€ n’a rien a voir avec celui des hyperfonctions)

Pour le premier bord qui rencontre les axes en
R — o0 la fonction decroissant rapidement Y tendra
vers 0.

On consideérera le plan muni d’un repere avec
Ty en abscisse et x7; en ordonnée. Le bord est
le bord géométrique du trapeze E de sommets
(£,0);(R,0);(0,R); (0,e). Evidemment dans le cas
de xg,...,z,, on se placera dans un espace a m + 1
dimensions avec un m + 1 polytope, remplacant le
trapeze.

Pour le bord qui rencontre les axes en €, on
remarque qu’avec l'homothétie de rapport & en
posant eu; = x4, [ FSy(M)dr s'écrira elfl+m+1 x
quelque chose de borné et leIFS’a(M)dT s’écrira
glFl+m+Bo % quelque chose de borné et si |F| +m +
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Bo > 0 cette contribution tendra vers 0 avec & (re—
marquer ’analogie avec la théorie du potentiel). Or
|F|+m+Bo = —|a|+m+Bo = —§|l|—2s+m+ 5 or
I’expression — 35 |l| —2s+m est rehee a la topologie des
diagrammes de Feynmann et si 5y est suffisamment
grand |F| +m + By reste positif.

Reste ensuite les contributions sur les axes. Or
a ce niveau on annule certain des x; et c’est ce qui
est essentiel, les M et F' restent homogenes ce qui

| F|+m+Bg
lim  @jpmp Ex M 1M

lim le hm Tj 2.
Jm+1—>0

mﬂ%O -0

L’exposant -1 intervenant a chaque intégration
provient de f‘FlJTA”}TﬁO + IF'TA"/}T% —1=—-1. Re-
marquons que le deuxieme facteur ne fait pas inter-
venir les grandeurs physiques (masse, charge). Le
premier facteur est une limite & calculer. De plus, a
chaque intégration sur E' les différentes “arétes” se

retrouvent un nombre pair de fois.

Il ne faudrait pas croire que puisque la somme est
alternée les différentes contributions se compensent.

Prenons par exemple

hmthL— lim xx = limle

y—0 y—0 Y + 3y —0 r—0 1
mais
lim y I ylim — = limy x0=0
a0 Y 250 3y? +xy =50V a5 3y2 ~ 50 B

résultat qui différe du précédent.

€ 1 T xro Tm
q— —1 —1
/ Ty / T / Z3 /
oo o0 o0 o0

Le changement de variable 41 = A41Zms Tm = AmTmt1---

[ [ s

changeant encore les variables en posant Ay = €2 X3 = ¢

b()
X2y

-1

Ty 15a(Tm41)dTmyr...dey avec ¢ > 0 et r =

ts3

O. Pénuisique

permet d’itérer la procédure, on a donc :

/E FSa(M)al®

Remarquons que lorsque le nombre d’intégrations
diminue d’une unité le degré homogene augmente

drz/ FY (M)z*w
oF

d’une unité. Autrement dit |F' mgo ' |[+m est un invari-
ant d’intégration d’ailleurs égale & |F| + m + Bo—1.
Finalement l'interaction donnera une somme alternée
de termes

>0 . Tom L Tm  |F|+m+Bo 1
- - ]
><></ T / x5 / Ty So(Tm+1)dTmy1...

+oo —+o0

Ces différentes valeurs aux bords permettent
d’ailleurs de créer un “modele” de la “fonction” de
Dirac en posant :

o) = /\li% A ulg%) PN + 22

Le lecteur vérifiera que si z # 0 §(x) = 0 mais que
siz =0 0(0) =1 c’est la propriété de la fonction de
Dirac.

Reste & considérer le second facteur

Tm \F\+m+ﬁo 1
/ / / Sa($m+1)d$m+1...d$1
+o0 +oo

Remarquons que ce qui nous intéresse c’est la valeur
limite quand € — 0 remarquons qu’a priori on a une
singularité en x; = 0 aussi on modifie I'intégrale ci-
dessus pour la remplacer par :

|E[+m+ Fo

~1
|M]|

T9 = Aox1, 1 = A€ donne

A1) Sa(EA A1) oAy 19T

v Ama1 = etm+t il vient

1 0 0
/ / / AHTr D tatetmi) G () etettmtt)dty b,y dA e

1 [e%s} [e%e}
= (=" / / / AT at ) o(rDtettmin) § (2N et2t = Fmtt) dty by, 1 dAy
0

I'intégrale sur les t; est I'intégrale de Dirichlet mais avec F(z) = e("*)?S,(eA1e?) on peut donc la calculer on
a:

1 1 +o00o
= (-1 m )\q-’r’l‘ q+r+1 (7"+1)fSa )\ 3 d}\ d m—1
( )/oomm/o Pt (et )ddee

da
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par un changement de variable et faisant tendre € vers on a

oo ptoo (g+r
e
e i [
—o0 0

+1)x6(r+1)f
I'(m)

Sy (estyem—tdede

(=)™ [T T e () @ (et 1
= 7 el®el” TS (5T dEdx
o / /O (e )em =1 dg

(_1)m+1 +oo  ptoo
— ( / / e WelrHira)(Eta) g (EHTyem=1e
I'(m

E>0et zeRilest clairquex +£ € R
(_1)m+1 /+00 /+OO —q€ (r+1+q)zS ( Z)£M71d€d
= e e e z
F(m) —00 0 “

( 1)m+1

—+o0
=7 m-Lleddge / elatrtDzg (e*)dz
o [ erteas | ()

Par Fubini remarquons que ¢ > 0

_1\ym+1
_ym

+o0
— m wIt S, (u)du
eD) e x I( )></0 Sa(u)d

car on a posé e = u et remplacant S, par sa valeur

(=)™ T(g+|F|+m+ Bo)L(|o)

il vient

m+1 +oo
= / / wItTF(w + u)w!®~ dudw

( 1m+1 “+o0
:T / / w1t P (u + w)dudw
q

on reconnait encore une intégrale de Dirichlet.
(=)™ Tl +r+DI(a)

_ +r+|al
- gm ><1"(q+r+|oz|—1 / & F(g)d

orqg+r+|al=qg+|F|+m+8o—1+]alcar | M| =1
or |F|+|a]=0,¢g+m+Fy—1=qg+r+]al, et donc

qm™ T(g+m+Lo—1)

on voit que la derniere intégrale est la méme que celle
intervenant dans I (f;) par conséquent le résultat fi-
nal ne dépend pas de F' ce qui est normal. On s’est
débarrassé ainsi de toutes les intégrations. Reste le
facteur ¢" qui donne quand ¢ — 0 ’ordre de la diver-
gence. Néanmoins cette divergence n’existe qu’avec
un nombre de facteur m donné.

Cependant ce nombre n’est pas un invariant, et
n’a pas vraiment de sens physique. En effet la frac-
tion A 5 a 2 facteurs a son dénominateur, cependant

1
ABxIx1 2 4 facteurs a son depommateur D’ou le
principe suivant pour renormaliser.

Principe de renormalisation : a une approxima-
tion donnée - donc a myg facteurs - ou mg représente
le plus grand nombre de facteurs dans une somme
de diagramme de Feynmann. On considere que les
diagrammes ayant moins de mg facteurs disons m/’
se completent par mg —m' facteurs complémentaires
égaux a 1 aux dénominateurs. Lesdits facteurs seront
dit triviaux.

L’énoncé de ce principe se justifie en ce sens que
dans les calculs des intégrales, tels qu’on I'a effectué
plus haut ¢ sera un facteur commun a ’ensemble
des diagrammes. En le sortant de la somme des di-
agrammes correspondants (avec (—1)™*!) on aura
un facteur libre de divergence pour [y assez grand.

/+OO £q+m+ﬂ071F(§)d£
0

D’ailleurs on pourra toujours avoir 3y assez grand ne
serait ce qu’en considérant Go(k) non plus comme
une puissance fonction de Sy mais lui méme comme
un facteur trivial.

On peut remarquer le role complémentaire joué
par m et By et que I'(|a])T'(¢ + m + Bo — 1) sont
définis sans ambiguité par la définition de I due a
Euler.

Quant & T'(q+ |F|+m+ fo) =T(¢g+m+ Bo —
2s — 3|I| pour m+ Bo assez grand existera également
sans ambiguité. Dans tous les cas on fera tendre g
vers zéro.

L’existence de Go(k) avec ses termes tendant vers
zéro va apporter des termes non nuls dans les diverses
intégrations de la méme maniere que le modele de la
fonction § proposé plus haut introduisait une valeur
non nulle mais bornée en zéro.

Si I'on réfléchit & l'existence de Go(k)~?° on voit
qu’a la limite il est un facteur trivial. Sa seule moti-
vation est de rendre convergente Fp(n, ;) cela afin
de la paramétrer par une intégrale de Dirichlet. Ainsi
le calcul fait plus haut (en III) utilise le théoréme de
Fubini dans I’échange des intégrations des k; avec les
z;. On peut sans introduire ce facteur de conver-
gence permuter ces intégrations. On n’a plus égalité
mais une expression dans laquelle, en suivant la méme
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méthode de précédement, on n’a plus de divergence.
Les résultats précédents s’obtiennent alors en faisant
Bo = 0 dans les formules, il restent licites en prenant
un nombre suffisament grand de facteurs triviaux.

5. Conclusion

Traditionnellement on distingue 3 sortes de renor-
malisation : numérique sur laquelle on ne dira rien,
soustractive et dimensionnelle.

Le lecteur aura sturement remarqué ’analogie des

O. Pénuisique

d’introduire un espace temps fictif, dans les calculs
car les fonctions I' (qui jouent un réle fondamental)
apparaissent naturellement. La méthode utilisée ici
utilise des exposants - qui rappelons-le sont impairs
- mais que rien n’empéche, par un procédé formel de
prolongement, a supposer qu’ils varient a l'intérieur
d’un domaine d’holomorphie.

Remarquons de plus que l'on introduit par com-
modité un facteur de convergence Go(k)~?° qui peut

B; avec la régularisation dimensionnelle. Néanmoins s’écrire m oll Q est une forme quadratique et €
point n’est besoin comme on peut s’en apercevoir un réel positif tendant vers 0. On a :

1 1 1/e

= = = Ol\l A - ]. €
QW1 QW1 QR e Q)+ A /

On écrira si Q(k) est P'un des Fj;(k)j # 0

1 1 1 1

X = =

Q(k)  eQ(k) +1

On obtient donc une soustraction. Ainsi la
méthode exposée plus haut, que l'on appelera
paramétrisation de Dirichlet, tient a la fois d’une
régulation dimensionnelle et soustractive.

Le lecteur pourra sembler décu de ne pas trouver
ici des calculs consistants. I1 faut bien voir que ce qui
est exposé ici est seulement une méthode.

Un point important a souligner sont les propriétés
de parité des G,(k)- exposées en III -. Elles sont
I’analogue d’une non uniformité en théorie de la
variable complexe. Cette propriété intervient dans
I’étude de Riemann sur la fonction hypergéométrique,
chez Poincaré et les fonctions automorphes, et dans le
groupe d’une équation différentielle. Plus classique-
ment elle intervient dans le calcul de

/OO Iafl T
pdr = —
o l+uz bsin(ma/b)

qui donne la formule des couplements d’Euler et
ramene a la fonction I'. D’ailleurs ce genre de
propriété se rencontre encore dans l’équation fonc-
tionnelle liant la fonction zeta de Riemann a T
L’analogie avec la variable complexe ne se limite pas
a cela, le lecteur aura remarqué ’analogie avec la
théorie du potentiel.

Q(K) [Q(K) + 4]

Qk)y+A  Q(k)
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