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Étude classique de l’équation de Dirac
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ABSTRACT. In this work we show, from a mathematical point of view, that the solutions of Dirac’s equation
have a classical behavior when Planck’s constant converges to zero. The most important result is: ”The part of
quantum state with positive (resp. negative) kinetic energy, has in the limit a classical behavior with positive
(resp. negative) kinetic energy”. Notice, this is a mathematical result, because physically, the classical states
with negative kinetic energy don’t make sense.

1 Introduction

Dans cet article nous étudierons la dynamique d’une
particule relativiste qui se trouve dans un champ
électromagnétique. Pour simplifier nous prendrons
la masse, la charge et la vitesse de la lumière égales
à l’unité.

La dynamique quantique de la particule est
décrite par l’équation de Dirac:

i~∂tψ =

3∑
j=1

αj(−i~∂j −Aj(x))ψ + βψ + V (x)ψ,

où αj et β sont les matrices de Dirac dans une
répresentations quelconque. Nous dénoterons par
T tqψ~ la solution avec condition initiale ψ~.

La dynamique classique est décrite par les
équations d’Hamilton:

ẋ = ∂pH(x, p), ṗ = −∂xH(x, p),

où l’hamiltonien est H(x, p) =
√

(p−A(x))2 + 1 +
V (x).

Notre objetif est trouver le même type de
résultats sur la limite classique qu’on obtient pour le
cas non-relativiste (voir [7], [8], [9], [10], [14]). C’est-
à-dire, voir que quand la constante de Planck con-
verge vers zéro on obtient la mécanique classique.

La différence essentielle avec le cas non-relativiste
est que dans le cas relativiste apparâıssent deux
types d’états quantiques différents, ceux qui ont une
énergie cinétique positive et ceux qui ont une énergie
cinétique négative; alors comme les états avec énergie
cinétique négative ne disparâıssent pas à la limite,
si on veut trouver résultats classiques, il faut du
point de vue mathématique, considérer la dynamique

classique d’énergie cinétique négative comme donné
par l’hamiltonien −H(x, p). Dénotons les deux dy-
namiques classiques de la façon suivante T tc,±.

Alors pour comparer les dynamiques quantiques
et classiques il faut premièrement trouver une cor-
respondance entre l’espace des états quantiques
L2(R3,C4) et l’espace des états classiques M+(R6).
Si la constante de Planck ~0 est fixée il n’y a au-
cune correspondance (on peut prouver que c’est une
conséquence du Principe d’incertitude d’Heisenberg),
mais si on considère les applications ψ : (0, ~0] →
L2(R3,C4); ~ → ψ~, alors il est possible de trou-
ver différentes correspondances. Pour cette raison,
nous sommes obligés d’introduire les espaces Q et C.
(La notation utilisée pour les espaces fonctionnels est
décrite plus bas, à la fin de cette section).

Comme nous voulons voir ce qui se passe à la lim-
ite, il est naturel de définir sur Q et C les relations
d’équivalence suivantes:

ψ ∼q ψ̄ si et seulement si lim
~→0
||ψ~ − ψ̄~||2 = 0.

φ ∼c φ̄ si et seulement si lim
~→0

(φ~ − φ̄~) = 0.

Alors on peut introduire les espaces quotients,
Q̃ = Q

∼q et C̃ = C
∼c ; sur C̃ nous pouvons définir

les dynamiques classiques T tc,+ et T tc,− et sur Q̃ la
dynamique quantique T tq .

Une fois qu’on a défini les dynamiques respec-
tives, il faut découpler l’espace Q̃ de la façon suivante
Q̃ = Q̃+⊕Q̃− où les éléments de Q̃+ (resp. Q̃−) sont
des états quantiques qui à la limite ont une énergie
cinétique positive (resp. négative); alors si on dénote
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par π± la projection, π± : Q̃ → Q̃±, et si on définit
un certain type d’application J : Q̃ → C̃, on voit
que Jπ± est une conjugaison entre T tq et T tc,±; i.e.,
à la limite la partie de l’état quantique avec énergie
cinétique positive (resp. négative) est un état clas-
sique avec énergie cinétique positive (resp. négative).
Finalement nous verrons qu’à la limite les deux dy-
namiques classiques sont découplées, i.e., formelle-
ment:

JT tq = T tc,+Jπ
+ + T tc,−Jπ

−.

Pour les espaces fonctionels on utilise les notations
suivantes:

L2(R3,C4): espace des fonctions sur R3, de carré
intégrable à valeurs dans C4.

L2
1(R3,C): espace des fonctions sur R3, de carré

intégrable à valeurs dans C, avec norme 1.

M+(R6): espace des mesures positives sur R6.

C0(X;Y ): espace des fonctions continues sur X à
valeurs dans Y .

Ck0 (R6): espace des fonctions, avec dérivées d’ordre k
continues sur R6, à support compact.

D(R6) = ∩k∈NCk0 (R6).

D′(R6,C): espace des distributions à valeurs com-
plexes.

Q = C0((0, ~0],L2(R3,C4)) = {ψ : ~→ ψ~}.
C = C0((0, ~0],M+(R6)) = {φ : ~→ φ~}.

2 Dynamique classique

Prenons pour simplifier m = c = e = 1.
De la relation relativiste (H±(x, p) − V (x))2 =
(p − A(x))2 + 1, on obtient, (du point de vue
mathématique), les deux hamiltoniens suivants,
H±(x, p) = ±

√
(p−A(x))2 + 1 + V (x); nous sup-

poserons (A, V ) ∈ D(R3). Alors si on prend le signe
+ (resp. −), on obtient des états classiques avec
énergie cinétique positive (resp. négative). Soient
T tc,± les opérateurs qui donnent les deux dynamiques
classiques sur l’espace des phases. Nous pouvons
étendre T tc,± sur C0

0(R6) par transport, i.e.,

T tc,± : C0
0(R6)→ C0

0(R6); f → f ◦ T−tc,±.

Par dualité, on peut étendre T tc,± surM+(R6) de
la façon suivante:

T tc,± :M+(R6)→M+(R6);φ→ T tc,±φ,

où ∀f ∈ C0
0(R6), T tc,±φ vérifie, T tc,±φ(f) = φ(T−tc,±f).

Lemme 2.1. Si φn → φ dans M+(R6) alors
T tc,±φn → T tc,±φ dansM+(R6). (Voir la preuve dans
[5])

Finalement nous allons étendre T tc,± sur C̃,

T tc,± : C̃ → C̃; [φ]→ T tc,±[φ] = [T tc,±φ],

où T tc,±φ : (0, ~0]→M+(R6); ~→ T tc,±φ~.

Remarque. T tc est bien défini, effectivement, si φ ∼c
φ̄, alors ∀f ∈ C0

0(R6), on a:

T tcφ~(f)− T tc φ̄~(f) = φ~(f ◦ T tc )− φ̄~(f ◦ T tc )→ 0

quand ~→ 0, c’est-à-dire, T tcφ ∼c T tc φ̄.

3 Dynamique quantique

Pour ~ ∈ (0, ~0], nous allons considérer l’équation de
Dirac:

i~∂tψ =

3∑
j=1

αj(−i~∂j −Aj(x))ψ + βψ + V (x)ψ,

où αj et β sont les matrices de Dirac dans une
représentations quelconque. Dénotons par T t~ψ~ la
solution avec condition initiale ψ~, et définissons,

T tq : Q̃→ Q̃; [ψ]→ T tq [ψ] = [T tqψ],

où T tqψ : (0, ~0]→ L2(R3,C4); ~→ T t~ψ~.

Remarque. T tq est bien défini, effectivement, si ψ ∼q
ψ̄, alors:

||T t~ψ~ − T t~ψ̄~||2 = ||ψ~ − ψ̄~||2 → 0 quand ~→ 0,

c’est-à-dire, T tqψ ∼q T tq ψ̄.
Définition. Soit Ω ⊂ R6 compact, nous allons
définir l’espace des états quantiques qui à la limite
ont position et impulsion à support dans Ω.

Q̃Ω = {[ψ] ∈ Q̃ : lim
~→0

∫
R3−Ω1

|ψ~|2 = lim
~→0

∫
R3−Ω2

|ψ̂~|2 = 0;

∀Ω1,Ω2avec π1(Ω) ⊂ Ω1 et π2(Ω) ⊂ Ω2}.

Où, π1 : (x, p)→ x, et π2 : (x, p)→ p.

Lemme 3.1. Soit [ψ] ∈ Q̃Ω, définissons

ψ̄~(x) =
1

(2π~)
3
2

∫
R3

aΩ(x)aΩ(p)ψ̂~(p)e
i
~pxdp

, où aΩ ∈ D(R3); aΩ|π1Ω
= aΩ|π2Ω

= 1. Alors,

[ψ] = [ψ̄]. (Voir la preuve dans [5])

Maintenant nous allons découpler Q̃Ω. Con-
siderons la matrice

∑3
j=1 αj(pj − Aj(x)) + β, ses

valeurs propres sont les fonctions λ±(x, p) =
±
√

(p−A(x))2 + 1 avec pour multiplicité deux.
Dénotons par v±j,p(x) ses vecteurs propres, avec j =
1, 2. Alors on a:

Lemme 3.2. Pour p et x fixées, {v±j,p(x)} est une

base de C4, et si on considère le produit scalaire her-
mitien (, )H sur C4 on a:

(v±j,p(x), v∓k,p(x))H = 0, pour j, k = 1, 2.

(Voir la preuve dans [10])



168 J. Haro

Considérons maintenant [ψ] ∈ Q̃Ω et ψ̄~(x);
comme dans le lemme 3.1, nous savons que [ψ] = [ψ̄].
D’un autre côté, à cause du lemme 3.2, on a la
décomposition suivante:

ψ̂~(p) =

2∑
j=1

(a+
j,~(x, p)v+

j,p(x) + a−j,~(x, p)v−j,p(x)),

alors on a:

ψ̄~(x) =
1

(2π~)
3
2

2∑
j=1

∫
R3

ā+
j,~(x, p)v+

j,p(x)e
i
~pxdp

+
1

(2π~)
3
2

2∑
j=1

∫
R3

ā−j,~(x, p)v−j,p(x)e
i
~pxdp

≡ ψ̄+
~ (x) + ψ̄−~ (x),

où, ā±j,~(x, p) = a±j,~(x, p)aΩ(x)aΩ(p).

Nous pouvons alors écrire, ψ̄ = ψ̄+ + ψ̄−, où, ψ̄± :
(0, ~0]→ L2(R3,C4); ~→ ψ̄±~ .

Définissons maintenant sur Q̃Ω l’opération addi-
tion de la façon suivante:

+ : Q̃Ω x Q̃Ω → Q̃Ω; ([a], [b])→ [a] + [b] ≡ [a+ b].

Remarque. L’addition est une opération bien définie;
effectivement, si a ∼q ā et b ∼q b̄, alors:

lim
~→0
||ā~ + b̄~ − (a~ + b~)||2 ≤ lim

~→0
||ā~ − a~||2 +

lim
~→0
||b̄~ − b~||2 = 0,

c’est-à-dire, ā+ b̄ ∼q a+ b.

Si on considère [ψ] ∈ Q̃Ω et ψ̄~ comme dans le
lemme 3.1, on aura:

[ψ] = [ψ̄] = [ψ̄+ + ψ̄−] = [ψ̄+] + [ψ̄−],

et la décomposition suivante: Q̃Ω = Q̃+
Ω ⊕ Q̃

−
Ω .

Finalement définissons les projections, π± :
Q̃Ω → Q̃±Ω ; [ψ]→ [ψ̄±].

Lemme 3.3. Si [ψ] ∈ Q̃Ω, alors:

T tqπ
±[ψ] = π±T tq [ψ] ∈ Q̃T tc,±Ω ∀t.

Considérons maintenant l’opérateur énergie
cinétique, Hc =

∑3
j=1 αj(−i~∂j − Aj(x)) + β; alors

on a le résultat suivant:

Lemme 3.4. Si [ψ] ∈ Q̃±Ω , alors si la limite

lim
~→0
±
∫
R3

(π±ψ~, Hcπ
±ψ~)H ,

existe, elle est positive.

D’où la définition:

Définition. Q̃+
Ω (resp. Q̃−Ω) est l’espace des états

quantiques qui à la limite ont une énergie cinétique
positive (resp. négative), et leur position et leur im-
pulsion dans Ω.

4 Correspondance entre états quantiques et
classiques

Dans cette section nous allons contruire des applica-
tions de l’espace des états quantiques dans l’espace
des états classiques pour pouvoir comparer, quand
~→ 0, leurs dynamiques.

Commençons par introduire les ondes
élémentaires (voir [6], [7]).

Définition. Soit E l’espace des applications c :
(0, ~0]→ L2

1(R3;C) ∩ D(R3;C); ~→ c~. Alors:

Un paquet d’ondes de spectre (x0, p0) est un
élément de l’espace Ẽ ≡ E

∼q qui vérifie:

lim
~→0
||(x− x0)αc~||2 = 0; ∀α > 0.

lim
~→0
||(p− p0)αĉ~||2 = 0; ∀α > 0.

Une onde élémentaire de spectre (x0, p0) est un
élément [ψ] ∈ Ẽ tel qu’il existe un paquet d’ondes [c]
de spectre (x0, p0), et que ψ ∼q c.

Lemme 4.1. Si [ψ] est une onde élémentaire de spec-
tre (x0, p0), alors:

lim
~→0
|ψ~|2 = δx0

et lim
~→0
|ψ̂~|2 = δp0

,

dans M+(R3).

Exemple.

c : (0, ~0]→ L2
1(R3;C); ~→ 1

(π~)
3
4

e−
(x−x0)2

2~ e
i
~p0x.

A partir des ondes élémentaires, on peut définir
différentes types de correspondances.

Définissons Jc:

Jc : Q̃→ C̃; [ψ]→ Jc[ψ] = [Jcψ].
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Où:

Jcψ : (0, ~0] −→ M+(R6)

~ → Jcψ(~) = Jc~ψ~ = 1
(2π~)3

∣∣∣∫R3 ψ~(y)c~(x− y)e−
i
~pydy

∣∣∣2 ,
avec [c] onde élémentaire de spectre (0, 0).

Lemme 4.2. Jc est bien définie, i.e.: si ψ ∼q ψ̄,
alors Jcψ ∼c Jcψ̄. (Voir la preuve dans [7])

Lemme 4.3. Soient [c] et [c̄] deux ondes
élémentaires de spectre (0, 0), alors ∀[ψ] ∈ Q̃ on
a, Jcψ ∼c Jc̄ψ. (Voir la preuve dans [7])

En vertu du lemme 4.3 nous avons la définition
suivante:

Définition. ∀[c] onde élémentaire de spectre (0, 0),
nous pouvons définir, J = Jc, et nous noterons
Jc~ψ~ = J~ψ~.

Lemme 4.4. ∀f ∈ C0
0(R6) on a, |J~ψ~(f)| ≤

||f ||∞||ψ~||22 et
∫
R6 J~ψ~(x, p)dxdp = ||ψ~||22.

Remarque. Si ||ψ~||2 = 1 alors J~ψ~ est une densité
de probabilité sur l’espace des phases.

Nous allons maintenant voir différentes façons de
comparer la mécanique quantique et la mécanique
classique.

Considérons l’espace suivant C0((0, ~0];D′(R6,C)),
et définissons sur cet espace la relation d’équivalence
suivante: φ ∼ φ̄ si et seulement si lim~→0(φ~ −
φ̄~) = 0, pour la topologie des distributions, i.e.,
∀ϕ ∈ D(R6); lim~→0(φ~(ϕ) − φ̄~(ϕ)) = 0. Main-
tenant on peut définir:

C̄ =
C0((0, ~0];D′(R6,C))

∼
,

et nous pouvons définir les applications suivantes:

1.-
J1 : Q̃→ C̄; [ψ]→ J1[ψ] = [J1ψ].

Où:

J1ψ : (0, ~0] −→ D′(R6,C)

~ → J1
~ψ~ = 1

(2π~)3

∣∣∣∫R3 ψ~(y)c~(x− y)e−
i
~pydy

∣∣∣2 .
Remarque. Si on appelle i l’inclusion :

i :M+(R6) −→ D′(R6,C),

alors, J1
~ψ~ = i ◦ J~ψ~, ∀ψ ∈ Q et ~ ∈ (0, ~0].

2.-
J2 : Q̃→ C̄; [ψ]→ J2[ψ] = [J2ψ].

où:

J2ψ : (0, ~0] −→ D′(R6,C)

~ → J2
~ψ~ = 1

(2π~)
3
2

(ψ~(x), ψ̂~(p))He
i
~px.

3.-
J3 : Q̃→ C̄; [ψ]→ J3[ψ] = [J3ψ].

où:

J3ψ : (0, ~0] −→ D′(R6,C)

~ → J3
~ψ~ = 1

(2π~)3

∫
R3(ψ~(x− y

2 ), ψ~(x+ y
2 ))He

− i
~pydy.
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On a:

Lemme 4.5. ∀[ψ] ∈ Q̃Ω on a, J1[ψ] = J2[ψ] =
J3[ψ]. (Voir la preuve dans [5], [7])

Lemme 4.6. Soit φ et φ̄ ∈ C, avec |φ~(f)| ≤
k1||f ||∞ et |φ̄~(f)| ≤ k2||f ||∞; ∀f ∈ C0

0(R6) et
∀~ ∈ (0, ~0], où k1 et k2 sont des constantes, alors
φ ∼c φ̄ si et seulement si φ ∼ φ̄.

5 La limite classique de l’équation de Dirac

Théorème 5.1. Soit [ψ] ∈ Q̃Ω, où Ω est un ensem-
ble compact de R6, alors:

Jπ± est une conjugaison entre T tq et T tc,±, i.e.:

Jπ±T tq [ψ] = T tc,±Jπ
±[ψ].

Les deux dynamiques classiques sont découplées, i.e.:

JT tq [ψ] = T tc,+Jπ
+[ψ] + T tc,−Jπ

−[ψ].

Ce résultat peut être écrit de la façon suivante:
si lim~→0 ||ψ~||2 = 1 et µ±0 ≡ lim~→0 J~π

±ψ~ ex-
istent pour la topologie vague des mesures, alors
la mesure de probabilité classique sur l’espace des
phases µt ≡ lim~→0 J~T

t
~ψ~ existe pour tout t ∈ R,

et se découple en deux parties T tc,+µ
+
0 et T tc,−µ

−
0 , i.e.:

µt = T tc,+µ
+
0 + T tc,−µ

−
0 ∀t ∈ R.

Cela veut dire que la mesure µ+
0 (resp. µ−0 )

qu’on obtient de la partie de l’état quantique qui a
une énergie cinétique positive (resp. négative) a une
évolution classique avec une énergie cinétique posi-
tive (resp. négative).

Démonstration (Nous ferrons la démonstration seule-
ment pour le cas libre.)

Prenons par exemple la réprésentation suivante:

αj =

 σj 0

0 −σj

 β =

 0 I

I 0

 ,

où les σj sont les matrices de Pauli

σ1 =

 0 1

1 0

 σ2 =

 0 −i

i 0

 σ3 =

 1 0

0 −1

 ,

et I est la matrice identité.

Les valeurs propres de la matrice de l’énergie
cinétique

∑3
j=1 αjpj + β, sont λ±(p) = ±

√
p2 + 1;

prenons les vecteurs propres suivants:

v±1,p =


λ±(p) + p3

p1 + ip2

1

0

 v±2,p =


0

−1

p1 − ip2

−(λ±(p) + p3)

 .

Soit

ψ̂~(x) =

2∑
j=1

(
a+
j,~(p)v+

j,p + a−j,~(p)v−j,p

)
,

et

ψ̄~(x) =
1

(2π~)
3
2

2∑
j=1

∫
R3

e
i
~px

(
ā+
j,~(p)v+

j,p + ā−j,~(p)v−j,p

)
dp,

avec ā±j,~(p) = a−j,~(p)aΩ(p), où aΩ(p) est défini
comme dans le lemme 3.1.

La solution de l’équation de Dirac à l’instant t
avec condition initiale ψ̄~(x) est:

T t~ψ̄~(x) =
1

(2π~)
3
2

2∑
j=1

∫
R3

e
i
~px

(
ā+
j,~(p)v+

j,pe
− i

~

√
p2+1t

+ā−j,~(p)v−j,pe
i
~

√
p2+1t

)
dp.

Comme [ψ] = [ψ̄] (lemme 3.1), il faut vérifier
que, JT tq ψ̄ ∼c T tc,+Jπ+ψ̄ + T tc,−Jπ

−ψ̄, à cause des
lemmes 4.4 et 4.6, c’est équivalent à démontrer que
J1T tq ψ̄ ∼ T tc,+J

1π+ψ̄ + T tc,−J
1π−ψ̄, et en vertu

du lemme 4.5 cela revient à voir que J2T tq ψ̄ ∼
T tc,+J

2π+ψ̄ + T tc,−J
2π−ψ̄. C’est précisement cette

relation celle que nous allons prouver.

Calculons premièrement ∀f ∈ D(R6):∫
R6

J2T t~ψ̄~f =
1

(2π~)
3
2

∫
R6

(T t~ψ̄~(x), ˆT t~
¯

~ψ(p))Hf(x, p)e
i
~pxdxdp,

c’est-à-dire:

1

(2π~)3

∫
R9

2∑
k,j=1

(v+
k,q, v

−
j,p)He

i
~ (
√
p2+1t+

√
q2+1t)ā−j,~(p)ā+∗

k,~(q)f(x, p)e
i
~ (p−q)xdxdpdq+

1

(2π~)3

∫
R9

2∑
k,j=1

(v−k,q, v
+
j,p)He

− i
~ (
√
p2+1t+

√
q2+1t)ā+

j,~(p)ā−∗k,~(q)f(x, p)e
i
~ (p−q)xdxdpdq+
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1

(2π~)3

∫
R9

2∑
k,j=1

(v+
k,q, v

+
j,p)He

i
~ (
√
q2+1t−

√
p2+1t)ā+

j,~(p)ā+∗
k,~(q)f(x, p)e

i
~ (p−q)xdxdpdq+

1

(2π~)3

∫
R9

2∑
k,j=1

(v−k,q, v
−
j,p)He

− i
~ (
√
q2+1t−

√
p2+1t)ā−j,~(p)ā−∗k,~(q)f(x, p)e

i
~ (p−q)xdxdpdq.

Nous allons maintenant borner les deux premières intégrales. Si nous faissons le changement de variable
p− q = ~y, et nous posons, f̃(y, p) = 1

(2π)3

∫
R3 e

iyxf(x, p)dx, on obtient:∫
R6

2∑
k,j=1

(v±k,p−~y, v
∓
j,p)He

± i
~ (
√
p2+1t+

√
(p−~y)2+1t)ā∓j,~(p)ā±∗k,~(p− ~y)f̃(y, p)dydp.

Mais comme |(v±k,p−~y, v
∓
j,p)H | ≤ K~|y|, ces intégrales sont plus petites ou égales à:

K~
∫
R6

2∑
k,j=1

|y||f̃(y, p)||ā∓j,~(p)||ā±k,~(p− ~y)|dpdy,

et si on pose, ||f̃(y)||∞ ≡ maxp|f̃(y, p)|, alors ces intégrales sont plus petites ou égales à:

K~
∫
R6

2∑
k,j=1

|y|||f̃(y)||∞|ā∓j,~(p)||ā±k,~(p− ~y)|dpdy,

; maintenant si on applique l’inégalité de Schwarz par rapport à la variable p, on arrive à la borne suivante:

K~
∫
R3

2∑
k,j=1

|y|||f̃(y)||∞||ā∓j,~||2||ā
±
k,~||2dy ≤ K̄~

∫
R3

|y|||f̃(y)||∞dy.

On en déduit en que quand ~→ 0, ces deux intégrales convergent vers zéro. Nous venons donc de voir que:

J2T tq ψ̄ ∼ J2π+T tq ψ̄ + J2π−T tq ψ̄.

Maintenant il reste seulement à vérifier que J2π±T tq ψ̄ = T tc,±J
2π±ψ̄. Calculons ∀f ∈ D(R6):

lim
~→0

[J2
~π
±T t~ψ̄~(f)− T tc,±J2

~π
±ψ̄~(f)],

c’est-à-dire:

lim
~→0

[
1

(2π~)3

∫
R9

2∑
k,j=1

(v±k,q, v
±
j,p)He

i
~ (
√
q2+1t−

√
p2+1t)ā±j,~(p)ā±∗k,~(q)

f(x, p)e
i
~ (p−q)xdxdpdq − T tc,±J2

~π
±ψ̄~(f)],

si nous faisons le changement de variable q = p− ~y et nous utilisons la limite de:∫
R9

(v±k,p−~y, v
±
j,p)He

i
~ (
√

(p−~y)2+1t−
√
p2+1t)ā±j,~(p)ā±∗k,~(p− ~y)f(x, p)eiyxdxdpdy

−
∫
R9

(v±k,p−~y, v
±
j,p)He

∓iy tp√
p2+1 ā±j,~(p)ā±∗k,~(p− ~y)f(x, p)eiyxdxdpdy,

est zéro, nous arrivons, après avoir fait le changement de variable, z = x∓ tp√
p2+1

à:

lim
~→0

[
1

(2π)3

∫
R9

2∑
k,j=1

(v±k,p−~y, v
±
j,p)He

iyzā±j,~(p)ā±∗k,~(p− ~y)f ◦ T tc,±(z, p)dzdpdy

−T tc,±J2
~π
±ψ̄~(f)],

et si nous revenons à la variable q = p− ~y, nous arrivons à:

lim
~→0

[J2
~π
±ψ̄~(f ◦ T tc,±)− T tc,±J2

~π
±ψ̄~(f)] = 0.
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6 Applications

Une première application est l’étude des états
élémentaires (voir [7]).

Soit [c] une onde élémentaire de spectre (x0, p0),
un état élémentaire est un élément [ψ±j ] ∈ Q̃ avec
j = 1, 2, tel que:

ψ±j : (0, ~0]→ L2(R3,C4); ~→ ψ±j,~(x),

ψ±j,~(x) =
1

(2π~)
3
2

∫
R3

v±j,p(x)ĉ~(p)e
i
~pxdp,

où {v±j,p(x)} est une base de vecteurs propres nor-

malisés de la matrice H(x, p) =
∑3
j=1 αj(pj −

Aj(x)) + β. Alors:

J [ψ±j ] = [δ(x0,p0)].

A la limite, l’état élémentaire a comme mesure
de probabilité sur l’espace des phases une mesure de
Dirac centrée au point (x0, p0). Alors, à cause du
théorème, nous avons:

JT tq [ψ±j ] = T tc,±[δ(x0,p0)] = [δT tc,±(x0,p0)].

Ce résultat nous dit qu’à la limite, l’état
élémentaire a comme mesure de probabilitée une
mesure de Dirac centrée au point T tc,±(x0, p0), i.e.,
quand ~→ 0, leur évolution est classique.

La deuxième application qu’on présente est
l’étude des états semi-classiques relativiste.

Soit [ψ±j ] ∈ Q̃ avec j = 1, 2, tel que:

ψ±j : (0, ~0]→ L2(R3,C4); ~→ ψ±j,~(x)

ψ±j,~(x) =
1

(2π~)3

∫
R6

v±j,p(x)A(y)e
i
~S(y)e

i
~p(x−y)dydp,

où {v±j,p(x)} est une base de vecteurs propres nor-

malisés de la matrice H(x, p) =
∑3
j=1 αj(pj −

Aj(x)) + β. Alors:

J [ψ±j ] = [A2(x)δ(p−∇S(x))].

L’état semi-classique à la limite a comme mesure
de probabilité sur l’espace des phases une densité sur
la varieté lagrangienne p = ∇S(x) (voir [4]). Alors,
à cause du théorème, nous avons:

JT tq [ψ±j ] = T tc,±J [ψ±j ] = T tc,±[A2(x)δ(p−∇S(x))].

Le résultat nous dit qu’à la limite, l’état semi-
classique a comme mesure de probabilité sur l’espace
des phases, une densité classique sur la varieté la-
grangienne qu’on obtient de l’équation d’Hamilton-
Jacobi relativiste avec condition initiale S(x).
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[9] V.P.MASLOV, Théorie des perturbations et
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Alianza Editorial, S.A., Madrid (1990).
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