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ABSTRACT. In this work we show, from a mathematical point of view, that the solutions of Dirac’s equation
have a classical behavior when Planck’s constant converges to zero. The most important result is: ” The part of
quantum state with positive (resp. negative) kinetic energy, has in the limit a classical behavior with positive
(resp. negative) kinetic energy”. Notice, this is a mathematical result, because physically, the classical states

with negative kinetic energy don’t make sense.

1 Introduction

Dans cet article nous étudierons la dynamique d’une
particule relativiste qui se trouve dans un champ
électromagnétique. Pour simplifier nous prendrons
la masse, la charge et la vitesse de la lumiere égales
a 'unité.

La dynamique quantique de la particule est
décrite par I’équation de Dirac:

3
ihopp = aj(—ihd; — Aj (@)Y + B + V(x)e,

j=1

ot a; et (B sont les matrices de Dirac dans une
répresentations quelconque. Nous dénoterons par
T;wh la solution avec condition initiale y.

La dynamique classique est décrite par les

équations d’Hamilton:

l‘:apH(xap)7 p: —@KH(x,p),
ou I'hamiltonien est H(z,p) = v/(p— A(x))2+ 1+
V(z).

Notre objetif est trouver le méme type de
résultats sur la limite classique qu’on obtient pour le
cas non-relativiste (voir [7], [8], [9], [10], [14]). C’est-
a-dire, voir que quand la constante de Planck con-
verge vers zéro on obtient la mécanique classique.

La différence essentielle avec le cas non-relativiste
est que dans le cas relativiste apparaissent deux
types d’états quantiques différents, ceux qui ont une
énergie cinétique positive et ceux qui ont une énergie
cinétique négative; alors comme les états avec énergie
cinétique négative ne disparaissent pas a la limite,
si on veut trouver résultats classiques, il faut du
point de vue mathématique, considérer la dynamique

classique d’énergie cinétique négative comme donné
par 'hamiltonien —H (z,p). Dénotons les deux dy-
namiques classiques de la fagon suivante T} ..

Alors pour comparer les dynamiques quantiques
et classiques il faut premiérement trouver une cor-
respondance entre l’espace des états quantiques
L2(R3,C*) et I'espace des états classiques M*(RY).
Si la constante de Planck Ay est fixée il n'y a au-
cune correspondance (on peut prouver que c’est une
conséquence du Principe d’incertitude d’Heisenberg),
mais si on considere les applications ¢ : (0, k] —
L2(R3,C*Y); h — vy, alors il est possible de trou-
ver différentes correspondances. Pour cette raison,
nous sommes obligés d’introduire les espaces @ et C.
(La notation utilisée pour les espaces fonctionnels est
décrite plus bas, & la fin de cette section).

Comme nous voulons voir ce qui se passe a la lim-

ite, il est naturel de définir sur @ et C les relations
d’équivalence suivantes:

)~ 1) si et seulement si lim ||ty — p||2 = 0.
h—0

¢ ~¢ ¢ si et seulement si lim (¢p — &h) =0.
h—0

_ Alors on peut introduire les espaces quotients,
Q = NQ et C' = NQ; sur C' nous pouvons définir
q c

les dynamiques classiques T¢ , et T} _ et sur Q la
dynamique quantique 7.

Une fois qu’on a défini les dynamiques respec-
tives, il faut découpler espace Q de la fagon suivante
Q= Qt®Q on les éléments de QT (resp. Q) sont
des états quantiques qui a la limite ont une énergie
cinétique positive (resp. négative); alors si on dénote
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par 7% la projection, 7+ : Q — QF, et si on définit
un certain type d’application J : Q — C, on voit
que Jr* est une conjugaison entre Ty et TE L ie.,
a la limite la partie de I’état quantique avec énergie
cinétique positive (resp. négative) est un état clas-
sique avec énergie cinétique positive (resp. négative).
Finalement nous verrons qu’a la limite les deux dy-
namiques classiques sont découplées, i.e., formelle-
ment:

JT, =T, Jrt +T. _Jr~.

Pour les espaces fonctionels on utilise les notations
suivantes:

L2(R3,C*): espace des fonctions sur R?, de carré
intégrable & valeurs dans C*.

L3(R3,C): espace des fonctions sur R3, de carré
intégrable a valeurs dans C, avec norme 1.

M™T(RY): espace des mesures positives sur RS.
CY%(X;Y): espace des fonctions continues sur X a
valeurs dans Y.

CE(RO): espace des fonctions, avec dérivées d’ordre k
continues sur R®, & support compact.

D(R®) = NkenCi (RP).

D'(RS,C): espace des distributions & valeurs com-
plexes.

Q= CO((O)hO]’£2(R3’C4)) = {w th— ¢h}
C = CO((O, ho],MJr(RG)) = {(b :h— ¢ﬁ}

2 Dynamique classique

Prenons pour simplifier m = ¢ = e = 1.
De la relation relativiste (Hi(x,p) — V(2))? =
(p — A(z))? + 1, on obtient, (du point de vue
mathématique), les deux hamiltoniens suivants,
Hy(z,p) = £4/(p — A(x))2 4+ 1 + V(x); nous sup-
poserons (A4, V) € D(R3). Alors si on prend le signe
+ (resp. —), on obtient des états classiques avec
énergie cinétique positive (resp. négative). Soient
T! . les opérateurs qui donnent les deux dynamiques
classiques sur l’espace des phases. Nous pouvons
étendre T} | sur CJ(RS) par transport, i.e.,

T! L CO(R®) — CO(R®); f — foT L.

Par dualité, on peut étendre T . sur MT(R®) de
la fagon suivante:

Tis s MF(R) = MF(RY); ¢ — T 10,

ot Vf € CQ(R), T! . ¢ vérifie, T! L ¢(f) = (T, Lf).

Lemme 2.1. Si ¢, — ¢ dans MT(R®) alors
T L — T ¢ dans MT(RE). (Voir la preuve dans
[5])
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Finalement nous allons étendre T Ct’i sur C,
Tis:C = Cilol = Tesld] = (T2 29),
o T} L : (0, ho] = MFT(RO); b — T 4 op.

Remarque. T! est bien défini, effectivement, si ¢ ~,
¢, alors Vf € CY(R), on a:

Tepn(f) = Tion(f) = ¢n(f o T2) = du(f o T2) = 0
quand h — 0, c’est-a-dire, Tf¢p ~. TLé.
3 Dynamique quantique

Pour & € (0, hp|, nous allons considérer 1’équation de
Dirac:

3
ihg =y a(=ihd; — Aj () + B+ V(2)¢,

j=1

ou «; et [ sont les matrices de Dirac dans une
représentations quelconque. Dénotons par Ty la
solution avec condition initiale ¥y, et définissons,

Ty Q — Q:[v] = Ty[v] = [Tyy),
ot T : (0, ho] — L2(R3,CY); h — Tiabp.
Remarque. T, ; est bien défini, effectivement, si ¢ ~,
1), alors:

[ Ton — Tibmll2 = |1vn — ¥nll2 — 0 quand b — 0,

cest-a-dire, Titp ~q Thi).

Définition. Soit Q C RS compact, nous allons

définir 'espace des états quantiques qui a la limite

ont position et impulsion & support dans €.

Qa = {[¥] € Q : lim [vn)? = lim \zﬁh\z =0;

h—0 Rg_Ql h—0 RB—QQ

VQ1,QQ&V€C 7T1(Q) C Q et 71'2(9) C Q2}

ou, m1 : (z,p) = x, et M2 : (x,p) — p.

Lemme 3.1. Soit [)] € Qq, définissons

)= (27r1h)§ /]Rs ag(x)aq (p)dn(p)e " dp

, ot ag € D(R?); aQl, o = a9|,,, = L Alors,
[¢] = []. (Voir la preuve dans [5])

Maintenant nous allons découpler Qq. Con-
siderons la matrice ijl a;(p; — Aj(x)) + B, ses
valeurs propres sont les fonctions Ay(x,p) =
+v/(p—A(x))2+1 avec pour multiplicité deux.
Dénotons par vfp(x) ses vecteurs propres, avec j =
1,2. Alors on a:

Lemme 3.2. Pour p et z fizées, {vfp(x)} est une
base de C*, et si on considére le produit scalaire her-
mitien (,)g sur C* on a:

(Ufp(x)vv,j’p(x))hr =0, pourjk=1,2.

(Voir la preuve dans [10])
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Considérons maintenant [¢] € Qq et Yn(z);
comme dans le lemme 3.1, nous savons que [¢] = [¢/].
D’un autre coté, a cause du lemme 3.2, on a la
décomposition suivante:

2
=2 (e

=1

n (@, 0)v] (@) + af (2, p)v;, (2)),

<.

alors on a:

2
Un(x) 3 al,(z,p)vi, (z)etPdp
2 3 '7
j=1"R

1 B o
+(27rh)% z;/Rg a; (@, p)vy,(x)en dp
1=

=y () + ¥y (),
Oﬁa a]iﬁ,('r7p) = a’fh(xvp)a‘ﬂ(x)a’ﬂ(p)'
Nous pouvons alors écrire,_z/_z =Yt +9~, ou, YT :
(0,ho) = L2(R3,C*); h— oy,
Définissons maintenant sur QQ I'opération addi-
tion de la facon suivante:

+: Qa x Qo — Qq; ([al, [b]) = [a] + [b] = [a+b].

Remarque. L’addition est une opération bien définie;
effectivement, si a ~4 @ et b ~, b, alors:

lim HC_L}zL + l_)h - (ah + bh)HZ < lim ||L_Lh — ah||2 +
h—0 h—0

Lim {[bn — bpl|2 = 0,

cest-d-dire, @+ b ~q a + b.

Si on considere [1)] € Qq et v, comme dans le
lemme 3.1, on aura:

Wl=Wl =W +¢ ="+ [7],
et la décomposition suivante: QQ = Qg @ (:25

Finalement définissons les projections, =+

Qo = Qg; [¥] — [$*].
Lemme 3.3. Si [¢] € Qq, alors:
Tint[y] = P T € Gre o V.

Considérons maintenant l'opérateur énergie
cinétique, H, = 23:1 o (—iho; — Aj(z)) + B; alors
on a le résultat suivant:

Lemme 3.4. Si [¢)] € QF, alors si la limite

lim i/ (75 n, Her 5 hn)
RS

h—0

existe, elle est positive.
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D’ou la définition:

Définition. Q;g (resp. Qg) est lespace des états
quantiques qui a la limite ont une énergie cinétique
positive (resp. négative), et leur position et leur im-
pulsion dans €.

4 Correspondance entre états quantiques et
classiques

Dans cette section nous allons contruire des applica-
tions de 'espace des états quantiques dans 1’espace
des états classiques pour pouvoir comparer, quand
h — 0, leurs dynamiques.

Commengons  par  introduire les  ondes

élémentaires (voir [6], [7]).

Définition. Soit E ’espace des applications c¢ :
(0, ho] — L3(R3;C) N D(R3;C); h — cp. Alors:

Un paquet d’ondes de spectre (xg,po) est un

élément de l'espace F = £ -~ qui vérifie:
lim |[(z — z0)%cpll2 = 0;  Va > 0.
h—0
lim ||(p — po)®énll2 = 0; Va > 0.
h—0

Une onde élémentaire de spectre (zg,po) est un
élément [¢] € E tel qu’il existe un paquet d’ondes [c]
de spectre (zo,po), et que P ~4 c.

Lemme 4.1. Si[¢] est une onde élémentaire de spec-
tre (xo,po), alors:

hm \wh\ = 0y, et hm |’(/Jh| Ipo s

dans MT(R3).

Exemple.
23 I eoe)? ip,
c:(0,ho] = LI(R*C); h — se~ 2h  ehPoT,
(wh)3

A partir des ondes élémentaires, on peut définir
différentes types de correspondances.

Définissons J,.:

Je: Q= G Y] = Je[Y] = [T
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Ou:

Jc’lb : (0, ho] —

h — ch(h) - Jchwh = ﬁ

avec [c] onde élémentaire de spectre (0, 0).

Lemme 4.2. J. est bien définie, i.e.: si ¢ ~q 1P,
alors Jip ~c Jep. (Voir la prewve dans [7])

Lemme 4.3. Soient [c] et [¢] deur ondes

élémentaires de spectre (0,0), alors V[y] € @ on
a, Jop ~¢ Jzp. (Voir la prewve dans [7])

En vertu du lemme 4.3 nous avons la définition
suivante:

Définition. V[c] onde élémentaire de spectre (0, 0),
nous pouvons définir, J = J., et nous noterons

Jen¥n = Jptp.

Lemme 4.4. Vf € CJ(R®) on a, |Jan(f)| <
[ llsol[¥onl13 et [po Jntbn(x, p)dadp = |[vn][3.

1.-
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M*(RE)

) 2
fRS wh(y)ch('r - y)e_ﬁpydy )

Remarque. Si ||ip|l2 = 1 alors Jpyy est une densité
de probabilité sur ’espace des phases.

Nous allons maintenant voir différentes fagons de
comparer la mécanique quantique et la mécanique
classique.

Considérons I'espace suivant C°((0, hol; D'(RS, C)),
et définissons sur cet espace la relation d’équivalence
suivante: ¢ ~ ¢ si et seulement si limp_o(dp —
ér) = 0, pour la topologie des distributions, i.e.,
Vo € D(R); limp_o(dn(e) — dn(e)) = 0. Main-
tenant on peut définir:

o €0, o} D'(RS,C)

~

et nous pouvons définir les applications suivantes:

JVQ = Ci ) = JHy) = [J1Y).

T2 (0, ] —

Remarque. Si on appelle i 'inclusion :

D'(R%C)

. 2
Jos n(y)en(z — y)e wP¥dy| .

i: MT(R®) — D'(R%,C),

alors, Jip =i o Jphy, Vi € Q et h € (0, Hg).

2.-

J? Q= C;[v] — P[] = [Ty,

ou:

D'(RS,C)
L (Un (), dn(p) i

(27h)

T Q= Gi[] = JPlv] = [Py,

ou:

T3P 2 (0, ] —

D'(RS,C)

B T = g e (no = §)in(a + B ey,
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On a:

Lemme 4.5. VY[¢)] € Qq on a, J'[Y] = J?[¢] =
J3[). (Voir la prewve dans [5], [7])

Lemme 4.6. Soit ¢ et € C, avec |pn(f)] <

k[ fllso et |0n(f)l < kollflloc; Vf € CO(RO) et
Vh € 7(0,%], ou ki et kg sont des constantes, alors
¢ ~c ¢ si et seulement si ¢ ~ .

5 La limite classique de I’équation de Dirac

Théoréme 5.1. Soit [1)] € Qq, ot Q est un ensem-
ble compact de RS, alors:

Jrt est une conjugaison entre T} et T! ., i.e.:

:I:‘]7T [].

Les deux dynamiques classiques sont découplées, i.e.:

JTy] = T2 It [] + T2 _Jn~ [¢].

JrETL) =

Ce résultat peut étre écrit de la fagon suivante:
si limpo||Unlla = 1 et u(? = limp_y0 Jpmt s ex-
istent pour la topologie vague des mesures, alors
la mesure de probabilité classique sur ’espace des
phases p; = limy_q JhTéwh existe pour tout t € R,
et se découple en deux parties T , pg et TE _pg, ie.:

=T! pug +T: _pg VEeR.

Cela veut dire que la mesure pg (resp. pg)
qu’on obtient de la partie de ’état quantique qui a
une énergie cinétique positive (resp. négative) a une
évolution classique avec une énergie cinétique posi-
tive (resp. négative).

Démonstration (Nous ferrons la démonstration seule-
ment pour le cas libre.)

Prenons par exemple la réprésentation suivante:

gj 0 07
a]: = s

O—Uj IO

ol les o; sont les matrices de Pauli

01 0 —1 10
g1 = 09 = O3 =
10 i 0 0 -1
JZTt 7 _
/]RG hwhf (27‘('77/)%

c’est-a-dire:

RO ,Jl

1
(27h)3

k.j=1
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et I est la matrice identité.

Les valeurs propres de la matrice de 1’énergie
cinétique 2?21 a;p; + B, sont AL (p) = £/p? + 1;
prenons les vecteurs propres suivants:

A+(p) +ps3 0
+ D1 +Zp2 + -1
Ul,p - 2,p .
1 p1 — P2
0 —(A+(p) + p3)
Soit
2
= Z (“Irz(p)“f,p + a;h(p)v;p) d
=1
et

2
Pz (g + 4as - ) d
wh( 27Th g ;»/R:‘ eh ( h(p)vj,p +a‘j,h(p)v]$p) p7

avec d;-%h(p) a;p(P)aa(p), ol aq(p) est défini
comme dans le lemme 3.1.

La solution de ’équation de Dirac a I'instant ¢
avec condition initiale ¥y (x) est:

Thipn () 277}1 Z /Rs enp:c< )Ufp e~ FVPA I

mt>dp

St

+85 1 (P)v; pe

Comme [)] = [¢] (lemme 3.1), il faut vérifier
que, JT) ~c TE Jrtep + TE _Jrn—4, & cause des
lemmes 4.4 et 4.6, c’est équivalent & démontrer que
JHTh) T:  J'rtep 4+ T) _J'w=1p, et en vertu
du lemme 4.5 cela revient & voir que J2T[¢) ~
T J*rtep + T!_J?m 4. Cest précisement cette
relation celle que nous allons prouver.

Calculons premiérement Vf € D(RS):

/]RG (Téi/_zh(x), T{_ﬁh(p))Hf(:E,p)e%md:cdp,

FWPHE @G ()3l (g) f (x,p)et PO dwdpdg+

2
/ S (W g v, e TV @ NG (9)are (q) f(x, p)et PO dadpdg-+
RQ
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2
1 i i
| Y (ol v et VETEVPEIGE (gl (q) f(z, p)et PO dudpdg+
(2rh)3 Jgo Sz VR0 00 7, :
sJ=

2
1 — — ,L — i(p—q)x
W/R Y (g vy e FVEFEEVERG S (n)a 7 (q) f(w, p)et P dadpdg.
k,j=1

Nous allons maintenant borner les deux premiéres intégrales. Si nous faissons le changement de variable
p — q = hy, et nous posons, f(y,p) = (zﬂ)g, fRs * f(x,p)dx, on obtient:

/R Z vkp hy> J:Fp)Hei BV (- hy)QHt)GJF (P )ak w(p— hy)f(y,p)dydp.
k,j=1

Mais comme |(v,fp nys Vi p)a| < Khly|, ces intégrales sont plus petites ou égales a:
kn [ 3 Wl PPl — s,
k,j=1
et si on pose, ||f(y)||eo = maz,|f(y,p)|, alors ces intégrales sont plus petites ou égales a:

0[5 WO T 0~ s,

k.j=1

; maintenant si on applique 'inégalité de Schwarz par rapport a la variable p, on arrive & la borne suivante:

g S il

k,j=1

dy < Kn [ 170l

On en déduit en que quand /& — 0, ces deux intégrales convergent vers zéro. Nous venons donc de voir que:
JTip ~ JPrtTip + JPr~ T
Maintenant il reste seulement a vérifier que J27TiT$1$ = Téi J2r%4). Calculons Vf € D(RS):
limn [JBr - TEn(f) — TSR on (1),

c’est-a-dire:

I3 241t—+/p2+1t) ~ _
Jim m / Z ) e VTG, (ks ()

f(w)eﬂ(p—q)wdxdpdq— T! L JinEdu(f)),

si nous faisons le changement de variable ¢ = p — fiy et nous utilisons la limite de:

/ Wy v e F VTN TG ()35 (p — hy) f (. )" dardpdy
R
t

:Fiy‘/ ; YT
- /Rg (vkivp—ﬁy’ Ufp)He i a’ih(p)a‘k w0 —hy) f(x, p)e*dzdpdy,

est zéro, nous arrivons, apres avoir fait le changement de variable, z = = F

tp é
VrP+1
+ ~+
il | Z (v -y V)T ) (0 — ) f o Tl (2, ) ddlpdy

t +
7Tc,:|:‘]h7r wﬁ(f)L
et si nous revenons a la variable ¢ = p — Ay, nous arrivons a:

lim (TR (f 0 T 1) = T2 Jimon(f)] =
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6 Applications
Une premiere application est 1’étude des états
élémentaires (voir [7]).

Soit [c] une onde élémentaire de spectre (zo,po),

un état élémentaire est un élément [wji] € @ avec
7 =1,2, tel que:

YE (0, ho] — L2R®,CY) b — v, (@),

1 o
() = / vE (@)en(p)erPedp,
RS

(27h)3
N +
ot {vj,(x)} est une base de vecteurs propres nor-

malisés de la matrice H(z,p) = Z?:l a;(p; —
Aj(z)) + B. Alors:

T[] = [(x0.p0))-

A la limite, I’état élémentaire a comme mesure
de probabilité sur I’espace des phases une mesure de
Dirac centrée au point (xg,po). Alors, & cause du
théoréeme, nous avons:

JT(f[l/)f] = Tct,:t[(s(xo,po)} = [6T§,i($071)0)]'

Ce résultat nous dit qu’a la limite, I'état
élémentaire a comme mesure de probabilitée une
mesure de Dirac centrée au point Tct)i(mo,po), ie.,
quand A — 0, leur évolution est classique.

La deuxieme application qu’on présente est
I’étude des états semi-classiques relativiste.

Soit [wji] € Q avec j = 1,2, tel que:

b 1 (0,hg] = L2(R?,C); b — ¢, (x)

1 i Ln(z—1
’l/)]j,:h(x) = W /RG ’Uji’p(l‘)A(y)ehS(y)ehp(' J)dydp7

ol {vjip(x)} est une base de vecteurs propres nor-

3

malisés de la matrice H(z,p)
Aj(x))+ B. Alors:

J[W5] = [A%(@)d(p — VS(x)].

L’état semi-classique a la limite a comme mesure
de probabilité sur I’espace des phases une densité sur
la varieté lagrangienne p = V.S(x) (voir [4]). Alors,
a cause du théoreme, nous avons:

JT W3] = To s JW5] = T, 4 [A%(2)é(p — VS(2))].
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Le résultat nous dit qu’a la limite, I’état semi-
classique a comme mesure de probabilité sur ’espace
des phases, une densité classique sur la varieté la-
grangienne qu’on obtient de I’équation d’Hamilton-
Jacobi relativiste avec condition initiale S(z).
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