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RESUME. L’examen des tenseurs de la théorie de Dirac conduit &
I'utilisation de matrices fixes, indépendantes du repere utilisé. L’emploi
de lalgebre de Clifford d’espace, ou de matrices a coefficients réels,
permet de remplacer i par trois matrices distinctes de carré —1. On
associe chacun de ces objets a une des trois générations de fermions fon-
damentaux. Dans le groupe orthogonal laissant invariant les tenseurs
et I’équation d’onde, la condition de violation maximale de la parité
permet d’obtenir un groupe contenant un sous-groupe ayant la struc-
ture U(1) x SU(2) de la théorie électro-faible. On compare l'isotropie
de ’espace physique usuel a la non-isotropie de ’espace matriciel.

ABSTRACT. A complete examination of the tensors of the Dirac the-
ory leads to use fizred matrices, independent of the Lorentz frame. The
use of space Clifford algebra, or of real matrices, allows to replace i
by three different matrices with square —1. FEach matriz is associated
with one of the three generations of fundamental fermions. Into the
orthogonal group where tensors and wave equation are invariant, the
maximal parity violation gives a group containing a subgroup with the
U(1) x SU(2) structure of the electro-weak theory. We compare the
usual isotropic space and the non isotropic matriz space.

Introduction

L’équation de Dirac [1] a été obtenue & une époque ou 'on n’avait isolé
que I’électron, et ou I’on ne connaissait ni les neutrinos, ni les muons, ni
les quarks. L’équation de Dirac vient de considérations relativistes, mais
elle a donné en prime le spin demi-entier de 1’électron, les bons nombres
quantiques et les bons niveaux pour 'atome d’hydrogene, entre autres.
Aussi considére-t-on aujourd’hui en physique des particules que tous les
fermions fondamentaux, électrons, muons, neutrinos, quarks, suivent une
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équation de Dirac. Celle-ci joue donc un role essentiel dans la théorie
physique. On ’écrira ici sous la forme usuelle :

) ; € moc
W (Ou +igAL) +imlp =0 ; = m:TO )

ol e, négatif, est la charge de ’électron et les A, sont les composantes
covariantes du vecteur d’espace-temps potentiel électromagnétique. La
signature utilisée ici pour la métrique d’espace-temps est + — — —,

donc les composantes contravariantes de A sont A° = A et AT = —A;,
j=1, 2, 3. On prendra ici la forme usuelle des matrices de Dirac :
(G
2
= 2
v | b @
(O

0 I 0 o j 0 —oj
To=7 <0 1) v g 0 (3)
1 0 0 1
I=0y=0"= (0 1> Do =—0l = <1 O> (4)

0 — 1 0
02:_02:<i OZ>; 032—03:<0 _1> (5)

Les v* ne sont pas définies de maniére unique. S étant une matrice
4 x 4 inversible, tout systéeme de matrices 7", 1’ tel que /" = Sy#S~!
et 1/ = Sv convient pour I'’équation de Dirac. En conséquence les
grandeurs physiques de la théorie font intervenir des produits comme
par exemple le courant J* = 1py*1) ; b = 1hT~y. Ce courant est inchangé
si S est une matrice unitaire :

S~ =gt
P =T = TS5 S ! = 5 (6)
P = 8787, ST S = Yy = J,

I en résulte qu’en théorie de Dirac les matrices 7, et 1) ne sont définies
qu’a une transformation unitaire pres :

W =5p 5 =8yl 5T =8t (7)

Or ceci va étre remis en question, suite a ’examen complet des tenseurs
de la théorie de Dirac effectuée en [15]
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L’algebre de Clifford d’espace

La théorie de Dirac peut en effet étre réécrite de maniere tout a fait
différente en utilisant ’algebre de Clifford d’espace-temps, a la suite
d’Hestenes [2 & 8], Boudet [9 & 11] et autres. On peut aussi utiliser
seulement 1'algébre de Clifford d’espace, avec Baylis [12], Daviau [13
& 16], de la maniére suivante : & tout 1 de la formulation classique on
associera un ¢ = f(v), fonction de ’espace-temps a valeur dans 1’algebre
de Clifford de I'espace physique, défini par

f()) = ¢ = a1 + as0302 + a3o301 + as0102 + asi + ago1 + a702 + agos

(®)

ol les a; sont les parties réelles et imaginaires des ; :

Y1 =a1 +iag; P2 = —az —iaz

Y3 = ag +1as ; P4 = ag + iay

(9)

L’algebre de Clifford d’espace est isomorphe a I’algebre de Pauli engen-
drée par les matrices o; et leurs produits, c’est-a-dire M>(C). Mais il est
essentiel de voir que cet isomorphisme f est un isomorphisme d’espaces
vectoriels sur le corps des réels, et non pas sur le corps des complexes,
car on a

f(iY) = dios (10)

Les espaces vectoriels de départ et d’arrivée de la transformation f
sont des espaces vectoriels sur C mais f n’est pas C-linéaire car on n’a
pas f(iy) = if(¢p). Clest donc bien la structure d’espace vectoriel et
d’algebre sur R que nous utiliserons, les fonctions ay étant des fonctions
de I'espace et du temps a valeur dans R. Avec le formalisme de ’algebre
d’espace, on utilise les conjugaisons suivantes :

¢)T = @1 — 20302 — Q30301 — Q40109 — Q51 + ag01 + a702 + agos (11)
¢ = a1 + a20302 + 30301 + Q40102 — A5 — Ag0] — Q702 — G803 (12)

-~

(b = Q] — 20309 — (30301 — Q40102 + a5i — ag01 — Q7092 — Ag03 (13)
Ces conjugaisons vérifient, pour tout élément A et B de I'algebre d’espace
(AB)' =B'A"; AB=AB

o 14
A—A'". AB=BA 14)
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On obtient aussi, pour tout ¢ = f(¢):
fW*) = o2¢0s 5 f(Y*¢) = "¢ (15)

On obtient 1’équation d’onde pour ¢ en appliquant f a 1’équation de
Dirac :

F ("0, +iqA,) +imp) =0

ce qui donne :

00, + qot A, pios + mepios =0 (16)
On utilisera les notations suivantes :
V =0+ ) ; J= 0101 + 0909 + 0303 (17)
A =A"—A; A= Ao+ A20y + A303 (18)
Et il en résulte :
V =8 —30=0"d, (19)
A =A"4 A=A, (20)

L’équation de Dirac prend donc la forme :
YV ¢+ qA ¢ios + mepios =0 (21)
et ceci équivaut a :

Voios = mp + qA¢ (22)

On trouvera exposé en [13] et [15] le détail de la transcription & ce
formalisme de la théorie de Dirac. Ce formalisme permet de mieux voir
Iexistence de tenseurs inconnus de la théorie classique. Les tenseurs sans
dérivée, construits a partir du spineur v sont : le scalaire 1, le vecteur
courant J, le tenseur antisymétrique S, le pseudovecteur spin K et le
pseudoscalaire €25 tels que :

O =gy

JH =Pyt
SHY = ipyty¥ e (23)
K" = syt

Qo = =iy 5 i = Y0Y17273
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L’invariance relativiste impose la forme que prennent les tenseurs sans
dérivée, a savoir :

J =96
Kg=¢o;6 ; j=1,23 -
R=¢¢

Sy =doid ; j=1,2, 3

Les indices entre parentheses ne correspondent pas & une composante
de vecteur, mais au numéro du vecteur d’espace-temps ou du bivecteur
d’espace-temps considéré, qui correspond au numéro d’une matrice de
Pauli. Les densités tensorielles (23) correspondent a J, K(3), R et S(3),
car on a :

R =0 +1i0Q,
J=J—T : J=J + J%00 + J305
K(g):KO—K ; K=K101+K202+K3O’3 (25)

5(3) = 5230'1 + 5310'2 + 5120'3
+ 5%, + 50 + 5004

Apparaissent ici, outre les 16 densités tensorielles (23), 20 autres densités
tensorielles qui sont les composantes des pseudovecteurs d’espace-temps
K1y et K(9) et des bivecteurs (tenseurs antisymétriques de rang 2) S(1)
et Sz). Ces pseudovecteurs et bivecteurs ne sont pas invariants de jauge
électrique, mais ils satisfont les mémes critéres de tensorialité que les
densités tensorielles classiques. On peut le voir en utilisant 1’algebre
d’espace. On peut aussi le voir en revenant au formalisme usuel, et en
posant :

=97 5 P =¢ns (26)
ot ¢t = ¢*T est le transposé de 7). On obtient alors :

Py = Koy — iK )"

T bV InZ : % (27)
Py = S —iS

Sous une transformation de Lorentz qui change v en 1’ = Av et telle
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que A"'y*A = a*,y” on a :

Yoy AT = Alyoye 5 AT = Al
P =ypATh P =PAT?

Py = AT YA = at byt (28)
Py Y = gAY A
= aupal’ﬂ[)”yp’YT'l/}

Le fait que ces autres tenseurs ne sont pas invariants de jauge électrique
ne suffit pas a leur refuser le statut de grandeur physique, d’autant plus
que l'ensemble de tous ces tenseurs est globalement invariant sous un
groupe de jauge ayant justement la structure U(1) x SU(2) qui est le
groupe de jauge intervenant dans la théorie électro-faible [15].

La théorie de Dirac sous sa forme initiale ne pouvait pas avoir 'idée
de ces tenseurs, parce qu’elle vient d’une théorie quantique dans laque-
lle les matrices hermitiques et unitaires jouent un réle idéologiquement
essentiel, d’ott invocation des transformations unitaires (7), qui sont in-
compatibles avec 'algebre de Clifford d’espace-temps ou d’espace. Si la
transformation f de (8) vérifiait f(i1p) = if (), le produit scalaire her-
mitien du formalisme quantique serait facilement transcrit dans 1’algebre
d’espace. Mais il n’en est rien, et donc 1’espace des ¢ n’a aucune rai-
son d’étre doté d’un produit scalaire hermitien. Si I'on veut conserver
I'interprétation probabiliste de la théorie, on peut par contre facilement
doter cet espace d'un produit scalaire euclidien :

o0 =[] <:§_§aia;>dv (29)

Dans le seul cas ou le produit scalaire hermitien est utilisé réellement
dans les calculs, a savoir pour calculer précisément les solutions de
I’équation de Dirac pour l'atome d’hydrogene, une coincidence math-
ématiquement assez surprenante fait que le produit scalaire euclidien
fournit exactement les mémes résultats [14].

Par contre les égalités (28) sont liées & la représentation usuelle des
matrices de Pauli et de Dirac, au fait que oy et 5 contiennent i en
facteur tandis que o1, 03, Y0, 71, 3 sont des matrices réelles. (28) n’est
invariant sous les transformations (7) que si :

S* =8 ; §l=g1=4" (30)
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Car on a alors

U = (S9)' (570725 7") = ¢' 5 570725
= ply072 S =S (31)
Y = SIS TS =
Donc prendre en considération les densités tensorielles supplémentaires
amene a ne prendre pour les matrices S de (7) que des matrices réelles.
Pourtant, méme si I’on se restreint a ces matrices unitaires réelles, il
y a toujours des difficultés. L’algebre de Lie du groupe unitaire réel

SO(4) est engendrée par les six matrices Y13, Y013, V505 V3, V1, 1702, avec
Yjk = 7V;Vk- Prenons I'exemple d’une matrice du type

S =e¥ (32)
On a, avec les matrices (3) de la représentation standard :
1)) = ¢io
f(f/)) ¢ & (33)
f(yd) = o"¢

C’est ce qui permet de passer de la forme habituelle (1) & la forme (18) de
I’équation de Dirac. Il n’y a compatibilité entre les relations précédentes
et les transformations unitaires (7) que si

fi)') = ¢lioy

FG" ) =o' i
Or avec (32) on obtient :
o =fW)= f.(COS Mﬁ + sinavys¢) (35)
= cosa¢ + sinacse
On a alors :
FOY"Y) = fcosay™y + sinayany)
= cos ag + sin aozoh g 56)

= cos actp — sin aozot o

— —
"¢ = o'"(cosap — sinacz o)
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Et ces deux expressions ne peuvent pas étre identifiées.

Les physiciens attachés au formalisme qu’ils connaissent bien risquent
alors de vouloir garder le cadre familier des matrices hermitiques et
unitaires. Mais il faut bien comprendre que le formalisme usuel de la
mécanique quantique, élaboré a partir de I’équation d’onde non rela-
tiviste, est forcément remis en cause avec ’équation de Dirac, car les
quatre matrices v ne peuvent étre toutes hermitiques par suite de la
signature non euclidienne de la métrique d’espace-temps. De plus, les
nouveaux tenseurs ne sont accessibles que si 'on renonce aux transfor-
mations unitaires. On doit encore noter que ’on se garde bien d’utiliser
les transformations unitaires lorsque 'on étudie l'invariance relativiste
de I’équation de Dirac, que ’on y impose au contraire arbitrairement aux
~# d’étre identiques dans tous les reperes de Lorentz. Enfin le point de
vue de Louis de Broglie, initialement et finalement, a été de considérer
I'onde associée au mouvement d’une particule comme ayant une réalité
physique, et non comme un objet mathématique fictif permettant seule-
ment de calculer des probabilités. Aussi dans la suite de cet article on
considérera que les matrices v* sont des matrices fixes, indépendantes
du repere lorentzien utilisé, et données par (3).

L’équation de Dirac avec des matrices réelles
Associons maintenant & ¥ ou ¢ la matrice colonne :
ai
a2
o= . (37)
as
L’équation de Dirac sous la forme (1), ou sous la forme (18), s’écrit alors

T*(0, +¢qA,P)+mP]® =0 (38)

ou les matrices I'* et P sont des matrices réelles 8 x 8, a savoir :

Iy 0 0 o3
FO — 4 : 1'\1 _
(0 —I4> Yo1zs 0
o (0 =3\ . 3_ (0 -
= (703 0 = Y1 0 (39)

p— (—7135 0 )
0 Y135



Equations de Dirac et fermions fondamentaux ... 183

oll Yo3 = Y073, Y013 = Y0Y173, €t ainsi de suite. Les matrices I'* anti-
commutent et commutent avec P :

TATY 4 TVTW = 29
g 18 (40)
r“p=pr*
La forme hamiltonienne de 1’équation (38) s’obtient en multipliant &
gauche (38) par I'YP, ce qui donne :

Poy® =H®

0i (41)
H = qAo +TY(=P0; + qA;) + mI'”

Ce qui est remarquable avec cette forme de la théorie de Dirac, c’est que
la matrice P de carré —1 qui remplace le i traditionnel de la mécanique
quantique n’est pas unique. Une inspection soignée de 'algebre Mg(R)
montre qu’il existe, au signe pres, deux autres matrices et deux seulement
qui commutent avec les quatre I'* et ont pour carré —1, a savoir :

_(v013 O
@ ( 0 7013)

Y05 0

R =

( 0 705)
En effet les combinaisons linéaires de toutes les matrices I'* et de leurs
produits engendrent une sous-algebre de dimension 16 de Ms(R). Avec le
formalisme classique utilisant des matrices complexes, cette sous-algebre
était identique a l’algebre complete. Ce n’est plus le cas ici, Mg(R) étant
de dimension 64. On peut vérifier que toute matrice de Mg(R) s’écrit de

fagon unique sous la forme My + My P + M3Q + MyR, ou les M; sont
des combinaisons linéaires de matrices I'* et de leurs produits.

(42)

Il y a donc deux autres équations du méme type que (38) :

[T (O + qALQ) + mQ® =0

43
*(0y +qALR) + mR|® =0 (43)
La forme hamiltonienne de ces équations sera :
0P =Ho
Qo (44)

H = qAg +T%(-Q0; + qA;) + mI'®
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ROy® =H®

0 0 (45)
H = qu +T J(*Raj +qu) + mI
L’hypothese que nous ferons ici est que chacun des trois termes P, Q,
R, correspond a 1'un des trois types de leptons chargés, et plus générale-
ment a l'une des trois générations de fermions fondamentaux. C’est
l'utilisation en mécanique quantique d’un ¢ indifférentié qui a rendu
incompréhensible l'existence des trois générations de particules. Rap-
pelons qu’a ce jour aucune explication raisonnable n’a pu étre donnée de
Pexistence du muon, connue pourtant depuis plus d’un demi-siecle. Et
comme les hamiltoniens (41), (45) et (46) sont algébriquement équiva-
lents, on doit s’attendre a ce qu’ils donnent la méme dynamique, ce qui
rend compréhensible l'extréme similitude des dynamiques lorsque 1’on
passe d’une génération a 'autre..

Des 16 grandeurs tensorielles sans dérivée de la formulation clas-
sique, on passe avec les matrices réelles a 36 grandeurs, car les den-
sités tensorielles prennent maintenant la forme ®*M®, et M doit vérifier
Mt =M, carsi M' = —M on a ®*M® = 0. En particulier on aura pour
le courant de densité de probabilité :

JE=PTHd ;. B = P'T, (46)

Les 36 densités tensorielles se décomposent ainsi : 1 densité pour le
scalaire

Q) = 0P (47)
4 densités pour le vecteur J tel que
JH = I d (48)
3 x 6 = 18 densités pour les trois bivecteurs S(;y tels que
S = OPT*™®; Py=P; PL=Q; P,=R (49)
3 x 4 = 12 densités pour les trois pseudovecteurs K ;y tels que
K" = SP,THT P (50)
1 densité pour le pseudoscalaire

Qo = —PLo123® (51)
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Ceci est tout a fait conforme a ce que I'on obtient avec 1’algebre d’espace
[15]. L’invariance relativiste des trois équations a exactement la méme
forme. On pose ® = S®, on garde les mémes matrices I'* et on écrit
dans le second repere :

(0], + qA, P) + mP]®" =0 (52)
On obtient alors
[@”, T*(0, + qA,P) + mP]S® =0 (53)
Puis on a
ST (0, + qA,P) + mP|® =0 (54)

si I'on peut trouver des matrices S telles que
STV S~ =T*"a", (55)

Le calcul de ces matrices S est similaire au calcul classique. Ainsi pour
une rotation propre de Lorentz telle que

0’y = cosh 2ad, + sinh 2a0s

0’3 = sinh 2a0y + cosh 2ads (56)
Ty =21 5 TH=1T9
on obtient
P = T2 (57)

Pour une rotation telle que

0’1 = cos 2a0; — sin 2a0,
0’y = sin 2ad; + cos 2a0, (58)

Ty =x0 ; Th=T3
on obtient
P = (59)

Les matrices S sont donc les matrices produit d’exponentielles du type
exp(al';;) ; i # j. Elles vérifient :

IS~ =58, (60)
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et donc on a

3 =''Ty = 9'S'T,

_ (61)
=oTyS =051
Ceci assure la tensorialité des ®M®, par exemple :
JH =BT P =T STHS 1@
(62)

/v / v
=oTI"a", " =a",J
On notera que, ici aussi, les matrices I'* sont fixes, indépendantes du
repere utilisé.
Invariance sous le groupe orthogonal

Sous sa forme initiale, comme on ’a rappelé en introduction, les matrices
v, ne sont définies qu’a une matrice unitaire pres. Avec les matrices
réelles, le produit scalaire hermitien doit logiquement étre remplacé par
le produit scalaire euclidien (29), qui s’écrit avec P :

d- P = /// '/ dv (63)

Ce produit scalaire, et toutes les densités tensorielles de type ®'M®,
sont invariants sous les transformations orthogonales globales :

P = AP
M— M' = AM A (64)
At — A*l
car on a
' MP = PATAMATAD = D' M D (65)

L’équation de Dirac (38) est invariante sous les transformations orthog-
onales :

® s & = AD
s T = ATH A"
P P' = APA!

A=A
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a condition de prendre des matrices orthogonales A fixes, car on a alors
[T""(0u + qA,P') +mP'|®’
= [AF"At(OM + qAMAPAt) + mAPAt]Aq) (67)
= Al'"(0, + ¢A,P) + mP|®

ce qui assure l'invariance de I’équation de Dirac sous la forme (38). Si
I'on considére maintenant une transformation orthogonale pour laquelle
0uA n’est pas nul, I’équation de Dirac n’est plus invariante, mais il est
aisé de rétablir I'invariance en modifiant le terme de potentiel de fagon
a avoir :

qA' P = —AtauA +qALP

(0, + qA',P') + mP'1®’ (68)

= A[l'"(0, + ¢A,P) +mP|®

On voit ainsi que les transformations orthogonales (66) vont jouer, dans
toutes les théories de jauge locale au coeur de la physique actuelle, un
role essentiel. On sait par exemple que les forces électro-faibles peuvent
étre reliées a une telle invariance de jauge locale. On sait aussi que les
forces faibles violent de facon maximale la parité, ce qui, dans le modele
de Weinberg-Salam, ameéne a former un isodoublet avec la partie gauche
de 'onde, tandis que la partie droite est un isosinglet, invariant sous le
groupe SU(2). La partie droite et la partie gauche de 1'onde sont, avec
le formalisme des 7, :

1
Y = 5(-’4 —5)Y
2 (69)
YR = 5(14 +95)¢
Comme 5 = —i7p123, nous obtenons, avec les matrices réelles :
1
o = 5(18 + o123 P)®
(70)

1
Op = 5(18 —To123P)®

Cherchons, parmi les matrices orthogonales 8 x 8, celles qui laissent
invariante la partie droite ®r de 'onde, et qui transforment la partie
gauche en une autre partie gauche :

Moy =g (71)
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M®, =9,

(72)

La condition (71), pour une matrice M écrite par blocs avec des matrices

4 x 4, devient
A C I, o135 o Iy o135 o
B D) \voiss 14 Yo135  Ia

Ceci est vérifié pour

A =1 —Cyonss
D = I, — Byoi3s

c’est-a-dire pour

Iy — Co13s C
M =
( B Iy — Byo135

Pour ces matrices, la condition (72) devient, avec

SOREE

(I1 — 2Cy0135)U + (—0135 + 20)V =U" — yp135V”
(2B — v0135)U + (Is — 2Bv0135)V = —y0135U" + V'

Ces équations ne sont compatibles que si
C = 0135 BY0135

ce qui donne :

M= Iy —v0135B Y0135 870135
B Iy — Byo13s

(73)

(74)

(79)

Cherchons maintenant, parmi les matrices de cette forme, celles qui sont
orthogonales. Pour M = eX, 'orthogonalité équivaut & X* = —X, donc

X doit étre de la forme :

U v
(v 7)

(80)
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Considérons une matrice infinitésimale de ce type. On a :

IL,+U —W)

_ X _ —
M=e Ig+X< 174 I4—|—Z

(81)
_ <I4 — 01358 70135870135
B I, — Byo13s
donc il faut prendre :
U = —v013:B
V=" (82)
Z = —B0135

B'yp135 = —0135B

Une base de l'algebre de Lie du groupe SO(8) des matrices orthogonales
8 x 8 est formée par les 28 matrices suivantes : I'y, I'p, I's, P, @, R, T'a3,
[a1, 12, To23, Toar, Fo12, To12s, ToP, To1 P, To2 P, Loz P, 123 P, To@Q,
Fo1Q, T02Q, T'o3Q, T'123Q, T'oR, T'o1 R, T2 R, Tz R, I'123R. Notons Gy,
G, ... , Gog les matrices de la liste précédente, et cherchons X comme
combinaison linéaire des 28 matrices de cette base :

i=28

X = Z aiGi (83)
i=1

ou les a; sont infinitésimaux. L’égalité U = —~p135V équivaut a :

0=a1 = a2 = a3 = a1z = azp = G21 = G232 = A25 = U2 = A2y

a1z = —(ag +aus) ; a5 = —(ar +aw) ; a6 = —(ag +a1) (84)
a7 = —(ag + ai2) ; a3 = ag + a4 ; azgs = —(as + ag)
Puis I'égalité Z = —Vyp135 équivaut a :
a13 = —a4 +a14 ; G5 = —ar +aio
a1 = —ag +ai1 ; air = —ag + ais (85)
(23 = —G6 + Q24 ; Q28 = a5 — A19

On obtient donc
as = ag = a10 = 11 = @12 = @14 = 0
a13 = —G4; Q15 = —a7; Q16 = —ag (86)

G24 = Q23 ; Q28 = —A19 ; Q17 = —Q9
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Donc en posant :
a=2a7; a =2ag; a’" =2a9; b=2ay4; c=2a9; d=2as3 (87)
on obtient finalement
X=aA+dA +a"A" +bB + cC +dD (88)
avec
1
A= §(F23 T P)
1
A= §(F31 —To2P)
1
A = 5(1—‘12 — Fogp)
1
B= §(P —To123)
1
2
1
D= §(F123Q +ToR)

(ToQ —T123R)

Ces six matrices vérifient exactement les relations de commutation de
lalgebre de Lie du groupe SU(2) x SU(2), et le sous-groupe engendré
par A, B, C, D engendre un groupe ayant l’algebre de Lie du groupe
U(1) x SU(2) dont on sait depuis le modele de Weinberg-Salam le lien
étroit avec les interactions faibles. En effet soit

1
J = 5(18 + o123 P) (90)

le projecteur sur la partie gauche de 'onde. On a :

A2=B=C*=D>=-J (91)
AB=BA ; AC=CA ; AD=DA (92)
BC=D=-CB

CD=B=-DC (93)
DB=C=-BD
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Les égalités (91) indiquent que le projecteur J joue le role d’unité. Les
égalités (93) sont les relations des générateurs de l'algebre de Lie de
SU(2). Avec (92) A commute avec B, C, D, et est donc le générateur
d’un groupe U(1), ce qui donne bien & I’algebre engendrée par A, B, C,
D exactement la structure d’algebre de Lie de U(1) x SU(2). Notons
qu’il n’y a pas unicité des générateurs, car on obtient aussi la structure
U(1) x SU(2) avec A, A’, A” et B, par exemple.

Conclusion

Dans un article ultérieur sera étudié un autre sous-groupe du groupe or-
thogonal susceptible de correspondre aux interactions fortes. L’étude
des états de couleur ameénera a associer a chaque état de couleur
d’'un quark un lot particulier de matrices I', vérifiant les relations
d’anticommutation usuelles. Le fait que les leptons sont insensibles aux
interactions fortes amenera & considérer pour ces particules une équation
qui ne donne au second ordre I’équation de Klein-Gordon que si la partie
droite de 'onde est identiquement nulle. On étudiera les conséquences
de cette équation d’onde de fermion chiral et massif. On étudiera aussi le
passage d’une génération a 'autre, et les conséquences d’une unification
possible des interactions électro-faibles et fortes dans le groupe SO(8).

Un nouveau modele physique ne s’impose que s’il permet de compren-
dre et d’expliquer des choses que les modeles anciens ne comprenaient
pas. Le formalisme de la mécanique quantique, méme s’il utilise un peu
I’équation de Dirac, est essentiellement issu de ’équation de Schrodinger.
Or la matiere ordinaire est principalement composée d’électrons, de pro-
tons et de neutrons, donc des fermions de la seule premiere génération.
Ils interagissent entre eux, aux faibles énergies, presqu’uniquement par
I’électromagnétisme. Intervient donc dans ce cadre une seule des trois
matrices P, Q, R. Si 'on n’utilise que cette unique matrice de carré
—1, et si 'on tient compte des faibles vitesses, on tombe sur 1’équation
d’onde de Pauli qui elle-méme redonne celle de Schrédinger pour une
particule et un état propre du spin. Le grand avantage de I’équation de
Schrodinger est qu’elle est généralisable a un systéme de particules ayant
mis en commun leur phase électromagnétique. Il n’y a pas d’équivalent
relativiste, aujourd’hui encore. Du point de vue mathématique, si ’on
peut facilement multiplier deux nombres complexes, donc deux ondes
de Schrodinger, on ne peut pas multiplier sans précaution deux ondes
de Dirac. Ce type de difficulté, celles venant du signe de 1’énergie, ont
amené & la seconde quantification, dans laquelle on considére ¥ comme
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un opérateur. Le travail présenté ici ne se place pas dans ce cadre, et
reste du domaine des ondes envisagées au départ par Louis de Broglie.
Les techniques de la seconde quantification, utilisant des relations de
commutation avec un i unique, ne peuvent pas étre transposées sans
précaution ici, puisque ’on a trois objets distincts jouant ce role.

Si l'on suit les idées exposées ici, et contrairement au modele
d’Hestenes dans lequel les vy, sont les vecteurs d’une base variable de
l’espace-temps, les o; ou les v ou les I'* apparaissent comme des
choses fixes, invariantes dans toute rotation de Lorentz. Face & ’espace
physique isotrope des (z,y, z) jusqu’a présent a la base de toute notre
représentation de I'espace, il existe un autre espace, celui des

0 3 1 -2
r +x T —1x
oy, = <x1 +ix? 20— x3> (94)

Cet espace a autant de réalité physique que 'autre, et méme plus si
I’on veut bien se rappeler que ce n’est pas le groupe de Lorentz qui est
représenté en mécanique quantique, mais son groupe de recouvrement
universel. Or cet espace, qu’on appellera simplement I’espace matriciel,
n’est pas isotrope. Cette non isotropie de I’espace matriciel a été remar-
quée des le début par Louis de Broglie [17]. On peut la voir immédi-
atement sur 1’équation de Dirac (18), qui contient o3 et fait donc jouer
un role particulier a la direction n°3. On peut le voir dans ’étude du
spin, ot1 'on utilise toujours les opérateurs J?2 et J3, et jamais J; ou Js.
On peut le voir dans le calcul de Ueffet Zeeman, qui ne marche que si le
champ magnétique est pris dans la direction n°3. Bien entendu il existe
trois directions dans ’espace, donc il existe deux autres possibilités : on
peut privilégier la direction n°1 ou la direction n°2 avec les équations
(43), dont la transcription en algebre d’espace est :

Vio, = mo + qAd (95)

Vios = mo + qAp (96)

La résolution de (95) dans un potentiel coulombien utilisera J? et Jy,
celle de (96) utilisera J2 et Jo. Le calcul de 'effet Zeeman avec (95)
nécessite un champ magnétique dirigé suivant 'axe n°l, et avec (96)
un champ magnétique dirigé suivant I’axe n°2. Comme 'axe n°1, 2 ou
3 peut, apres rotation, étre pointé dans n’importe quelle direction, les
équations (18), (95) et (96) fournissent, dans un potentiel coulombien,
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les mémes nombres quantiques, les mémes niveaux d’énergie, en sorte
que 'on a jusqu’ici considéré ces équations comme équivalentes et non
distinctes. On ne pourra pas en dire autant d’un systeme de particules
dotées d’équations des types (18), (95) et (96), dans le méme repere
de coordonnées. Car alors toute rotation amenant ’axe n°3 dans la
direction du champ magnétique amene les directions n°1 et n°2 dans une
direction orthogonale. Une théorie relativiste des systemes de particules
reste a faire, mais on peut penser qu’elle justifiera alors et le principe de
Pauli, et le fait que, dans un atome muonique, le muon ne respecte pas
le principe de Pauli.
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