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Vérité scientifique et trous noirs
(deuxiéme partie)
Symétries relatives au groupe des rotations

NIKIAS STAVROULAKIS

Solomou 35, 15233 Chalandri, Grece

RESUME. La premiere partie du présent article était destinée & met-
tre en évidence une série de transgressions mathématiques qui ont
conduit, entre autres, a la théorie des trous noirs. Dans la deuxieme
partie, on se propose de clarifier la totalité des hypotheéses mathéma-
tiques qui interviennent dans les problemes relatifs au champ gra-
vitationnel d’une distribution sphérique de matiere. Contrairement
a approche traditionnelle, qui supprime le référentiel physique du
probléme en le remplacant par la variété & bord R x [0, +00[x.S?, on
fait ressortir d’abord le réle de la variété R x R3. Ensuite on mon-
tre que les symétries sous-jacentes aux problémes en question ren-
trent dans le cadre général des champs de tenseurs SO(n)-invariants
sur R™, qui sont congus indépendamment de toute notion métri-
que. C’est pourquoi nous présentons les propriétés principales de
ces champs de tenseurs dont l'intérét ne se limite d’ailleurs pas aux
problémes gravitationnels. En ce qui concerne l’action de SO(3) sur
R x R3, qui reste classiquement indéfinissable, elle se précise main-
tenant par Iintermédiaire de action d’un sous-groupe, noté S©(4),
de SO(4). Cela permet d’introduire les champs de tenseurs SO(4)-
invariants sur R x R® qui entrainent la définition naturelle des mé-
triques spatio-temporelles envisagées et la position correcte de tous
les probléemes qui s’y rattachent. Nous insistons en particulier sur
les conditions de différentiabilité sur la sous-variété R x {(0,0,0)}
qui sont inconcevables dans le cadre de ’approche classique des pro-
bléemes.

ABSTRACT. The first part of this paper was intended to bring out
several transgressions of mathematical principles wich led, among
other things, to the theory of black holes. The second part aims at
establishing rigorously the mathematical foundations of the problems
related to the gravitational field of a spherical distribution of mat-
ter. Contrary to the classical method, which suppresses the natural
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system of reference and replaces it by the manifold with boundary
R x [0, 4+00[xS?, we firstly emphasize the fundamental role of the
manifold R x R3. Next we make it clear that the underlying sym-
metries originate in the fundamental and no metrical concept of
SO(n)-invariant tensor field. This is why we expound the princi-
pal properties of these tensor fields which are involved in many other
situations. Regarding the action of SO(3) on R x R®, which is unde-
fined classically, we show that it is conceived by means of the action
of a subgroup, denoted by SO(4), of S0(4) on R x R3. This allows
to introduce the SO(4)-invariant tensor fields on R x R® and clar-
ify all the problems related to the gravitational field of a spherical
mass. We insiste specifically on the conditions of differentiability on
R x {(0,0,0)} which are unthinkable in the classical treatment of the
problems.

6. Considérations préliminaires

La notion intuitive d’isotropie autour d’un point O dans l’espace
a trois dimensions se traduit mathématiquement par l'invariance vis-
a-vis des opérations du groupe des rotations sur R3. C’est cette idée
qui intervient dans la conception du champ gravitationnel engendré
par une distribution “parfaitement sphérique” de matiere. Or, puisque
la métrique spatio-temporelle correspondante est concue sur R x R3,
Paction du groupe SO(3) se réalise maintenant par l'intermédiaire de
'action dun sous-groupe, noté SO(4), de S0(4) sur R x R?, ce qui donne
lieu & la notion de SO(4)-invariance. Naturellement, 1'origine de R3 en
tant que centre de symétrie garde son role, mais elle intervient dans le
probléme au moyen de sa ligne d’univers R x {(0,0,0)}. Les métriques
spatio-temporelles SO(4)-invariantes sur R x R? sont donc congues sur
la base d’idées claires et simples. Cependant leur conception a subi des
1916 une altération inattendue a cause de I'usage abusif et exclusif des
soi-disant coordonnées polaires. Celles-ci entrainent tout d’abord deux
transgressions conceptuelles qui passent toujours inapergues.

Premi¢rement, comme elles sont définies sur R3 — {(0,0,0)}, elles
suppriment le centre de symétrie (0,0,0), donc aussi sa ligne d’univers
R x {(0,0,0)}. En d’autres termes elles suppriment la localisation de la
boule de matiere engendrant le champ gravitationnel.

Deuxiemement, des que la valeur » = 0 est prise en considération,
comme il est de regle, elles conduisent subrepticement & un changement
de variété, plus précisément au remplacement de R x R? par R x
[0, +00[x S2.
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Malgré une opinion trés enracinée, les coordonnées polaires ne
constituent pas un systeme de référence physique. Méme Poincaré pen-
sait a tort qu’elles sont utilisables au méme titre que les coordonnées
cartésiennes :

“Que doit-on penser de cette question : la géométrie euclidienne
est-elle vraie 7 Autant demander si le systéme métrique est vrai et les
anciennes mesures fausses ; si les coordonnées cartésiennes sont vraies et
les coordonnées polaires fausses” [2].

Regardons de plus pres la situation dans le cadre de la métrique
euclidienne de R3. Alors, quand on dit qu'un point est défini par ses
coordonnées cartésiennes, on se réfere a un systéme orthonormé par rap-
port auquel elles sont congues. Mais quand on dit que le point est défini
par ses coordonnées polaires 7, 8, ¢, quel est le systeme de référence ? On
se rapporte encore au méme systeme orthonormé par rapport auquel on
mesure la distance r et les angles 6, ¢ relatifs aux points distincts de ’ori-
gine. Dire que le point est défini par ses coordonnées polaires r, 0, ¢ sans
se rapporter au systeme orthonormé n’a aucun sens. Dans leur concep-
tion primitive, les coordonnées polaires n’ont pas une existence autono-
me. Or, il est de régle de considérer le systeme des coordonnées polaires
comme systeme de référence physique en le complétant par ’adjonction
de “l'origine r = 0”. Or, ce dernier terme n’a absolument aucun sens :
la valeur r = 0 définit le bord {0} x S? de [0, +00[x.S? qui n’a aucune
signification physique.

La confusion qui subsiste sur 'utilisation des coordonnées polaires
se répercute dans la conception des métriques spatio-temporelles SO (4)-
invariantes, appelées classiquement a symétrie sphérique ou a symétrie
centrale. Considérons, par exemple, le point de vue des auteurs de la
monographie : “Exact Solutions of Einstein’s Field Equations”.

“Originally problems with spherical symmetry were treated more or
less intuitively. In the modern literature the group theoretical approach
is preferred and spherical symmetry is invariantly defined as follows : A
space-time Vj is said to be spherically symmetric if it admits a group ...
of motions acting on spacelike 2-spaces Sy and if the non-metric fields
inherit the same symmetry ... We specialize the metric ... to spherical
symmetry :

ds®> = Y?(d#? + sin? 0dp?) 4+ e dr® — e dt?

Y=Y(rt), A=Ant), v=v(rt) [l
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Ces assertions appellent quelques remarques :

Premierement, la référence a une variété générale Vj, n’ajoute ab-
solument rien a la généralité de la définition. La métrique standard pro-
posée est une métrique tronquée congue soit sur I'ouvert R x |0, +oo[x S?
soit sur la variété & bord R x [0, +-00[xS2. Quoiqu’il en soit, le centre de
symeétrie et sa ligne d’univers sont supprimés, de sorte que la localisation
de la source du champ et I’isotropie de la métrique spatio-temporelle sont
impossibles a définir.

Deuxiemement, la définition proposée est basée sur une idée fon-
cierement erronée : le groupe n’opére pas uniquement sur les surfaces de
genre espace ; il opere sur la totalité du tenseur métrique par 'intermé-
diaire d’un sous-groupe de SO(4).

Troisiemement, la métrique proposée ne permet pas la vérification
des conditions aux limites.

Quatriemement, la définition en question conduit nécessairement
A une métrique tronquée sur R x |0, +o00[xS? dont le pendant sur
R x (R? — {(0,0,0)}), & savoir

Y2

2 2
EE st

dz? + (ez,\ _ V2 )(fﬂdm)z

)12/ [l

(v =Yzt A=A2ll.6), v =v(]all.1)

est en général discontinu pour z = (0,0,0).

Afin de clarifier la situation, il est nécessaire de se libérer d’abord
de l'assujettissement aux métriques et d’étudier de fagon générale les
champs de tenseurs SO(n)-invariants sur I’espace orienté R™ quelle que
soit la dimension n. Cette approche présente des avantages considérables
en raison de l'introduction de concepts et de propriétés subtils qui sont
inconcevables dans le cadre traditionnel. En particulier la distinction
claire entre les champs de tenseurs SO(n)-invariants et les champs de
tenseurs O(n)-invariants, ainsi que la mise en évidence des champs
de tenseurs SO(n)-invariants purs, apportent des idées susceptibles
de jouer un role substantiel dans plusieurs probléemes de la physique
mathématique. D’autre part tout ce qui concerne les métriques spatio-
temporelles SO(4)-invariantes résulte de la théorie générale des champs
de tenseurs SO(n)-invariants. En particulier la forme générale d’une
métrique spatio-temporelle SO (4)-invariante sur R x R?® s’obtient en
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tenant compte uniquement des champs de tenseurs covariants SO(3)-
invariants de degrés 0, 1, 2. On n’a besoin ni de champs de vecteurs de
Killing (qui sont d’ailleurs insuffisants) ni de transformations implicites.

Soit maintenant I' 'algebre des fonctions de ||z|| avec =z € R™,
fonctions supposées C*° par rapport aux coordonnées xy,xs,-: -, Ty,
notées ici avec des indices en bas. Nous allons voir que les champs
de tenseurs SO(n)-invariants sur R™ constituent un I'-module, de sorte
que nous devons d’abord établir les conditions de différentiabilité des
fonctions de la forme f(||x||) par rapport aux coordonnées x1, xa, - -, .

7. Conditions de différentiabilité de f(||z|)

L’écriture f(||z||) présuppose naturellement que la fonction f(u) est
définie au moins sur la demi-droite [0, +o0].
Proposition 7.1. Supposons que la fonction f(u) soit C*° sur [0,4o00],
ses dérivées pour u = 0 étant, bien entendu, des dérivées a droite. Alors
flz]]) en tant que fonction de (x1,x2,---x,) est C sur l’espace R™
tout entier, si et seulement si les dérivées a droite d’ordre impair de f(u)
a lorigine sont nulles.
Démonstration . La condition est nécessaire. En effet, si f(||z||) est
C°° sur R"”, ses restrictions aux axes, c¢’est-a-dire les fonctions

fAaal),  fla2l)s s Fllzal)

sont C*° sur R ou, en d’autres termes, f(|v|) est C* sur R. Cela équivaut
a dire que g(v) = f(|v|) est une fonction paire C* sur R. Or la condition

entraine

donc aussi
_g(2k+1)(0) _ g(2k+1)(0), d’ott g(2k+1)(0) =0 et f(2k+1)(_|_0) =0.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Or, si elle est
satisfaite, la fonction f(]|z||) est manifestement C*> sur R"—{(0,...,0)}.
Il reste a montrer que ses dérivées de tout ordre existent et sont continues
a 'origine.
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Si 'on pose g(v) = f(|v|), on définit une fonction paire C*° sur
R —{0}.

Nous allons montrer que g(v) posseéde aussi des dérivées de tout
ordre pour v = 0.

Compte tenu de ¢g(*)(v) = f*(v) pour v > 0, et ¢g®®(v) =
(—=1)*f*)(—v) pour v < 0, on a

; (2K) () — £(2K) -k (2k)
odim, g7 () = FEE(H0) = lim g7 (v)

et

. (2k+1) () — f(2k+1) — 0 — _ p(2k+1) _ (2k+1)
Jdm g () = fETY(0) = 0= T (+0) = lim gt ()

ce qui entraine Pexistence des dérivées ¢(%)(0) et g(2*+1)(0) = 0.

En vertu de ¢’(0) = 0, on a maintenant

g v) = v/o g" (tv)dt

et puisque les dérivations sous le signe d’intégration sont autorisées, la
fonction g;(v) obtenue en posant

1
() = aAwww,mwzww,

est une fonction paire C'*° sur R.

En raisonnant par récurrence ont définit sur R une suite infinie de
fonctions paires indéfiniment dérivables. En effet, si la fonction paire
gr—1(v), k > 2, est déja définie, on a g;_,(0) = 0, ce qui permet
d’écrire

1
a0 =v [ g0yt
0

de sorte que gi(v) s’obtient en posant

1
o) = B2 = [ oyde, 9u0) = i, 0)

Cela dit, puisque ||z|| = p > 0, les fonctions
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filp) = P =agi(p) , f1(0) = f"(+0),
ﬁwﬁf)gf”mm, £2(0) = F1(+0),

)= fl/cfl(p) _ 9271(:0)
P P

=grlp) , fx(0) = fr_1(+0),

fr(p

sont C'* sur [0, 4o0[ par rapport a la norme p = ||z||, de sorte que les

dérivées de f(||z]|) par rapport aux coordonnées 1, Tz, - - -, Tn, & SAVOIr
8fé£jf\\) _ f’l()p)xi —nifilp)
P o)+ 50 = 1) +2200)
T — st #9)
PIED —saupato) + 2 a)
% =zifalp) +xizifs(p) , (i#37)
g%%%-w%umm, (i#i#k+D)

sont partout bien définies et continues.

Corollaire 7.1.1. Avec les hypothéses de la proposition, pour tout entier
positif £, les dérivées de f(||x||) d’ordre £ par rapport auz coordonnées
X1, T, , Ty sSONt les composantes d’un champ covariant O(n)-invariant
de tenseurs sur R™ de degré /.

Cela se déduit d’un résultat qui sera établi plus tard (cf. corollaire
8.7.2.).

Corollaire 7.1.2. Sila fonction f(u) est paire et indéfiniment dérivable
sur R, alors la fonction f(||x]) est C*° sur R™.
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Remarque 7.1. Pour le calcul pratique des dérivées de f(||z|]),

on n’a pas besoin d’introduire les fonctions fi, fo, f3, -+ En dérivant
directement pour p > 0, on obtient
of (||z x;
Dyt
82 T / l‘? /
f(H2 D _ o) | =i “i (g (p)_f(p) 7
du; PP p
Pfl=l) _ iy (o f'(p) o
ool =2 () - B, i)

Les expressions ainsi obtenues ne sont pas définies directement pour
p = 0, mais, en vertu des hypotheses, leurs limites, pour p — 0, existent
et sont égales, naturellement, aux dérivées de f(||z||) & origine. On peut
donc les utiliser dans les calculs sans inconvénient.

Remarque 7.2. Supposons que la fonction g(u) = f(|u|) soit analytique
sur un voisinage de l’origine, donc aussi développable en série sur un
certain intervalle | — a, af. Alors, compte tenu de

g(2k+1)(0) _ f2k+1(_|_0) =0 , (k=0,1,2,3,---),

il en résulte

o) = Fllu) = SO + 3 5o

m=1

™(+0)

ce qui donne

FQlel) = Z ”m” 7™ (10)

et définit en conséquence f(||z||) comme fonction analytique de |z|? =
22 + ... + 22, donc aussi comme fonction analytique des coordonnées
Z1,- -, Ty sur la boule ||z < o

Proposition 7.2. Supposons que la fonction f(t,u) soit indéfiniment
dérivable sur R x [0,4o00[. Alors f(t,||z]]) en tant que fonction de
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(t,x1, -, xpn) est C°° sur R x R™ si et seulement si, pour tout entier
positif impair q, les dérivées

o f(t, +0)

oroue (p=0,1,2,3,-),

sont nulles.

La démonstration s’obtient en appliquant la proposition 7.1. & la
fonction f(t,u), et a chacune des dérivées

P f(t,u) B
8tp ? (p_ 172733 )a

la variable ¢ jouant alors le role de parametre.

Remarque 7.3. Les hypothéses de la proposition étant satisfaites,
il suffit d’introduire dans les calculs les dérivées de f(¢,|z||) pour
[lz]] > 0. En effet, celles-ci tendent alors, lorsque ||z|| — 0, vers des
valeurs bien définies égales, naturellement, aux dérivées de f(¢, ||z||) sur
R x {(0,0,---,0)}.

Corollaire 7.2. Si la fonction f(t,u) est C*° sur R x R et paire par
rapport & u, alors la fonction f(t,|z||) est C° sur R x R™.

Cela dit, afin de fonder sur une base solide la théorie des métriques
spatio-temporelles S©(4)-invariantes et I’étude des équations de gravita-
tion correspondantes, nous allons exposer les propriétés principales des
champs de tenseurs SO(n)-invariants sur l’espace orienté R™ sans nous
limiter a la dimension 3.

La théorie générale des champs de tenseurs SO(n)-invariants a été
présentée pour la premiere fois dans l'article [3] auquel nous ferons
souvent référence en acceptant certains énoncés sans démonstration.
L’article en question se propose surtout d’indiquer la construction de
champs de tenseurs SO(n)-invariants continus sur R”™ — {(0,...,0)}, ce
qui constitue un travail préliminaire indispensable pour pouvoir aborder
ensuite les problemes relatifs & la différentibilité sur R"™.

8. Champs de tenseurs SO(n)-invariants sur R"

On désigne, comme d’habitude, par O(n) et SO(n) respectivement
le groupe orthogonal et son sous-groupe des rotations pour la dimension
n. Rappelons que les éléments de O(n) sont les matrices réelles A d’ordre
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n pour lesquelles AA =1, A étant la transposée de A. Les éléments de
SO(n) satisfont en outre a la condition dét A = 1.

Cela dit, I'espace vectoriel R™ sera supposé orienté par sa base

canonique
o 9 9
Ozt 7 9x2 7 77 Qan)

ce qui entraine l'orientation de son espace dual par la base duale
correspondante
(dat,da?, - - - da™).

Etant donné un champ de tenseurs T'(x) sur l’espace orienté R™, on
désigne en général par A - T'(x) son transformé par un élément A du
groupe linéaire Gl(n; R). Alors nous dirons que T'(z) est SO(n)-invariant
(resp. O(n)-invariant), si

A-T(z) =T(Ax)

pour tout x € R™ et pour tout A € SO(n) (resp. A € O(n)).

Supposons que T'(x) soit SO(n)-invariant. Alors si
A-T(zx) = -T(Az)

pour tout A € O(n) — SO(n) (c’est-a-dire pour tout élément A de O(n)
n’appartenant pas a SO(n)), nous dirons que T'(x) est SO(n)-invariant
pur.

Exemple. Soient
wh(z) = 2tdat + 2%da? , Wi (z) = 2'd2?® — 2Pdat

Alors la forme w!(z) (resp. w?(z)) est O(2)-invariante (resp. SO(2)-
invariante pure) sur R2.

Les définitions que nous venons de poser ne sont pas liées & la notion
de continuité ou de différentiabilité. Cependant pour avoir une théorie
utile, les champs de tenseurs considérés seront supposés C*° sur R™.

Soit T" 'algebre des fonctions de ||z||, avec € R™, fonctions sup-
posées indéfiniment dérivables par rapport aux coordonnées x*, 2, - - -, 2",

donc satisfaisant aux conditions de la proposition 7.1.
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Etant donné que, quel que soit A € O(n) (donc en particulier quel
que soit A € SO(n)), la norme de Ax est égale & la norme de x, on a

A (FlT())= £l Az (A T())

pour toute fonction f € I', de sorte que, si le champ de tenseurs T'(x)
est SO(n)-invariant (resp. O(n)-invariant), il en résulte

A (FU)T())= £ Az [)T(A2).

Autrement dit, la SO(n)-invariance (resp. O(n)-invariance) de T'(x)
entraine la SO(n)-invariance (resp. O(n)-invariance) de f(||z||)7T (z).

Par conséquent I’ensemble des champs de tenseurs SO(n)-invariants
(resp. O(n)-invariants) sur 'espace orienté R™ est un I'-module qui sera
noté T'SO(n) (resp. T'O(n)). Puisque tout champ de tenseurs O(n)-
invariant est aussi SO(n)-invariant, nous avons l'inclusion

T'O(n) C TSO(n)

c’est-a-~dire que I'O(n) est un sous-module de I'SO(n).

En ce qui concerne les champs de tenseurs SO(n)-invariants purs,
ils constituent aussi un I'-module, sous-module de I'SO(n), qui sera noté
IT'PSO(n) :

I'PSO(n) C T'SO(n).

Proposition 8.1. Supposons que le chamyp de tenseurs T'(z) soit SO(n)
invariant. Alors, pour que T(z) soit O(n)-invariant (resp. SO(n)-
invariant pur) il faut et il suffit qu’il existe un élément B € O(n)—SO(n)
tel que

B -T(z)=T(Bx) (resp. B-T(x)=-T(Bx)).
En effet, pour tout autre E € O(n) — SO(n), il existe D € SO(n)
tel que £ = DB, d’ou
E-T(z)=DB T(z) = D-T(Bx) = T(DBz) = T(Ex)

(vresp. E-T(z) = D-(B-T(z)) = D-(-T(Bz)) = —T(DBz) = —T(Ex)).
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Proposition 8.2. Si le champ de tenseurs T'(x) est SO(n)-invariant,
alors, pour tout élément H € O(n) — SO(n), le champ de tenseurs :

Q(z)=H ' -T(Hz)

est aussi SO(n)-invariant. En outre Q(x) ne dépend pas du choix de H
dans O(n) — SO(n).
Démonstration. Quel que soit A € Gl(n;R), on a

A-Q(z)=AH 'T(Hx) = H'(HAH™') - T(Hx)

Or, si A € SO(n), on a aussi HAH™1 € SO(n) et puisque T(x) est
SO(n)-invariant, il en résulte

A-Qx)=H ' T(HAH 'Hz)=H™ ' T(HAz)

c’est-a-dire
A-Q(z) = Q(Ax)
ce qui prouve notre premiere assertion.

D’autre part, si 'on considere un autre élément B € O(n) — SO(n),
alors il existe D € SO(n) tel que B = DH de sorte que

B™'.T(Bz)=H 'D'T(Bx)=H ' T(D 'Bx)=H ' -T(Hx) ,

ce qui prouve aussi notre deuxieme assertion.

Exemple. Considérons un champ covariant de degré p sur R :
T(x) = ZTiliz---ip (z', 2%, 2")dz" @ da? ® - @ dx' .

Soit H la matrice qui résulte de la matrice unité d’ordre n en y
remplagant son premier coefficient par —1. Alors H € O(n) — SO(n) et
H'T(Hz) =Y (—1)" Ty 45, (—at 22, -+ 2")da" @dz? @ - - - @da'
ou 7 = 7(i1,42,---,1p) désigne le nombre des indices égaux a 1 dans
la suite correspondante 41,142, -,4,. D’aprés la proposition, si T'(z) est
SO(n)-invariant, alors H~! - T(Hz) est aussi SO(n)-invariant.
Proposition 8.3. I'SO(n) est la somme directe des I'-modules TO(n)
et ’PSO(n) :
r'sO(n) =TO(n) ® 'PSO(n).
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Autrement dit, étant donné un champ de tenseurs SO(n)-invariant
T(x), on peut déterminer de fagcon unique un champ de tenseurs O(n)-
invariant L(x) et un champ de tenseurs SO(n)-invariant pur M (x) tels
que

T(z) = L(x) + M(z).

Démonstration. Choississant un élément H € O(n)—SO(n), on définit
le champ SO(n)-invariant :

H™' T(Hx)

conformément a la proposition précédente. Par conséquent les champs
de tenseurs :
T(z)— H™' - T(Hzx)

2

T(z)+ H™' - T(Hz)

L(z) = 5 , M(z)=

sont aussi SO(n)-invariants. Or, puisque T'(z) est SO(n)-invariant et
HH € SO(n), il en résulte T(HHx) = HH - T'(z) donc aussi

H ' T(HHz)=H -T(x)

Cela entraine

T(Hz)+ H - T(z) T(Hz)— H - T(z)

L(Hz) = 5 , M(Hz) = 5
D’autre part
H~L(m):H-T(x)+T(Hx) H_M(m):H-T(x)—T(H:B)

2 b
de sorte que
H-Lz)=L(Hz) et H-M(x)=—-M(Hz)

D’apres la proposition 8.1, L(x) est O(n)-invariant et M (z) est SO(n)-
invariant pur. Nous obtenons donc la décomposition annoncée :

T(z) = L(z) + M(x)
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qui est unique du fait que
T'O(n) NTPSO(n) = {0}.

Proposition 8.4. Le produit tensoriel de deux champs de tenseurs
SO(n)-invariants (resp. O(n)-invariants) est aussi SO(n)-invariant (re-
sp. O(n)-invariant).

Le produit tensoriel de deux champs de tenseurs SO(n)-invariants purs
est O(n)-invariant.

Le produit tensoriel d’un champ de tenseurs O(n)-invariant et d’un
champ de tenseurs SO(n)-invariant pur est SO(n)-invariant pur.

Ces assertions résultent aussitot de 1’égalité
A+ (L(2) 2 Q@) )= A+ L(z) ® A- Q(x)

qui est valable quels que soient les champs de tenseurs L(x) et Q(z) et
quel que soit A € Gl(n;R).

Exemple. Le champ de tenseurs :
F(z) = Z oI da?
j=1

étant O(n)-invariant, le produit tensoriel
®pF(I) = ijl ...ijdle ®.‘.®dxjp

est aussi O(n)-invariant.

Désormais nous noterons (I'SO(n))d (resp. (I'O(n))f, resp.

(CPSO(n))f) le sous-module de I'SO(n) (resp. ['O(n), resp. I PSO(n))
constitué par les champs de tenseurs du type (g, p).

Proposition 8.5. Si ¢ > 1 et p > 1, toute contraction d’un champ de
tenseurs T € (D'SO(n))d (resp. T € ('O(n)), resp. T € (I'PSO(n))d)
donne liew & un champ de tenseurs SO(n)-invariant (resp. O(n)-
invariant, resp. SO(n)-invariant pur).

En fait, cela traduit, dans un cas particulier, le fait que I'action de
G{(n;R) sur les tenseurs est permutable avec les contractions.

Cela dit, nous allons expliciter maintenant les définitions posées en
termes de coordonnées.
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Etant donnée une matrice

. 2 2 2
A=) =M A A com)
Ay Ap oA

on note A sa transposée :
. L . .
A=A =[A]]=4
et l'on considere la transformation y = Ax avec

1
xt Yy

T = : et y=

ainsi que sa réciproque z = Ay.

Alors Bui "
y' Y z' _Ai
D7 Aj et 9y Aj

de sorte q'un champ de tenseurs de type (g,p) :

j1+dq 9 9 i1 i
T(x)=> T (@) g5 @ @5 - @dt @ ®da’ (81)

est SO(n)-invariant (resp. O(n)-invariant) si et seulement si les condi-
tions :

j1°"Jq B1--Bq j la fa A %P
T (Aw) =) Tal o (@) AY, - AR AT A (8.2)
sont satisfaites pour toute matrice A € SO(n) (resp. A € O(n)).

Si 'on y remplace x par Ay et ensuite A par A, on obtient aussi le
critere ci-apres :

Le champ de tenseurs (8.1) est SO(n)-invariant (resp. O(n)-
invariant) si et seulement si ses composantes satisfont aux conditions :

T = S TA (A Ay AR AT AT (83)

i1 +lp ip



238 N. Stavroulakis

pour toute matrice A € SO(n) (resp. A € O(n)).

Naturellement, pour un champ de tenseurs SO(n)-invariant pur, on
aura les conditions (8.2) ou (8.3) lorsque A € SO(n) et les conditions
qui en résultent si 'on change le signe des premiers membres lorsque

A€ 0(n) — SO(n).

Cela dit, I étant la matrice unité d’ordre n, on a :
(=1)I =—-1€0(n) quel que soit n,

et —7I1€S0(n) sietseulementsi n est pair.

Cette propriété entraine les remarques ci-apres :

Remarque 8.1. Si le champ de tenseurs (8.1) est O(n)-invariant, on

a:
g1 g1
Tnl---i:(*z) = 5Ti11--»ipq (z)
avec € = +1 ou € = —1 suiwant que p + q est pair ou impair.

Pour le voir, on applique les relations (8.2) avec A = —1I.

Remarque 8.2. Si le champ de tenseurs (8.1) est SO(n)-invariant et
st l’entier n est pair alors :

T/ (—a) = T ()

avec € = +1 ou € = —1 sutvant que p + q est pair ou impair.

Remarque 8.3. Supposons que le champ de tenseurs (8.1) soit SO(n)-
imwvariant pur. Alors :

a) sin est pair, on a

T/ () = 7)1 (@)

avec € = +1 ou € = —1 suiwant que p + q est pair ou impair.
b) sin est impair, on a

T 91 (—x) = eT) (@)

avec € = +1 ou € = —1 suiwant que p + q est impair ou pair.

La premiere assertion est une conséquence immédiate de la remarque
8.2. D’autre part, puisque —I € O(n)—SO(n) lorsque n est impair, pour
obtenir la deuxiéme assertion, il suffit d’appliquer au cas ou A = —1I les



Vérité scientifique et trous noirs ... 239

relations qui résultent de (8.2) par changement de signes des premiers
membres.

Dans les applications, il est souvent commode de tester la SO(n)-
invariance (resp. la O(n)-invariance, resp. la SO(n)-invariance pure) en
tenant compte du changement de base et du changement de base duale
relatifs a la transformation y = Az. Or la base canonique

) )
(@""’a?)

se transforme au moyen de la matrice contragrediente A—! = A, de sorte

que
Z J axﬂ

Mais, pour respecter la regle habituelle de sommation sur les indices
répétés, nous remplagons A par son égal Al , d’ou

0
_ J
=Y A 507 (8.4)
j=1
Pour ce qui concerne la base duale correspondante
(dxla"'vdmn) ’

elle se transforme au moyen de A, d’ou
= AYda’ (8.5)
i=1

Considérons maintenant I’expression qui résulte de (8.1) en y remplagant
partout x par y :

B+ 0 . 0 a1 o
X:Ta1 alﬁ@ 85 @dy*' @ --- @ dy°r
Alors les conditions (8.3) sont équivalentes au critére suivant :

Proposition 8.6. Le champ de tenseurs (8.1) est SO(n)-invariant (re-
sp. O(n)-invariant), si et seulement si, en remplagant, dans l’expression
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de T(y), y par Ax, ainsi que {—);Lﬁ et dy® respectivement par (8.4) et
(8.5), on trouve, aprés les réductions, T(y) = T'(x). D’autre part, (8.1)
est SO(n)-invariant pur, si et seulement si l'on trouwve T(y) = T(z)
lorsque A € SO(n) et T'(y) = —T(z) lorsque A € O(n) — SO(n).

Cela dit, a partir d’'un champ différentiable de tenseurs SO(n)-
invariant, on peut en déduire d’autres au moyen de dérivations ordi-
naires. Celles-ci introduisent alors de nouveaux indices covariants dont
les positions peuvent étre choisies arbitrairement. La liberté de choix
dans les positions des indices joue un certain role dans les calculs.

Proposition 8.7. Supposons que le champ de tenseurs (8.1) soit SO(n)-
invariant (resp. O(n)-invariant, resp. SO(n)-invariant pur) et de classe
Ct sur R™.
Alors en posant
YA
aTu 'q(x) _ J1dq

g

oxk 11 tgkiop1lp (.’E)

on définit les composantes d’un champ de tenseurs SO(n)-invariant
(resp. O(n)-invariant, resp. SO(n)-invariant pur) de type (q,p + 1) sur
R™. La position de l'indice k pouvant étre choisie de p + 1 manieéres,
on obtient ainsi p+ 1 champs de tenseurs formellement différents (mais
essentiellement identiques).

Démonstration. En dérivant les deux membres de (8.2) par rapport
aux coordonnées de y = Ax et en tenant compte de

@ — A7
oyk Tk
on obtient
oT]! " (y) OTUGH(®) oy i e e
11 p _ Q1 Qp Y AJd Jqa fa Qp
— g _ZTAkAﬁll”'Aﬁthl”'A'

p

ce qui s’écrit encore

o 813
L-z?llui;]kiprlmip(y) :ZLa11~~»az'yag+1--~ocp(x)x

J1 Jq ja o A AQe+1 ~a
AL AL AR A AL AT AT
et démontre notre assertion pour un champ de tenseurs SO(n)-invariant
ou O(n)-invariant. Dans le cas d’un champ de tenseur SO(n)-invariant
pur, on complete le raisonnement de fagon évidente.



Vérité scientifique et trous noirs ... 241

Corollaire 8.7.1. Supposons que le champ de tenseurs (8.1) soit SO(n)-
invariant (resp. O(n)-invariant, resp. SO(n)-invariant pur) et de clas-
se C", r > 1 sur R™. Alors, pour tout entier positif £ < r, les
dérivés partielles d’ordre ¢ des composantes de T(x) donnent lieu a
p+1)p+2) - (p+ € champs de tenseurs SO(n)-invariants (resp.
O(n)-invariants, resp. SO(n)-invariants purs) de type (q¢,p+ £) sur R™.
Ces champs de tenseurs se distinguent les uns des autres par les positions
des nouveauz indices de covariance, de sorte que l’on peut les identifier
auw moyen de permutations d’indices.

Démonstration. Pour ¢/ = 1, on obtient p + 1 champs de tenseurs
d’apres la proposition (8.7). A partir de chacun d’eux on obtient de la
méme facon, au moyen d’une nouvelle série de dérivations, p+ 2 champs
de tenseurs, ce qui donne en tout (p 4+ 1)(p 4+ 2) champs de tenseurs, et
I’on voit que le résultat s’obtient par récurrence.

Corollaire 8.7.2. Si f € T', alors, pour tout entier positif £, les dérivées
partielles de f(||z||) d’ordre ¢ forment un champ de tenseurs O(n)-
invariant sur R™.

En effet, la fonction f(||z||) est C* sur R™ d’apres la proposition
7.1. D’autre part, puisqu’elle dépend uniquement de ||z||, elle est O(n)-
invariante, de sorte que le corollaire 8.7.1. s’y applique.

Proposition 8.8. Soient o

Tz‘jll- . zJ: (x)
les composantes d’un champ de tenseurs SO(n)-invariant (resp. O(n)-
invariant, resp. SO(n)-invariant pur) de type (q,p). Alors :

a) Si g > 1, le transfert en bas, dans un rang déterminé, d’un indi-
ce contravariant de rang déterminé, définit les composantes d’un
champ de tenseurs SO(n)-invariant (resp. O(n)-invariant, resp.
SO(n)-invariant pur) de type (¢ — 1,p+ 1).

b) Sip > 1, le transfert en haut, dans un rang déterminé, d’un indice
covariant de rang déterminé, définit les composantes d’un champ
de tenseurs SO(n)-invariant (resp. O(n)-invariant, resp. SO(n)-
invariant pur) de type (¢g+ 1,p — 1).

¢) En particulier, si l’on pose
Liy iy (@) = T} 50 ()

i1ip

( resp. M“"'ipjl'“jq(z)szlm»j“(x))
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on définit les composantes d’un champ de tenseurs covariants

L(x) (resp. d’un champ de tenseurs contravariants M(x)) SO(n)-

invariant (resp. O(n)-invariant, resp. SO(n)-invariant pur) de de-

gré p+q.

Tout cela est évident. En effet, compte tenu de /12? = Ai, les
transferts signalés d’indices n’affectent pas la validité des conditions
(8.2).

En vertu de la proposition 8.8c, tout champ de tenseurs SO(n)-
invariant peut étre identifié & un champ de tenseurs covariants. Cela
est vrai en particulier pour les champs de tenseurs SO(n)-invariants
de la physique mathématique, bien qu’ils s’introduisent le plus souvent
comme champs de tenseurs de type mixte (g, p) avec g > 0. Cette écriture
facilite, certes, I'opération de contraction, mais n’est pas obligatoire.
Pour aborder le probleme fondamental relatif & la construction effective
de champs de tenseurs SO(n)-invariants, il est recommandé de se limiter
a I’écriture covariante, c’est-a-dire a la considération du I'-module

(FSO(n)): pour p=1,2,3,---

Cela entraine une simplification considérable des raisonnements.

9. Sur la construction des champs de tenseurs SO(n)-invariants

Etant donné un point quelconque z € R™ — {(0,...,0)}, il existe un
élément A € SO(n) qui applique z & un point du demi-axe des x! > 0,
et puisque A conserve la norme on a

Az = (||=],0,0,---,0)
ol l'on écrit abusivement sous forme de matrice-ligne le deuxieme

membre.

Si l'on fait varier  dans R™ — {(0,...,0)}, on obtient une applica-
tion :
A:R" -{(0,...,0)} — SO(n)

telle que

A(x)l‘ = (Hl‘||70, 0,---, O)
Celle-ci est toujours discontinue & l'origine (cf. [3]). D’autre part lorsque
n = 2, elle est analytique et définie de facon unique sur R2—{(0,...,0)} :

A(@:(@ Lf_ﬂ>,|x||= (@) + (22)?
l]l

|z
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Par contre, lorsque n > 2, elle ne peut pas étre continue en tout
point de R™ — {(0,...,0)}. On démontre alors [3] que, & tout couple
de coordonnées (z*,27),i # j, on peut associer un ouvert dense dans
R"™ :

Uj=Uj; ={z = (ml,xz,-u,x") € R"Hxi\ + |;1c3\ > 0}

tel qu’il existe une application analytique positivement homogene de
degré zéro :

donnant lieu a la condition

Cette application n’est pas définie de fagon unique. Quel que soit
B € 50(n — 1), la matrice :
1 0
(6 5)a@

donne lieu a la méme condition. Mais la premiere ligne d’une telle matrice
s’identifie toujours au vecteur :

1 2 n

el Nl " el T 2l

comme on s’en assure aussitot en vertu de

A(@)A(z)=1 ,

A(z) étant la transposée de A(x).
Cela dit, soit
T(J?) = T(xl’x2’ T 7xn)

un champ de tenseurs C*° et SO(n)-invariant sur R™. Alors, quel que
soit z € R™ — {(0,...,0)}, il existe un ouvert U;; tel que x € Ujj, de
sorte qu’en utilisant une application C*° :

A Uij —>SO(7’L)
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pour laquelle

on obtient

T(l‘) = (A(x))_l 'T(||x||’0707' : '70) = A(x) 'T(”xH’O’Oa e "0)'

Il en résulte deux conclusions :

a) La restriction de T'(z) a R™ —{(0,...,0)} est complétement définie
par sa restriction a la demi-droite ouverte :

d:{x:(xl,xQ,---,x")ER”|$1>O,x2:x3=~-~:x":0}

b) T(x',0,---,0) doit satisfaire a quelques conditions spécifiques au
voisinage de ' = 0 de fagon que

A(x) 'T(HvaOvO’ o '70)

soit aussi bien défini et C° a lorigine (et cela malgré la disconti-
nuité de A(x) a lorigine).
La proposition ci-apres est aussi évidente.
Proposition 9.1. Soient T'(z) et L(x) deux champs de tenseurs sur R™
indéfiniment dérivables, SO(n)-invariants et de méme type (q,p). Alors,

St
T(xl,(),()’-..’()) :L(xl’o’(),...,())

pour tout x' > 0, on aura T(x) = L(x) sur R™.

D’apres ce qui précede, pour déterminer un champ de tenseurs
SO(n)-invariant sur R™, nous devons résoudre deux problémes :

Premiérement, préciser les conditions satisfaites par les restrictions
de ses composantes a la demi droite d.

Deuxiemement, établir les conditions spécifiques évoquées précé-
demment.

Le premier probléme ne se pose pas lorsque n = 2. Alors les
restrictions des composantes de T(z) = T(x!,2?) a la demi-droite d
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sont des fonctions différentiables quelconques satisfaisant aux conditions
de différentiabilité requises pour z! = 0. Par contre, lorsque n > 2, les
restrictions des composantes de T'(z) = T'(z!,2%,---,2") & d satisfont &
des conditions qui deviennent de plus en plus compliquées au fur et a

mesure que p + ¢ augmente.

Cela dit, nous savons déja que tout champ de tenseurs SO(n)-
invariant peut étre considéré comme un champ de tenseurs covariants, de
sorte que nous pouvons nous limiter a la considération des I'-modules :

0

(FSO(n)) . (p=1,2,3,-").

p
Or, puisque, d’apres la proposition 8.3.,

" (FO(n))O@(FPSO(n))O ,

p p

(FSO(n))

P
il suffit finalement d’étudier séparément d’une part les champs de ten-

seurs O(n)-invariants covariants et d’autre part les champs de tenseurs
SO(n)-invariants purs covariants.

Proposition 9.2. Si p < n —2, alors (TPSO(n))) =0, donc aussi
(T'SO(n))y = (TO(n))Y.

Autrement dit, si p < n — 2, alors tout champ de tenseurs SO(n)-
invariant de degré p est O(n)-invariant.

La démonstration de ce résultat se trouve dans [3].

La construction des champs de tenseurs O(n)-invariants et SO(n)-
invariants purs s’obtient en mettant en évidence des systemes de géné-
rateurs. Lorsque n = 2 ceux-ci sont définis par des produits tensoriels de
divers ordres de

wl(z) = 2lda! + 2%da? et W (x) = x'da? — 2%dx’ |

de sorte que les problemes qui s’y rattachent ne présentent pas de
difficultés spécifiques [3]. Cependant le cas ot n = 2 est sans intérét
pour les problemes gravitationnels. C’est pourquoi les constructions que
nous allons indiquer sont relatives a des dimensions n > 3.
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10. Construction de champs de tenseurs O(n)-invariants

Dans ce paragraphe nous allons construire les champs de tenseurs
O(n)-invariants qui interviennent couramment dans les problémes gravi-
tationnels. Les constructions seront explicitées par les propositions 10.1,
10.2, 10.3 ci-dessous dont les démonstrations seront données de fagon
détaillée. Nous insisterons en particulier sur les conditions de différen-
tiabilité a 'origine qui sont inconcevables dans I'approche classique des
problemes.

0 0
Proposition 10.1. Sin > 3, alors <I‘SO(n))1: (FO(n))l. En outre,

0
(FO(n)) est le T'-module libre engendré par la forme O(n)-invariante :
1

F(z) = Z x) da?
j=1

En d’autres termes, sin > 3, toute 1-forme SO(n)-invariante est O(n)-
invariante et s’obtient en multipliant F(x) par une fonction f(||z||)

satisfaisant auz conditions de la proposition 7.1.
0 0

Démonstration. L’égalité (I‘SO(n)) = (FO(n)) pour n > 3 résulte
1 1

aussitot de la proposition 9.2. Supposons donc que la forme
T(x) = ZTj(x)dxj , (x = (zt, 22, - ,m")) ,
j=1

soit O(n)-invariante.
Soit A la matrice qui résulte de la matrice unité en y remplagant
IF =1 par —1. Alors A € O(n) — SO(n) et, d’apreés (8.2), on trouve

n 1
T y L, T ,"',x):—Tk(l',"',.T y Uy L P

et
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La restriction de T'(z) & I'axe des x! se réduit donc & la forme
Ty (x*,0,0,---,0)dz?
et puisque la fonction indéfiniment dérivable
h(z') = T1(=",0,0,---,0)

est impaire, on a h(0) = 0 ce qui permet d’écrire

M@:tAnﬂwmu

La fonction f : R — R définie par

f(t):hT pour t#0 et f(0)=Rr(0)

est donc une fonction paire indéfiniment dérivable. En vertu du corol-

laire 7.1.2., la fonction f(||z||) est alors C*° partout par rapport aux

coordonnées x',z2 .- a™. Or, la restriction de T'(z) au demi-axe des

x! > 0 s’écrit
fxhHatda!
et s’identifie en conséquence a la restriction au méme demi-axe de la

forme
fllz])F ()

D’apres la proposition 9.1, il en résulte
T(z) = f([lz[)F(x)

0
Proposition 10.2. (FO(n)) est le I'-module libre engendré par les
2

deuzr champs de tenseurs :
i de’ @ dx?) et F(r)® F(x (Z rlde’ ) (z": acjdxj)
=1 j=1

Démonstration. Soit

ZT’J Ydz' @ da? | (mz(x1,$2,~",$n)) )
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un champ de tenseurs O(n)-invariant sur R™.

En utilisant d’abord la matrice qui résulte de la matrice unité si ’on

y remplace If =1 par —1, la condition (8.3) donne

T,d(xl,-~-,x’“*1,z’“,:c’€+1,m,z") — _Tke(x{...@k*l?_xk?xkﬂ,...
et

Tfk(xl,...’xk—ljxij’ﬂrl,...’xn) - _T&(x17...7mk—17_xk7mk+1’...
avec k #£ L.

En utilisant ensuite la matrice qui résulte de la matrice unité si ’'on

y permute les lignes de rangs k et ¢, k < £, la méme condition donne
Tkk(xl’...7xk’...7x€’...’x") :TM(xl’...7x€7...7xk’...’xn).
Par conséquent
Tie(2',0,0,--+,0) = Thy(24,0,0,---,0) =0 avec k>1 ,

Tre(2',0,0,---,0) =0 avec k>1,0>1k#L
Ty (21,0,0,--,0) = Tye(2*,0,0,---,0) avec k>1,¢>1.

La restriction de T'(z) & I'axe des x! se réduit donc au tenseur
n
Ti1(24,0,0,---,0)(dz! @ da') 4 The(z',0,0,- - Z (da? @ da?).
j=2
D’autre part, puisque la remarque 8.1 entraine
Tkk(_‘rlv—x27"'7_$n) :Tkk($1,$2,'-~,l’n) )

les fonctions indéfiniment dérivables

hl(xl):Tll(xl70707"'70) ’ fl('rl):T22(ml7O707"'?0)

sont paires, de sorte que les fonctions hq(||z||) et fi(||z]]) sont C* s

R™ en vertu du corollaire 7.1.2. En outre, compte tenu de

3

T11($1,$27.’L' "'7xn):TQQ(mQawl7x3"'axn> )

ur
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on en déduit h1(0) = f1(0).

Notons h(t) la fonction indéfiniment dérivable hq(t) — f1(t),t € R.
Puisqu’elle est paire, on a h’'(0) = 0 et, compte tenu de h(0) = 0, la
formule de Taylor avec reste sous forme intégrale permet d’écrire

h(t) = t2/0 (1 —u)h" (tu)du.

Par conséquent la fonction f; : R — R obtenue en posant

fa(t) = hit) pour t#0 et f3(0)= %h”(O)

est indéfiniment dérivable, et puisqu’elle est paire, la fonction fo(||z||)
appartient a l’algebre I', d’apres le corollaire 7.1.2.

Une vérification facile montre maintenant que la restriction de T'(z)
au demi-axe des ! > 0 g’identifie & la restriction du champ de tenseurs

HlllzDE) + f2(ll=])(F(z) © F(x))

au méme demi-axe. D’apres la proposition 9.1, on obtient donc en
définitive

T(x) = filllz)E(@) + f2(llz[)(F(z) @ F(x)) C.Q.F.D.

Corollaire 10.2. Tout champ de tenseurs covariant O(n)-invariant de
degré 2 est symétrique et ses composantes sont données par les formules :

Tii(z) = filllzll) + @2 fellel) , (=1,2,---,n)
les fonctions fi1(||z||]) et f2(||z||) appartenant & Ualgébre T.

0
Proposition 10.3. (FO(n)) est le I'-module libre engendré par les
3

quatre champs de tenseurs (générateurs) :
Flr)@ F(z)® F(r) , F(z)®E(x)

i(d:c’C ® F(r)®ds®) | E(z)® F(x).
k=1
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Démonstration. Soit
T(x) = ZTijk(l')d.’Ei @ da? @ da® | (z = (2}, 22, - 2"))

un champ de tenseurs O(n)-invariant supposé C* sur R™.

En premier lieu considérons une composante
1 .2 n
ﬂjk(z sy Ly, T )

tel que I'indice 1 ne figure pas dans la suite ijk. Alors un certain indice
s € {2,3,---,n} y figure une fois ou trois fois, et le raisonnement déja
utilisé donne :

Tz’jk(l‘l’ IR _xsa e 7xn) = _Tijk(x17 T 7ms7 o '7xn) )

d’ou
Ejk(x1,0707' o 70) =0

En deuxiéme lieu considérons une composante T; i () telle que 'indice 1
figure deux fois dans la suite ijk. Alors un certain indice s € {2,3,---,n}
y figure une fois, et le méme raisonnement entraine

T%jk(zla()?()f"vo) =0

En troisieme lieu supposons que l'indice 1 figure une seule fois dans la
suite ijk. Alors, si les deux autres indices sont distincts, on trouve encore

Tlijk(xlvoaov"'ao) = 0

Il reste donc & considérer le cas ou ceux-ci sont identiques. Alors
moyennant une matrice de permutation convenable, on obtient

T1ii($1,0707"'70):lej(xl,0,07"',0) )
Eli($170707"’70):lej(xl’ovoa"'vo) ;
Eil(m170707"'70):Tjjl(x170707"'70) )
(i#£4,i#Lj#1)
de sorte que 'on peut introduire les fonctions indéfiniment dérivables :

OZl(t) = T122(t;0707"'70) = T133(ta0707"'70) == Tlnn(t70701' "70)7
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Olg(t) :T212(ta0707"'70) :T313(ta0707"'70) == nln(t70707"'70)7
O[g(t) :T221(t3070,”'70) :T331(t30,0>"‘70) == nnl(taoaoa"';o)a

qui sont impaires d’apres la remarque 8.1. Celle-ci entraine aussi que la
fonction indéfiniment dérivable :

a(t) = T111(t,0,0,---,0)
est impaire. Il en résulte en particulier :
a(0) = a1(0) = a2(0) = a3(0) =0
ce qui permet d’écrire :

a(t):t/o o (tu)du ak(t):t/o ap(tu)du , (k=1,2,3)

et de définir les fonctions paires indéfiniment dérivables :

o(t) = 40 = / o(tydu | B0) = a(0)

Fult) = :/O al(tu)du . fo(0) = ah(0) . (k=1,23) |

de sorte que la restriction de T'(z) & I'axe des x! s’écrit :

L(z") = 2'¢(2") (d2' ® da' @ dat) + 2t f1 () Z(dml ® dz* © dz*)
k=2

n

+at fo(zh) Z(dmk ® dz! ® da®) + 2 fa(z?) Z(dxk ® dz* @ dzt).
k=2 k=2

Soit maintenant f : R—{0} — R la fonction paire C° obtenue en posant

() = (f1(t) + f2(t) + f3(1))

f(t) = t2 ’
fonction discontinue en général pour ¢ = 0. On peut alors définir un
champ de tenseurs O(n)-invariant de classe C*° sur R" —{(0,...,0)} en
posant

M(z) = f(ll=[)(F(x) © F(z) @ F(x)) + fi(|=[) (F(z) © E(x))
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n

+hallzl) ) _(dz* @ F(x) @ da*) + f3(||2]) (E(z) @ F(x))
k=1

et I'on constate aussitot que sa restriction a I’axe des ! est définie aussi
pour x! = 0 et s’identifie & L(z!). Par conséquent, d’aprés la proposition
9.1, on a

pourvu que M (z) soit aussi différentiable a lorigine. Nous allons démon-
trer que cette condition est satisfaite si et seulement si

#(0) = f1(0) + f2(0) + £3(0).

Pour I’établir, on peut utiliser, par exemple, la composante Mjaa(2z) ou,
mieux, la composante

Muas(@) = f(||z])a'2a®.

Soit ¥ (t) = ¢(t) — (f1(t) + fa(t) + f3(t)), donc aussi f(t) = L. La
dérivée partielle de Mya3(z) par rapport & z' au point de coordonnées

r =02 =a,23=bat=2"=-.=2"=0 , (a#0,b#0) ,

est égale a

IV T etab _ i) = 2w 1)

li
111 a2 i b2

1 —0 zl

de sorte que, si 1(0) # 0, elle ne posséde pas de limite lorsque a — 0,
b — 0, ce qui contredit la différentiabilité. Par conséquent (0) = 0.
Comme t(t) est une fonction paire, on a aussi 1'(0) = 0 et la formule
de Taylor avec reste sous forme intégrale donne

1
vy = [ (- eds
0
ce qui montre que la fonction paire

=" jo=Lvo
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est partout C°. Dans ces conditions, la fonction f(||z||) appartient &
I’algebre T', d’apres le corollaire 7.1.2, et puisqu’il en est de méme des
fonctions fi([lz[]), f2([lz[l), fa([l«ll) . M(x) est partout C* et I'on a
en définitive

Cela démontre la propositon.

Corollaire 10.3. Les composantes d’un champ de tenseurs T €

0
(FO(n)) indéfiniment dérivable sur R™ sont données par les formules :
3

Tii(x) = fl=z) (@) + (Fulllzl) + f2(l2l) + fs(ll= )"

Tys(@) = [zl @) + fi(llzl)e
Tyis (@) = f(llzl)' (@) + folllz)a’
Tyi(a) = Sl @) + el
Tyu(@) = f(lal)a’a’a®
(i, 5,k =1,2,---,m; i #j#kF#i)
tes fonctions f(|lz])), fi(llz])), fo(llz]), f3(llz])) appartenant a Ualgébre T.

) (
) (

11. Construction de champs de tenseurs SO(n)-invariants purs
0

Puisque (FPSO(n)) = 0 pour p < n—2,d’apres la proposition 9.2.,
P

0
nous avons a considérer les I'-modules (FPSO(TL)) avec p>n — 1.
p

0
Lorsque n = 2, on démontre [3] que (FPSO(n)) , p>1,estle
P

I'-module libre engendré par les produits tensoriels a p facteurs de
wh(z) = 2tde' + 2%da? et W (x) = 2tde? — 2da?

dans lesquels w?(z) figure un nombre impair de fois. Mais lorsque n > 3,

0
la construction de (FPS O(n)) se heurte & des difficultés considérables
P

0
déja pour p = n + 1. On démontre encore [3] que (FPSO( )) (resp.

n—1
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0
(FPSO(n)) ) est un I'-module libre engendré par un générateur (resp.
n

n générateurs).

0
Nous nous contentons de rappeler la structure de (FPSO(n))

n—1

Proposition 11.1. FEtant donnée une permutation quelconque o de

1,2,---.n, on note g, son signe. Alors, pour tout entier n > 2,
0

(I‘PSO(n)) est le I'-module libre engendré par le champ de tenseurs
n—1

(générateur)

N(z) =Y eea’Wd2@ @ - @ da®™

la somme étant étendue a toutes les permutations de 1,2,---,n.
Autrement dit, si T(x) est un champ de tenseurs SO(n)-invariant pur
C™> de degré n — 1, alors il existe une fonction f € T, définie de facon
unique, telle que

T(x) = f([l«[)N(z)
Remarque 11.1. N(z) s’identifie & la (n — 1)-forme

(1) radda* Ao Ada? T AdTTE A A da”

(n—1)!

J

n

Corollaire 11.1. TPS0(3))9 est le T-module libre engendré par le champ
de tenseurs (générateur)

N(z) = 2! (de? @ da® — do® @ da?) 4 2% (do® @ da' — da' @ da®)
+ 23 (det @ da? — da? @ dat)
qui s’identifie a la forme
wrde? A de® + 2%da® A dat 4 23dat A da?
au facteur 2 pres.

12. Champs de tenseurs SO(4)-invariants sur R x R3

Les métriques spatio-temporelles relatives au champ gravitationnel
d’une boule de matiere rentrent dans le cadre général des champs de
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tenseurs SO(4)-invariants sur R x R?, en notant SO(4) le sous-groupe
de SO(4) constitué par les matrices de la forme

. 1 Ox
B= (Ov p ) (12.1)
avec
0
Oy = [0 0 0} , Oy=10 s Ae 50(3)
0

Un point de R x R? sera noté (2°,2) avec x = (z!,2%,2%) € R?, mais
nous écrivons souvent ¢ au lieu de 2°. Alors, d’apres (12.1),

B- (2% 2)=B-(t,z) = (t, Az).

Par conséquent, un champ de tenseurs T'(x°, z) sur R x R? sera SO(4)-
invariant si

B-T(z°,x) = T(2°, Az)
quelle que soit la matrice A € SO(3).

Soit T'y I'algebre des fonctions indéfiniment dérivables

SOl = £ D2l (2l = @+ @22+ @)

par rapport aux coordonnées t,x', 2% 23 sur R x R?® (cf. proposition
7.2.).

Alors ’ensemble des champs de tenseurs indéfiniment dérivables
SO (4)-invariants sur R x R? est un ['p-module qui sera noté oSO (4).

Soit ©(4) le sous groupe de O(4) constitué par les matrices (12.1)
pour lesquelles A € O(3). Alors 'ensemble des champs de tenseurs C™ et
O(4)-invariants sur R x R3 est aussi un I'p-module qui sera noté T'o©(4).

Puisque SO(4) C ©(4), tout champ de tenseurs O(4)-invariant est
aussi SO(4)-invariant de sorte que

['0O(4) C ToSO(4)

Finalement un champ de tenseurs SO (4)-invariant T'(z%, ) sur R x R3
sera appelé SO(4)-invariant pur si

B-T(z°, ) = —T(2°, Ax)
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pour toute matrice A € O(3) — SO(3).

L’ensemble des champs de tenseurs SO(4)-invariants purs de classe
C* est un I'p-module qui sera noté 'y PSO(4), et I'on a manifestement

T, PSO(4) C TxSO(4).

Il s’avere souvent nécessaire d’utiliser, au lieu de (12.1), I’écriture expli-
cite

les conditions

BY=1,BY=BY=By=B} =B =B =0

B! B} B Al AL Al
B B} B:|=A=|A2 A2 A2
B} B} Bj A7 A3 A3

étant sous-entendues.

Cela permet en particulier d’expliciter les conditions d’invariance :

Un champ de tenseurs T'(z%, ) de type (g, p) sur R x R3 est SO(4)-
invariant (resp. ©(4)-invariant) si et seulement si ses composantes satis-
font aux conditions :

T @0, Ax) =Y TR0 (@0 ) BY - BE B - BT (12.2)
pour toute matrice B = [B!] € SO(4) (resp. pour toute matrice
B € ©(4)), en notant B! les coefficients de la transposée B = B~

Les propriétés générales des champs de tenseurs SO(4)-invariants

sont analogues & celles déja vues des champs de tenseurs SO(n)-
invariants et se démontrent de la méme facon. C’est pourquoi nous allons
les énoncer sans en donner des démonstrations.
Proposition 12.1. Supposons que le champ de tenseurs T(z°,x) soit
SO(4)-invariant. Alors, pour que T(xz° x) soit ©(4)-invariant (resp.
SO(4)-invariant pur), il faut et il suffit qu’il existe un élément B €
O(4) — SO(4) tel que

B-T(z°,x) =T(B- (2°,2)) = T(2°, Az)
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(resp. B-T(2°2) = -T(B - (2°,2)) = =T(2°, Az)).

Proposition 12.2. Si le champ de tenseurs T(xz°,z) est SO(4)-
invariant, alors pour tout H € ©(4) — SO(4), le champ de tenseurs

Q(2° ) = H™" - T(H - (2°,2))

est aussi SO(4)-invariant. En outre Q(x°,x) ne dépend pas du choiz de
H dans ©(4) — S©(4).
Proposition 12.3. TxSO(4) est la somme directe des Ty modules
F0®(4) et F()PS@(4) N

T'0SO(4) = TyO(4) & Ty PSO(4)

Proposition 12.4. Tout champ de tenseurs SO(4)-invariant de classe
C> surR x R? est entiérement déterminé par la donnée de sa restriction
au sous-espace Rx]0, +o00[x{0} x {0}

Proposition 12.5. Le produit tensoriel de deux champs de tenseurs
SO(4)-invariants (resp. ©(4)-invariants) est aussi SO(4)-invariant (resp.
O(4)-invariant).

Le produit tensoriel de deux champs de tenseurs SO(4)-invariants purs
est ©(4)-invariant.

Le produit tensoriel d’un champ de tenseurs ©(4)-invariant et d’un
champ de tenseurs SO(4)-invariant pur est SO(4)-invariant pur.

On note spécifiquement (I'0SO(4))% le sous-module de I'0SO(4)
constitué par les champs de tenseurs de type (g, p) et 'on introduit aussi
les notations analogues (I'0©(4))f et (Lo PSO(4))%.

Proposition 12.6. Siq¢ > 1 et p > 1, toute contraction d’un champ de
tenseurs T € (TgSO(4))] (resp. T' € (['0O(4))4, resp. T € (Lo PSO(4))3)
donne liew ¢ un champ de tenseurs appartenant (F0S®(4))gj (resp.
(To©(4)47], resp. (ToPSO(4))1"} ).

Proposition 12.7. Soit T(2°,z) un champ de tenseurs C> SO(4)-
invariant (resp. ©(4)-invariant, resp. SO(4)-invariant pur) sur R x R3
de type (q,p). Alors les dérivées partielles premiéres de ses composantes
par rapport aux coordonnées x0,x', x2, 2% sont les composantes d’un
champ de tenseurs SO(4)-invariant (resp. ©(4)-invariant, resp. SO(4)-
invariant pur) de type (¢,p + 1). La position du nowvel indice pouvant
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étre choisi de p+ 1 maniéres, on obtient ainsi p+ 1 champs de tenseurs
formellement différents (mais essentiellement identiques).

Corollaire 12.7. Pour tout entier positif £, les dérivées partielles
d’ordre £ des composantes de T(z°,z) donnent lieu a (p+ 1)(p+2)---
(p+£) champs de tenseurs SO(4)-invariants (resp. ©(4)-invariants, resp.
SO(4)-invariants purs) de type (q,p + £) sur R x R3. Ces champs de
tenseurs se distinguent les uns des autres par les positions des nouveauz
indices, de sorte que l'on peut les identifier au moyen de permutations
d’indices.
Propositions 12.8. Considérons les composantes
Ji
z_‘ill"'i: (x)
d’un champ de tenseurs SO(4)-invariant (resp. ©(4)-invariant, resp.
SO(4)-invariant pur) de type (q,p) sur R x R3. Alors, si ¢ > 1 (resp.
p > 1) le transfert en bas (resp. en haut), dans un rang déterminé, d’un
indice contravariant (resp. covariant) de rang determiné, définit les com-
posantes d’un champ de tenseurs SO(4)-invariant (resp. ©(4)-invariant,
resp. SO(4)-invariant pur) de type (¢ — 1,p+ 1) (resp. (¢+ 1,p—1).
Cela résulte aussitdt des conditions (12.2).

Par conséquent, le degré de contravariance q et le degré de covariance
p ne sont pas des caractéristiques essentielles d’un champ de tenseurs
SO (4)-invariant. Celui-ci sera caractérisé complétement par son degré
total ¢+ p. Pour la construction de champs de tenseurs SO(4)-invariants,
il suffit donc de se limiter aux champs de tenseurs covariants. En d’autres
termes, pour chaque entier p > 0, nous avons a prendre en considération
les I'g-modules :

(ToSO4), » (ToO@), , ([ToPSO4)),
Un champ de tenseurs covariants sur R x R3 :
Z viy (2%, 2)da" ® -+ @ da' (12.3)

est SO(4)-invariant (resp. ©(4)-invariant) si et seulement si ses compo-
santes satisfont aux conditions :

Tjy.iy (2%, Ax) = Ty o, (20, 2)BRE - By

p
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(cf. (12.2)) ou aux conditions équivalentes.

Ti1~~ip (xov x) = ZTar“ap (xO’ Ax)Bﬁl T Bz,p (124)
pour toute matrice B € SO(4) (resp. B € ©(4)). Bien entendu, dans le
cas d’un champ de tenseurs SO(4)-invariant pur, on a les conditions
(12.4) lorsque B € SO(4), et les conditions qui s’en déduisent par
changement de signe au premier membre lorsque B € O(4) — S©(4).

Nous allons démontrer maintenant que la construction d’un champ
de tenseurs SO(4)-invariant (et en particulier, d’'un champ de ten-
seurs O(4)-invariant ou d’un champ de tenseurs SO(4)-invariant pur)
se ramene a la construction d’un certain nombre de champs de tenseurs
SO(3)-invariants sur R3.

Proposition 12.9. Soient k entiers fixés ri,ro, -, 1k tels que 1 < ry <
rg < - < 1 < p et considérons la somme des termes de (12.3) pour
lesquels iy, = iy, = -+ =1y, = 0, tous les autres indices qui y figurent
étant différents de zéro :

Zﬂl"'iv‘l"'irk"'iz} (2% 2)d2" ® - @dr'n @ - @dzri @ - @ da'

Upy = lpy = -+ =1p, =0

En supprimant dans chacun des produits tensoriels ci-dessus les facteurs

de'n =dz° | da'rz =da°,- - da'n = da”

)

on obtient, pour chaque valeur de x° € R, un champ de tenseurs

covariants de degré p — k. Alors, si le champ de tenseurs (12.3) est
SO(4)-invariant (resp. ©(4)-invariant, resp. SO(4)-invariant pur), le
nouveau champ de tenseurs qui en résulte est SO(3)-invariant (resp.
O(3)-invariant, resp. SO(3)-invariant pur) sur R3.

Démonstration. Puisque i,, = i,, = -+ = i,, = 0, il est commode
d’écrire

0T1’07‘2a"'707”k

respectivement au lieu de

Uryylrgy 5ty
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afin de tenir compte a la fois des rangs fixés et de la valeur zéro des
indices. Par conséquent les composantes du nouveau champ de tenseurs
s’écrivent
0
/Til.uorl...ork...ip(x ,LC)

ou tous les indices distincts de 0,,,0,,,---,0,, sont non nuls. D’autre
part, puisque

0 0 0 1 2 3
, Bi=B;=B;=B;=B;=B;=0
et . .

J _ AJ ; :
B =A] pour i>1 et j>1 ,

les relations (12.4) donnent

Tiy 0y, 0y i (27, 1) =

_ 0 %1 Ory Ory, QUp
= E Ty 0,y w0y (27, AT)ATY - Byt - By -+ Ay
07‘1 O/y-k 0 .
avec Byt = --- = B,’* = Bj = 1, de sorte que les relations (8.3)
r e

sont satisfaites par le nouveau champ de tenseurs covariants. Celui-ci est
donc SO(3)-invariant (resp. O(3)-invariant, resp. SO(3)-invariant pur)
sur R3.

Cela démontre la proposition.

Le choix de k rangs fixés pouvant étre fait de

(£) - 5=

manieres, la proposition précédente nous permet d’associer a tout
champ de tenseurs covariants SO(4)-invariant (resp. ©(4)-invariant,

p
k

tenseurs SO(3)-invariants (resp. O(3)-invariants, resp. SO(3)-invariants
purs) de degré p — k sur R3.

Cependant, puisque (FPSO(?)))?)_k =0sik=p—1o0uk =p,
b
k
purs seront nuls si kK = p — 1 ou k = p. C’est pourquoi nous considérons
& part le cas ol le champ de tenseurs (12.3) est SO (4)-invariant pur.

resp. SO(4)-invariant pur) de degré p sur R x R3, champs de

d’apres la proposition 9.2, les champs de tenseurs SO(3)-invariants
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Proposition 12.10. Si le champ de tenseurs (12.3) est SO(4)-invariant
(resp. ©(4)-invariant) sur R x R3, alors on peut lui associer, de la
maniére expliquée dans la proposition 12.9,

;(i>=1+p+(g>+---+(ﬁ)=2p

champs de tenseurs SO(3)-invariants (resp. O(3)-invariants) sur R3
dépendant paramétriqguement de 2% = R, et de degrés respectifs p,p —
1,p—2,---,0, le nombre de champs de tenseurs de degré p—k étant égal

a <Z> pour chaque k € {0,1,2,---,p}.

En particulier, pour £ = 0, on a un seul champ de tenseurs SO(3)-
invariant (resp. O(3)-invariant) sur R3 :

ZTilizmip (2%, 2)d2z" ® d2™? ® - - @ dx'r

avec i1 > 0,42 > 0,-+-,1, >0

et pour ¥k = p on a une fonction SO(3)-invariante (donc aussi O(3)-
invariante), & savoir la composante

Too...o(l‘o, l‘)

qui sera nécessairement de la forme f(2°, | z|).

Proposition 12.11. Si le champ de tenseurs (12.3) est SO(4)-invariant
pur, la construction expliquée dans la proposition 12.9 donne lieu a

S(Z) =2 —(1+4p)

k=0

champs de tenseurs SO(3)-invariants purs sur R® de degrés p,p —
1,---.,2.

Proposition 12.12. Pour que le champ de tenseurs (12.3) soit SO(4)-
invariant (resp. ©(4)-invariant) sur R x R3, il faut et il suffit que, pour

chaque k € {0,1,2---,p}, les champs de tenseurs de degré p — k

p
k
qui s’en déduisent, d’aprés la proposition 12.9, soient SO(3)-invariants
(resp. O(3)-invariants) sur R3.
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Cet énoncé reste aussi valable pour un champ de tenseurs SO(4)-
invariant pur en faisant varier k£ de 0 a p — 2.

13. Champs de tenseurs S©(4)-invariants de degré p = 2

Ce sont les champs de tenseurs qui interviennent directement dans
la conception des métriques spatio-temporelles relatives au champ gra-
vitationnel d’une boule de matiere [4].

Considérons un champ de tenseurs covariants de degré 2 sur R x R3 :

3
T(2°, 2) = Too(2°, x)(dx® @ dx®) + ZTQZ'(.%‘O, x)(dr® @ dx’)+
i=1
3 , 3 , '
—i—ZTio(xo,m)(da:z ® da®) + Z Ty (2%, x)(dz’ @ dx?). (13.1)
i=1 ij=1

D’apreés la proposition 12.12, T'(2°, x) est SO(4)-invariant si et seulement
si, pour toute valeur fixée 2° € R
a) Too(z, x) est une fonction SO(3)-invariante sur R3

b) les formes
3 A A
ZT(M(:EO,I)dxz et ZE (;ro,gv)dxz
i=1 ;

sont SO(3)-invariantes sur R3.
c) Z?7j:1ﬂ'(x0,x)(dxi ® dx?) est un champ de tenseurs SO(3)-
invariant sur R3.

Les résultats déja établis pour les champs de tenseurs SO(n)-
invariants, permettent de préciser ces conditions :

a) Too(z", z) est une fonction appartenant & I’algebre de I'g, donc
aussi O(3)-invariante pour chaque x° € R : Tyo(2°, ) = qoo (2, ||z]|).

b) D’apres la proposition 10.1, les deux formes signalées s’obtiennent
en multipliant le générateur

F(z) = Z zida
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par des fonctions appartenant a I’algebre T’y :

3
Y Toi(a®, w)da’ = qoi(a°, |z F(x)

i=1

3
> T2’ w)da’ = qio(a, ||z]) F(x).
i=1

¢) Conformément & la décomposition (cf. proposition 8.3) :

0

(FOSO(?,))Z: (r00(3))2@(r01350(3)) ,

2

Z?)j:l T;; (2%, x)(dx" @ da’) est la somme d’un champ de tenseurs O(3)-
invariant et d’un champ de tenseurs SO(3)-invariant pur.
0
Or, d’apres la proposition 10.2, (FOO(?))) est le I'p-module libre
2

engendré par les deux champs de tenseurs

E(m):Z(daﬁ"’Q@dm‘j) , F(z)® F(x)

j=1

0
et, d’apres le corollaire 11.1, (FOPSO(3)) est le I'p-module libre
2

engendré par le champ de tenseurs :

N(z) =2 (d2® ® da® — da® ® da?) + 2 (de® ® da* — da* ® da®)+
+ 2*(dz' @ do? — da? @ dxt).

Par conséquent

3
3 Ty, @) (det @ dad) = g («°, Jal]) B () +
i,j=1
+ 4as(2°, |l (F(2) ® F()) + gas(2°, |l N (x)

En définitive la décomposition prévue par la proposition 12.3 se concré-
tise dans le cas actuel comme suit :
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Proposition 13.1. Si le champ de tenseur (15.1) est SO(4)-invariant,
il s’écrit
T(x°, 2) = L(z°, ) + M(2°, 2)
ot
L(2°,2) = qoo(2°, [|2]])(dz® ® dz°) + go1 (”, ||z]|) (da” & F(x))+
+aro(2”, [|2])(F(2) ® da®) + qui(a”, ||| E(x)+
+a22(2%, ||2])) (F(2) ® F(x))
est un champ de tenseurs ©(4)-invariant sur R x R? et

M (2, z) = gs3(2°, ||lz| )N (z)

est un champ de tenseurs SO(4)-invariant pur sur R x R3.

Corollaire 13.1.1. Si le champ de tenseurs (13.1) est SO(4)-invariant
et symétrique, alors qo1(2°, ||z]|) = qio(a®, [[z])) et gs3(2®, ||z[]) = 0, de
sorte qu’il se réduit & un champ de tenseurs ©(4)-invariant symétrique :

T(2°, 2) = qoo (2, ||z||)(dx® @ da®)+
+ qo1 (2%, ||z])(dz° @ F(z) + F(x) ® dx°)+
+qu (2%, |z E(x) + gaz (2, [|z[)) (F(2) ® F(x))

Corollaire 13.1.2. Si le champ de tenseurs (13.1) est S©(4)-invariant
et antisymétrique, alors

oo =qu1 =¢2=0 et qgon=—qo ,
donc aussi
T(2°, 2) = go1(dz° ® F(x) — F(z) ® dz°) + ¢33 N(x)
de sorte que ses composantes sont données par les formules :
Too=Ti1=Toe=T33=0 , Toi=-Tio=qnz’ , (i=12,3) ,

Tio =T = qa32° |, Tog=—Tso=gqszz' , Ts =—Ti3 = qa32°

avec qo1 = qo1(x?, [|z]|) et gz = ga3(z°, [|z|)
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14. Champs de tenseurs SO(4)-invariants de degré p = 3
0
L’étude de (FOS’ @(4)) nécessite la prise en considération des pro-
3

0
positions 10.1, 10.2, 10.3, 11.1, ainsi que de la structure de (FOPSO(3))
3

mais celle-ci n’intervient pas dans les problemes gravitationnels. C’est
0
pourquoi nous nous contentons d’indiquer la construction de (Fo@(4)) .
3

Proposition 14.1. Si le champ de tenseurs
Z Top (20, 2)d2z® @ da’ @ da?

est O(4)-invariant, alors :

a) Tooo(x°, ) est une fonction appartenant a l'algébre Tg, c’est-a-
dire qu’elle est une fonction de (z°,||x||) indéfiniment dérivable sur
R x R3.

b) Pour chaque 2° € R, les formes

ZTomx x)d ZTmom ) ZTloow z)dx’

sont O(3)-invariantes, donc définies conformément a la proposition
10.1.

c) Pour chaque 2° € R, les champs de tenseurs

3
D T 2)(da’ @da’) Y Tig(af,x)(da’ @ da?)
i,j=1 i,5=1

3
Z T”O(x m)(dm ®dxj) ,

i,j=1

sont O(3)-invariants, donc définis conformément & la proposition
10.2 et le corollaire 10.2.

d) Pour chaque 2° € R, le champ de tenseurs

3
Z Tijk(xoax)dxi ® de! @ dz®
,5,k=1
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est O(3)-invariant, donc défini suivant la proposition 10.8 et le
corollaire 10.3.
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