Annales Fondation Louis de Broglie, Volume 26, n° spécial, 2001 521
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« parce que c’estoit luy ; parce que
c’estoit moy »

Hommage a Georges Lochak

1 Introduction

Dans la littérature de systémes dynamiques on trouve souvent des expres-
sions différentes lesquelles semblent traduire des situations physiques dont
on peut raisonnablement garantir, sinon ’identité compléte, du moins une
profonde affinité. Tel est le cas, par exemple, des concepts de bifurcation,
transition de phase, catastrophe, morphogénése, etc, lesquels semblent recou-
vrir um méme type de phénoménes ou un effet quantitativement (et méme
qualitativement) différent fait soudainement son apparition sans que 1’on sa-
che le rattacher d’une fagcon déterministe a 1’évolution naturelle qui le
précede (ou lui succéde) immédiatement. Dans la plupart des cas, ce change-
ment véritablement “inattendu” de 1’état du systéme se manifeste soit par une
intensité accrue d’une certaine grandeur physique, soit par I’émergence d’un
effet physique nouveau, modifiant la nature méme du systéme.

Comme exemple de ce que nous venons de dire, nous pouvons citer le cas
des crises d’épilepsie, lequel se trouve décrit dans la figure 1 dans sa version
plus bénigne du « petit mal » bien connu en neurologie. On y voit que la crise
fait apparaitre soudainement une onde électrique réguliére de haute intensité,
en opposition nette a la vibration indifferenciée et de basse amplitude qui est
de regle la plupart du temps. Cette vibration, que dans un modéle nécessai-
rement simplifié on peut identifier a la superposition d’un trés grand nombre
d’ondes électriques identiques a trés faible amplitude et phase (apparemment)
aléatoire, voit ces mémes phases subir soudainement une modification radi-
cale de leur distribution, amenant pendant quelque temps un effet physique
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régulier et de haute énergie qui est typique de ces phénomenes. L’état de ce
systéme passe ainsi par un changement radical, de telle sorte qu’on peut se
demander s’il doit étre mathématiquement décrit par la succession de solu-
tions différentes d’une méme « équation d’état» (encore s’agit-il de la trou-
ver), ou bien si I’on doit envisager I’existence de deux « équations d’état »
intrinsequement différentes, qui se succéderaient selon un mécanisme de cau-
salité réciproque qu’il nous faut découvrir. De toutes fagons, et indépendem-
ment du mécanisme sousjacent, 1’explication qui a cours dans ce genre de
phénoménes est généralement donnée par voie “heuristique”, en postulant un
brusque changement de la valeur de certains paramétres introduits “ad hoc”
dans la description du systéme.
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Fig. 1. Crise de « petit mal ». (Abscisse : temps em centiemes de seconde. Ordonnée :
différence de potenciel électrique em mV)

A I’opposé d’une telle démarche, nous allons dans ce qui suit présenter un
systéme physique ou a lieu une “catastrophe” et la décrire au moyen d’un
modele déterministe. Nous voulons dire par 1a qu’il sera possible de connaitre
non seulement les conditions exactes qui réglent 1’état du systéme avant et
apres la discontinuité physique, mais aussi le lien de causalité qui permet
d’établir cette succession. Plus précisément, nous allons déduire deux équa-
tions d’état du systéme (I’'une valable avant et 1’autre apres la transition) et
établir les conditions mathématiques rigoureuses traduisant le mécanisme
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déterministe par lequel la premiére vient remplacée ’autre (et réciproque-
ment).

Le systéme que nous prendrons est constitu¢ par un trés grand nombre N
de résonateurs identiques, chacun d’eux étant le siege d’une onde continue
dont la phase est égale a celle de son propre résonateur. L’amplitude (trés
faible) et la fréquence sont les mémes pour tout résonateur. Il s’ensuit que
chaque résonateur est perturbé par la superposition de ces N —1 [N ondes
identiques, amenant par 1a un changement de sa propre phase. C’est
I’évolution temporelle de la valeur des phases de I’ensemble des N résona-
teurs (décrite, conmme on le verra par la suite, par une « fonction d’état » de
la forme w=w(t,@)) que nous allons étudier, en déduisant I’ « équation

d’état » a laquelle elle obéit.

Nous trouverons alors deux équations au lieu d’une (ou plutét, deux equa-
tions aux dérivées partielles distinctes, dérivant d’une méme équation int-
égrale), et cela en conséquence d’un résultat dii a Rayleigh concernant les
propriétés d’une superposition d’un grand nombre d’ondes sinusoidales iden-
tiques (méme fréquence et méme amplitude — trés petite), situation qui nous
rameéne directement au modeéle que nous utilisons ici. L’amplitude R et la
phase @ de cette superposition dépendent naturellement de la valeur des pha-
ses des N vibrations élémentaires, et si celles-ci sont quelconques (c’est a
dire, si elles possédent — comme le supposait Rayleigh dans sa démonstration
— égale probabilité¢ a priori) alors on trouve naturellement une probabilité
S(N,R,®) gaussienne régissant les valeurs de R et ® . Mais si tel n’est pas
le cas — et non seulement W =w(t,Q) ne sera pas constante au cours du
temps, mais c’est méme 1’équation qui régit ce changement au cours du
temps qu’il s’agit de déduire ici - alors f(N, R, ®) se trouve avoir des pro-
priétés bien plus riches et quelque peu inattendues. Plus exactement, on trou-
vera que sa forme géométrique est de deux types bien distincts, selon que les
phases w = w(¢,) posseédent ou non une certaine propriété — voir les inéga-
lités (7) et (9). Ce sont ces deux formes différentes de la méme fonction f qui,
introduites dans le méme raisonnement, aboutissent a deux formes distinctes
pour 1’équation d’évolution de . D’ou le mécanisme déterministe pour la
description de la catastrophe : Une seule et simple formule — 1’équation (5) -
décrit le phénoméne aussi bien avant qu’apres la cartastrophe ; mais elle fait
intervenir une certaine fonction f(N,R,®) laquelle, dans des conditions trés

précises déterminées par la « fonction d’état » w = w(¢,@) , change radicale-
ment de propriétés géométriques, de telle sorte que cette unique équation de
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convolution (5) prend alors deux formes différentes selon le cas (c’est la
déduction de I’avant dernier paragraphe ).

2 Le Théoréme de Rayleigh

Le role joué par ce résultat {1} étant décisif dans les déductions qui vont
suivre, il nous semble utile de commencer par exposer en quoi il consiste et
quelles sont ses conséquences lorsqu’on le généralise hors du cas considéré
par Rayleigh.

Soient alors N»1 vibrations sinusoidales, toutes avec la méme période
2met méme amplitude K«l : La superposition de ces N ondes,

N
Rsin(-t+®) = Z K sin(—t + ®), sera une vibration (non sinusoidale) avec

j:
la méme période et dont I’amplitude R et la phase @ dépendront des phases
des vibrations élémentaires qui la composent. Nous supposerons que les va-

leurs () . des phases de ces vibrations se distribuent selon une certaine densité
Q) . (Dans la formulation originelle de Rayleigh, on a partout 1’égale pro-

babilité des phases : Q =const =(21m)""). Chaque superposition des N vi-
brations élémentaires fixera ainsi une paire de valeurs R @ , que nous pren-
drons comme coordonnées polaires dans un plan cartésien
Xx=Rcos®, y=Rsin® et, inversement, tout point x,y de ce plan repr-

ésente une superposition des N vibrations élémentaires. Si [’on considére
alors un grand nombre n de superpositions possibles des N vibrations
¢élémentaires, ces n points représentatifs se distribueront dans le plan (x,y)
selon une certaine densité f(N,x,y), en ce sens que n.f(N,x,y) dx dy est le

nombre de ces superpositions dont I’amplitude R :ﬂlxz +y° et phase

D=1g" (%) se trouvent dans la voisinage dx.dy du point x,y. Nous remar-
querons ce qui peut sembler une trivialité, a savoir, que f(N,x,»)=0 pour

— 2 2 . .
R= Xty > NK | ¢’est a dire que Pamplitude R ne peut en aucun cas

étre supérieure a NK , correspondant au cas particulier ou toutes les vibra-
tions élémentaires seraient en phase. Nous verrons par la suite toute
I’importance de cette remarque lorsque f aura une forme géométrique non
évanescente pour les grandes valeurs de R.
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5 fIN+ 1%,y ) versus f{N,x, v}
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Fig. 2

Supposons alors qu’a chacune des n superpositions on ajoute une vibration
élémentaire de la forme K sin(—¢+{), ou les valeurs de la différence de
phase (U se distribuent selon une certaine densité Q). 1l est clair que par-
mi les n superpositions (des N vibrations élémentaires) celles qui se trouve-
ront avoir, apres cette opération, des valeurs de R @ dans le voisinage dx.dy
du point x,y seront celles dont le point représentatif x',y' se trouve sur le cer-
cle centré en (x,y) et de rayon Kk (c’est a dire,
x'=x+Kcosy', y =y+ksing',): il suffit, en effet, d’ajouter une onde
élémentaire, avec la valeur particuliére (' + 711 de sa phase (voir figure 2).
Rappelons que le nombre de superpositions (de N vibrations élémentaires)
dont le point représentatif se trouve a I’intérieur de dx'dy' est donné par
n.f(N,x',y")dx'dy' et, par conséquent, parmi ceux-ci seul un certain nombre
Q"dy' donnera lieu a une superposition finale ( de N+1 vibrations
¢élémentaires) avec point en dx.dy. Pour obtenir alors le nombre de superpo-
sitions (avec N composantes) aboutissant & des superpositions (avec N+1
composantes) avec point représentatif en dx.dy, il suffit de prendre tous les
points représentatifs x'y' sur le cercle centré en x,y et de rayon K, et intégrer
sur toutes les valeurs (' [1(0,277) de la phase :
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ndxdy f(N+1x,y) =
2m

= ndxdy J'f(N, x' =x+Kcos',y' =y+Kksin"QW"dy'
0

0f(N,x,)

oON '
Et en introduisant dans I’intégrale le développement de f(N,x',y') en puissan-
cesde K <<1 , on trouve

Puisque N>>1 on peut écrire f(N +1Lx,y) O f(N,x,y) +1.

g—]f; - - f. < Q@) coy fd£+ L [@)sin’ € de +

0f

Si ’on introduit maintenant la série de Fourier de la fonction Q(&),

Q(f)le—n+;(ak cosk& + B, sink&) ,

avec

a, slfg(s)cos ksds, B, Elan(S)sin ksds ,
7'[ 0 7T 0

on voit que les intégrales présentes dans 1’équation s’écrivent:

2m

fQ(E)sinE dé =mp, IQ(E)COSE dé =m,
0 0

21 2
JZ'J’Q(E)cosz EdE=+(+m,) ;Ig(f)sinz EdE=+(1-ma,)-
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fQ(E)sinE cos& d& :gﬁz

D’ou la forme finale de I’équation aux dérivées partielles a laquelle doit
satisfaire f(N,x,y):

0 2 0? np 0

_f = K—4(1+7Taz) {+ 452 f

ON dx 0xdy 0
2 dzf af af

+£ (1 - o, )—2 +mka, —= + 71K B, —~
4( 2 dyz lé'x [31 0"y

Naturellement, la distribution f(N,x,y) doit aussi obéir aux conditions de
normalisation et aux limites :

If(Nsxsy)dxdyzl llmf(Naxay)za(X’y)

Rappelons que Rayleigh supposait implicitement Q = (277)", de sorte
que la déduction simplifiée aboutissait & une équation de diffusion,

40f_0f 9/
K*ON 0dx* 9y*’

1 x’+y’
avec N,x,y)= ex
S, %) N7k’ p% N7k’

L’intégration de I’équation généralisée se fait par les méthodes habituelles
en EDP linéaires avec coefficients constants, et nous nous bornerons ici a
présenter le résultat final. (Pour les détails, voir {2}). Le trait essentiel est que
cette intégration se fait différemment selon le signe du discriminant
A=1- 7'12(cr22 + [322) En effet, si A >0, on trouve pour f(N,x,y) la forme
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O-(1-mma, )x* +2mB,xy —( 1+naz)y2%
NK*A 0

FN )= — J—expm
(2)
2‘/— pD— (lnx +2a,xy+a,y E

NT[K

En admettant que a,, >0 (@, et a, ne pouvant &tre négatifs en méme

temps), on peut aussi écrire

2
E( x+a y)z a,da,, —a
12 11722 12 2
O + -y
g a;, ap

HHD

1 B 1
N. - ¢ —
F(N,x,p) NG TR pgz

En procédant alors a un changement linéaire et homogéne de variables
X,) < — X,Y tel que

2
x2= (a“x +alzy) y?= aply —ap o

2ay, 2a,,

on voit que f posseéde la forme gaussienne

f(N,x,y) = exp{-{X* +Y*]}

1
NTK: VA

illustrée dans la figure 3 .
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Fig. 3. Distribution gaussienne.

En particulier, la probabilité f(N,x,y), qui est évanescente pour les valeurs
croissantes de R = w/xz + , posséde un seul maximum a I’origine x=y=0,
et prend la méme valeur sur chaque ellipse

Xz(an’) + Yz(x’y) E’]Zallxz +a,2xy+é-a22y2 =C = const

Le cas a, >0 est en tout identique, conduisant aussi a une forme gaus-
sienne pour f(N,X,y).

. . — 2 2 . N
Mais si 'ona A=1-1T (12 + B, )< 0, nous sommes conduits a une so-

lution intrinséquement distincte pour f(N,x,y). Plus exactement, on trouve
alors pour I’expression analytique de f(N,x,y) dans tout le planx,y [ R’

Const  O-(1—-mma,)x* +2mB,xy — (1+ 1) y*
N,x,y)= ex 2 2 2
J(N,x,y) ¥ pg R

Const [ 1
= eXpET'E@nxz +2a12xy+a22y2}él

0
D:
5
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Puisque @, et @, ne peuvent pas étre simultanément positifs, on peut
alors procéder au changement linéaire et homogene de variables

2

a,,.a,, —a
) _ (a“x+a12y)z 5 _‘ 1422 12
X = Y =

2ay, 2a,,

2

y

(ceci en supposant que a, >0; le cas a, >0 est identique), ce qui permet
d’écrire

Const

f(N,x,y)= exp{— X’ +Y2}.

=
\ =

Fig. 4. Distribution hyperboloique (NB : £=0 pour R = \PCZ + yz > NK )
11 s’agit ici (voir figure 4) d’un hyperboloide avec un point selle a 1’origine
des coordonnées x=y=0. Les lignes d’équiprobabilité sont maintenant donn-

ées par les hyperboles

=X (x5, y)+Y(x,) = zl-auxz tapxy+ é—azzyz =C =const
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Pour C=0 on trouve les deux asymptotes, et pour C>0 (resp. C<0) f prend
des valeurs croissantes (resp. décroissantes) pour C croissant (resp. décrois-
sant.

Lecas A=1-1T (aj + [322) négatif et proche de zéro est particuliérement

intéressant, avec f(N,x,y) prenant des valeurs significatives uniquement dans
la région trés petite située entre les asymptotes, avec toutes les hyperboles
d’équiprobabilité approchant 1’axe OY. Dans ces conditions, f aura deux
maxima sur les intersections de ’axe OY avec le cercle de rayon Nk . Cette
conclusion découle de la remarque faite plus haut, concernant 1I’impossibilité
stricte pour une superposition de N vibrations d’amplitude k d’avoir une
amplitude supérieure a Nk (c’est a dire que f(N,x,y)=0 pour

x*+ y2 > (NK )2 ). Ce fait, qui ne portait pas a conséquence alors que f

avait la forme gaussienne, (avec des valeurs évanescentes pour x,y loin de
’origine), est ici d’une importance capitale :

AR,

\WW‘J\J.M "

Fig. 5 . Distribution hyperboloique (a la limite A <0, |A|<<1 )
Puisque la probabilité f doit étre normalisée dans le cercle
x*+yt< (NK )2 ,

il s’ensuit que les maxima de f doivent &tre trés accusés et que f est prati-
quement négligeable ailleurs (voir figure 5). Signalons encore que pour A
négatif mais non nécessairement proche de zéro, les considérations que nous
venons de faire concernant les maxima de f placés a I’intersection de OY
avec le cercle de rayon Nk demeurent encore valables, a cette différence
pres qu’ils ne seront pas aussi accusés (voir figure 4)
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La conclusion de ce qui précéde est que le changement de signe de Aest
associé a un brusque changement des propriétés de la probabilité qui régit la
superposition d’un grand nombre de vibrations identiques. Cette
« catastrophe » sera capitale dans le modéle physique que nous allons expo-
ser, et c’est elle qui sera responsable des deux formes différentes (8) et (10)
de la méme équation d’état (5) d’un ensemble de N»1 résonateurs, comme
nous allons voir dans ce qui suit.

3 Le modéle physique

Comme il a été dit dans I’Introduction, le systéme physique que nous al-
lons utiliser est constitué par un trés grand nombre N»1 de résonateurs. Ce
terme est employé couramment pour désigner un oscillateur qui émet (et en
méme temps entretient) une onde sinusoidale & faible amplitude et dont la
phase @ se trouve étre a chaque instant égale a celle de 1’oscillateur lui-

méme. On pourrait pousser un peu plus loin le détail et prendre comme mod-
¢le mathématique pour ce résonateur un simple oscillateur linéaire (naturel-
lement perturbé par des forces extérieures) auquel serait couplé un méca-
nisme automatique du genre des systémes d’échappement des horloges {3}.
Ce mécanisme n’aurait d’autre fonction que d’agir périodiquement (par
exemple, a chaque fois que 1’on aurait @ =0 pour la phase de ’oscillateur)
en ramenant instantanément 1’amplitude de 1’oscillateur a sa valeur non per-
turbée, tout en gardant la valeur de la phase. De cette facon, une certaine
stabilité est introduite dans le mod¢le physique du résonateur laquelle a sur-
tout I’avantage d’identifier 1’état de I’oscillateur a la seule valeur de sa phase
@, indépendemment de son amplitude, obligée ainsi a demeurer toujours a
I’intérieur d’un petit voisinage de sa valeur non perturbée. On comprend que
par ce détour on puisse alors identifier I’état de N»1 résonateurs identiques au
moyen d’une certaine « fonction d’état », w = wW(N,?,@) = w(t, ), le nombre
de ceux-ci dont la phase a I’instant t se trouve avoir la valeur ¢ a d@ prés
étant égal a w(z,@)d@ . C’est I’ « équation d’état » du systéme, c’est a dire,
I’équation qui régit 1’évolution de w au cours du temps, que nous allons
déduire ici.

Considérons alors un ensemble de N»1 résonateurs identiques en interac-
tion par le moyen des ondes stationnaires sinusoidales dont ils sont le siege.
L’oscillateur n° j vient alors perturbé par une onde due a la superposition des
ondes émises (et entretenues) par les autres oscillateurs, c’est a dire qu’il ob-
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¢it presque partout (sauf lors des instants ou sa phase prend la valeur ¢, =0 ),

a I’équation

jé+x:F(t)EZKsin(pn =ZKsin(pn =

n#j 4
= z K sin(—t + (@, +1)) = Rsin(~t + ®) @

On voit alors apparaitre clairement le role joué par le théoréme de
Rayleigh dans cette théorie : Les phases des N oscillateurs étant distribuées
selon w(t, @, il nous faut calculer la probabilité pour la superposition des

N = N -1 ondes d’avoir certaines valeurs R,,®, pour son amplitude et sa
phase, ce qui est précisément donné par la fonction de Rayleigh
f(N,x=Rcos®, y = Rsin ®) étudiée plus haut, la distribution W rem-
placant maintenant la fonction Q utilisée dans le paragraphe antérieur. En
fait, le raisonnement se réduit pour 1’essentiel a une propriété¢ de convolu-

tion : Sia D’instant £, on trouve N.w(f),y) oscillateurs avec phase ¢ (a

d@ prés), alors on aura a 'instant £, + At :

w(t, +0,g) = [w(t,.q) PrO=q -@-Ar)dg, (5)
@)

ou Pr(6)désigne la probabilité pour qu’un oscillateur quelconque (per-
turbé par les autres N-1 oscillateurs et partant de @t =¢,) =, ) puisse avoir
a D’instant ¢, + At une certaine valeur 8 pour la différence de sa phase par
rapport a sa valeur non perturbée. (Si les deux oscilateurs partent avec méme
condition initiale @t =t,) =@, , ’oscillateur non perturbé aura naturellement
la phase @ —Ar a l’instant ¢, +Ar). Il s’ensuit que I’expression de
Pr(6 =@, — At — @) dépendra des conditions initiales ¢,,¢, et de A¢, et son

calcul fera intervenir la connaissance de la fonction de Rayleigh f et, par la-
méme, la distribution ¢ . Par la suite nous montrerons comment (5) s’écrit
sous la forme équivalente d’une équation aux dérivées partielles (EDP) en
w, I’ « équation d’état» de 1’ensemble de N»1 oscillateurs. Tout dans
I’équation (5) est donc ramené a la seule distribution @ laquelle, introduite
dans 1’équation géneralisée de Rayleigh, peut déterminer deux expressions
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distinctes pour f et conduire ainsi a deux EDP distinctes. Résumons alors ce
calcul :

La diférence de phase 6 = (Z —@ alinstant ¢, +A¢ de deux oscillateurs
avec la méme condition initale ¢t =¢,) =¢,, ou ’un deux est non perturbé
et ’autre est perturbé par la superposition R,sin(—¢+ ®,) des N-1 ondes

dues aux autres oscillateurs, s’obtient par un calcul élémentaire sur I’équation
(4) et I’on trouve

p-9= AtRO,sin(—tO +<Do)cosCD0 Ee(qq,, to,t =t, +Ot; R, CDO)

avec R, =R(t,), ®,=®P(,) . Or nous avons vu plus haut que les valeurs
RO, CDO se distribuent selon une densité f(N,x,y), de sorte que la densité de

probabilité pour la différence de phase 8 est donnée par
d6 BrobO Xy, Dy;t =1, +At)= JJ F(N, x,y)dxdy ,

le domaine D d’intégration étant fixé par

DE{x,y: GSG(tO,CDO;t:tO +At;R0,<D0)S9+d9} =
0 6 6+do O

=[K,y: ——— < ycost, —xsinty £ ————|
Exy Atcos D, s 0 Atcosfbog

Nous voyons donc apparaitre la formule donnée plus haut pour 8 dans la
définition du domaine d’intégration qui conduit a la détermination de Pr(6).

NB: Rappelons que : f(N, x=R,cos®;,, y=R,sin®)dxdy,
avec dx =dRycos®, —dP,R;sin®; , dy =dR;sin®; +dP R ,cos P,
est la probabilité pour que I’amplitude et la phase de la superposition des N

ondes possédent des valeurs dans les intervalles (RO,RO+dR0) et
(@, @, +dD, ).
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On peut donner une forme équivalente a 1’intégrale du second membre, a
savoir :

dOProbO )y, ®yit =1, + Ar)=

do " 0 (6)
=——  _[f(N, x, y=xtgty+———) dx
|At cos®d, cost0|:[of( Y &l Y, coscbocosto)

Admettons alors que, au départ, w soit tel que ses coefficients
de Fourier donnent pour le discriminant A une valeur positive :

As1—n2(;22+b22)>0. (7)

Or nous avons vu que dans ces conditions les valeurs RO, CDO se distri-

buent selon une densité f(N,x,y) de la forme gaussienne (2) discutée plus
haut, et c’est cette expression que nous devons alors introduire dans (6). Nous
omettrons ce calcul, lequel conduit a la forme finale de Pr(9) :

2
Prob@ )ty ®yst =1, +Ar) O exleNK (Ar)’D = [(t,)cos” @ |H
010

oull,(¥) =1-1a,(t), et a, b, sont les coefficients de Fourier de w:

w(t, ) = ﬁ + i (ak (t)cosk@+b,(t)sin kqo) .

Il ne nous reste qu’a utiliser cette formule dans 1’équation de convolution (5).
On obtient alors

g 01,9 L e o
|N7TK2|:| (t,)(At)* cos’ s

wft, + .9~ A) 7
ﬁNKZD (1, A1) cos” s
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On remarquera que tout dans cette formule revient a la seule connaissance
de w. On peut alors démontrer qu’il est possible d’écrire cette équation int-
égrale sous la forme équivalente d’une équation aux dérivées partielles pour
. Nous renvoyons a {2},{4} pour les détails de cette déduction strictement
analytique, ne faisant intervenir aucune hypothése physique. Soulignons
seulement que 1’équation finale prend une forme particuliérement simple si,
au lieu de considérer w(t, ¢, nous prenons la fonction équivalente

at.P)=w(t, p=-t+y)

laquelle traduit simplement la méme distribution des phases w(t, ¢ décrite
maintenant dans le référentiel tournant avec la vitesse angulaire de la phase
d’un oscillateur non perturbé. Le sens physique devient méme plus transpa-
rent et ’on trouve :

Nk? 9° ) 9’
0 P - =
6 (0 T (U(t,tﬂ) cos™ (¢ t)) atzw(t,tlf) 3

Naturellement, il faut introduire maintenant les coefficients de Fourier de @
1 - .
@) =5+ 5 @ Ocosky + B (sinky)
T £
lesquels se raménent a ceux de @ par des formules tres simples :
a, =a, coskt—b, sinkt B, =a,sinkt +b, coskt .

On peut aussi écrire le fonctionnel 0, (7) et le discriminant A en utilisant
les coefficients de @ au lieude w :

1-1a,(t) = 1-71(a,(t)cos2t + B,(f)sin 2t),

= 1—n622+b22) = 1—7'[622"'1322).

0, @)

>
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Retournons a 1’équation (6) et admettons qu’a un certain instant la distri-
bution w (ou @) des phases de I’ensemble soit telle que le discriminant
prenne des valeurs négatives :

Asl—n(zj+b22)<o. 9)

Nous avons vu que la densité de probabilité f posséde maintenant une
structure géométrique trés différente et qu’au voisinage de la transition
A>0 « - A<O0 elle prend méme des valeurs négligeables sauf au voisinage
de deux points parfaitement définis par la théorie. Il nous faut donc reprendre
le calcul antérieur, en introduisant maintenant en (6) I’expression (3) de f. A
I’instar de ce qui a été fait plus haut, nous laisserons de coté les détails et
présentons simplement le résultat final, a savoir, 1’équation aux dérivées par-
tielles qui régit 1’évolution de 1’ « état » de ’ensemble de N oscillateurs
décrit en utilisant la distribution &U des phases. (Rappelons que  n’est autre
que la distribution des phases dans le référentiel tournant avec la phase non
perturbée) :

N, ) jwz ) cos@-1) = ;7w(t,w) (10)

(L <0)

ou [J, désigne un autre fonctionnel non linéaire de w, dont I’expression est
différente de celle de U, :

0,0 = B, @1'"‘72 _tgtE
JIB,) +(1-mma, )’

4 Les équations d’état de I’ensemble de N résonateurs

Nous sommes donc arrivés a deux équations aux dérivées partielles, hy-
perboliques et non linéaires, traduisant 1’état du systéme, et qui différent par
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la forme des fonctionnels non linéaires U, (w), U,(w) présents dans les

premiers membres. Elles ne sont que deux formes distinctes de la méme
équation intégrale (5), avec Pr donné par (6), chaque forme étant valable dans
des conditions physiques trés précises du systéme, c’est a dire, de la fonction
d’ «état» w (ou w).

Nous avons des raisons de croire que la structure hyperbolique de ces
équations doit étre en rapport direct avec le type d’interaction utilisé dans
notre modele physique (onde plane monochromatique). En effet, en utilisant
un mode¢le analogue qui faisait appel a une interaction du genre pulsatile (des
solitons émis par les oscillateurs a intervalles réguliers — et modulés — qui
perturbent les autres oscilatteurs par des collisions) nous avons trouvé une
équation d’état parabolique. (Pour plus de détails voir {4} )

La premiére remarque qui s’impose est que, dans le cas d’interaction
négligeable (I’amplitude K des ondes émises par les résonateurs vient alors
nulle), les deux équations se réduisent a la méme forme

%w(hlﬂ):o 0o woy)=Fy) O,

c’est a dire que 1’ensemble de la distribution des phases reste inchangé dans
le temps, tournant comme un tout avec la vitesse angulaire de la phase non
perturbée.

11 est clair aussi que la distribution des phases (décrite indifféremment par
wou @) ne peut pas rester constante. Méme si I’on admet au départ 1’égale
probabilité a priori (¢ est & dire W=wW =const = Y4, ;onaalors A=1>0 )
cette distribution change immédiatement en vertu de 1’évolution déterminée
par (5) .

Par ailleurs, un raisonnement trivial de symétrie analytique permet de
conclure que w et wsont des fonctions périodiques non seulement de
période 277, mais aussi de période 77. Il en découle, en particulier, que les
phases des N résonateurs ne pourront jamais se concentrer autour d’une seule
valeur mais que, si cela arrive, alors une concentration identique existera aus-
si en opposition de phase avec le méme nombre d’oscillateurs. On doit
d’ailleurs s’attendre a ce que de telles concentrations de phase aient lieu au
cours du temps : En effet, en introduisant la série de Fourier de ¢ dans I’
équation (8) on peut conclure a la possibilité d’un « transfert » des intensités
des coefficients de Fourier vers les hautes fréquences, ce qui en général tra-



Modéle Mathématique et Catastrophe 539

duit I’existence de « bosses » dans la forme géométrique des fonctions déve-
loppées en séries de Fourier.

11 faut souligner que les deux équations d’ « état » (8) et (10) différent non
seulement par I’expression des fonctionnels non linéaires U,, 0, mais aussi
par les parametres N et K présents dans les premiers membres. Rappelons
que N»1 est le nombre de résonateurs de I’ensemble et que K «1 est
I’amplitude de 1’onde entretenue et émise par chaque résonateur. On peut
donc considérer N comme la « dimension » de I’ensemble et K comme me-
surant 1’interaction existant entre les résonateurs de I’ensemble. En prenant
alors la seule équation (8), on voit que les parametres N et K s’y trouvent
par le moyen de leur produit Nk* : On peut alors conclure a une sorte de
« compensation » mutuelle entre N et K , en ce sens que 1’état (w ou son
équivalent o) et les propriétés physiques seraient les mémes pour deux en-
sembles analogues différant par les valeurs de N et K , pour autant que le
produit Nk? soit le méme pour les deux ensembles. Une conclusion identi-
que est aussi valable quand on considére 1’équation (10) (c’est a dire, le cas
A <0 ), a la seule différence que 1’on doit considérer maintenant le produit
N’k? au lieu de Nk’ .

Reste que le fait le plus important concernant 1’ordre de grandeur des pa-
rameétres dans les deux équations est la multiplication par N quand on passe
de (8) a (10), c’est a dire, lorsque (et si) dans son évolution au cours du temps
la fonction d’état de ’ensemble

w(t, ) = ﬁ + i (a, (t) cos kg + b, (t) sin k)

(ou son équivalent ) prend des valeurs telles que A=1- 7T(122 + bzz) cesse

d’étre positif. Ce passage abrupt (la catastrophe que nous voulions suivre
déterministiquement) s’accompagne donc d’une intensité accrue dans 1’effet
physique, laquelle est de ’ordre de la « dimension » N de I’ensemble, et il
faut souligner que méme si Nk’ est petit, N’k ’peut avoir des valeurs non
négligeables.
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