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1 Introduction

Dans la litt�rature de syst�mes dynamiques on trouve souvent des expres-
sions diff�rentes lesquelles semblent traduire des situations physiques dont
on peut raisonnablement garantir, sinon lÕidentit� compl�te, du moins une
profonde affinit�. Tel est le cas, par exemple, des concepts de bifurcation,
transition de phase, catastrophe, morphog�n�se, etc, lesquels semblent recou-
vrir um m�me type de ph�nom�nes o� un effet quantitativement (et m�me
qualitativement) diff�rent fait soudainement son apparition sans que lÕon sa-
che le rattacher dÕune fa�on d�terministe � lÕ�volution naturelle qui le
pr�c�de (ou lui succ�de) imm�diatement. Dans la plupart des cas, ce change-
ment v�ritablement ÒinattenduÓ de lÕ�tat du syst�me se manifeste soit par une
intensit� accrue dÕune certaine grandeur physique, soit par lÕ�mergence dÕun
effet physique nouveau, modifiant la nature m�me du syst�me.

Comme exemple de ce que nous venons de dire, nous pouvons citer le cas
des crises dÕ�pilepsie, lequel se trouve d�crit dans la figure 1 dans sa version
plus b�nigne du ÇÊpetit malÊÈ bien connu en neurologie. On y voit que la crise
fait appara�tre soudainement une onde �lectrique r�guli�re de haute intensit�,
en opposition nette � la vibration indifferenci�e et de basse amplitude qui est
de r�gle la plupart du temps. Cette vibration, que dans un mod�le n�cessai-
rement simplifi� on peut identifier � la superposition dÕun tr�s grand nombre
dÕondes �lectriques identiques � tr�s faible amplitude et phase (apparemment)
al�atoire, voit ces m�mes phases subir soudainement une modification radi-
cale de leur distribution, amenant pendant quelque temps un effet physique
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r�gulier et de haute �nergie qui est typique de ces ph�nom�nes. LÕ�tat de ce
syst�me passe ainsi par un changement radical, de telle sorte quÕon peut se
demander sÕil doit �tre math�matiquement d�crit par la succession de solu-
tions diff�rentes dÕune m�me ÇÊ�quation dÕ�tatÈ (encore sÕagit-il de la trou-
ver), ou bien si lÕon doit envisager lÕexistence de deux ÇÊ�quations dÕ�tatÊÈ
intrins�quement diff�rentes, qui se succ�deraient selon un m�canisme de cau-
salit� r�ciproque quÕil nous faut d�couvrir. De toutes fa�ons, et ind�pendem-
ment du m�canisme sousjacent, lÕexplication qui a cours dans ce genre de
ph�nom�nes est g�n�ralement donn�e par voie ÒheuristiqueÓ, en postulant un
brusque changement de la valeur de certains param�tres introduits Òad hocÓ
dans la description du syst�me.

Fig. 1. Crise de ÇÊpetit malÊÈ. (AbscisseÊ: temps em centi�mes de seconde. Ordonn�eÊ:
diff�rence de potenciel �lectrique em mV)

A lÕoppos� dÕune telle d�marche, nous allons dans ce qui suit pr�senter un
syst�me physique o� a lieu une ÒcatastropheÓ et la d�crire au moyen dÕun
mod�le d�terministe. Nous voulons dire par l� quÕil sera possible de conna�tre
non seulement les conditions exactes qui r�glent lÕ�tat du syst�me avant et
apr�s la discontinuit� physique, mais aussi le lien de causalit� qui permet
dÕ�tablir cette succession. Plus pr�cis�ment, nous allons d�duire deux �qua-
tions dÕ�tat du syst�me (lÕune valable avant et lÕautre apr�s la transition) et
�tablir les conditions math�matiques rigoureuses traduisant le m�canisme
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d�terministe par lequel la premi�re vient remplac�e lÕautre (et r�ciproque-
ment).

Le syst�me que nous prendrons est constitu� par un tr�s grand nombre N
de r�sonateurs identiques, chacun dÕeux �tant le si�ge dÕune onde continue
dont la phase est �gale � celle de son propre r�sonateur. LÕamplitude (tr�s
faible) et la fr�quence sont les m�mes pour tout r�sonateur. Il sÕensuit que
chaque r�sonateur est perturb� par la superposition de ces NN ≅−1  ondes
identiques, amenant par l� un changement de sa propre phase. CÕest
lÕ�volution temporelle de la valeur des phases de lÕensemble des N r�sona-
teurs (d�crite, conmme on le verra par la suite, par une ÇÊfonction dÕ�tatÊÈ de
la forme  ),( φωω t= ) que nous allons �tudier, en d�duisant lÕÊÇÊ�quation

dÕ�tatÊÈ � laquelle elle ob�it.
Nous trouverons alors deux �quations au lieu dÕune (ou plut�t, deux equa-

tions aux d�riv�es partielles distinctes, d�rivant dÕune m�me �quation int-
�grale), et cela en cons�quence dÕun  r�sultat d� � Rayleigh  concernant les
propri�t�s dÕune superposition dÕun grand nombre dÕondes sinusoidales iden-
tiques (m�me fr�quence et m�me amplitude Ð tr�s petite), situation qui nous
ram�ne directement au mod�le que nous utilisons ici.  LÕamplitude R et la
phase Φ de cette superposition d�pendent naturellement de la valeur des pha-
ses des N vibrations �l�mentaires, et si celles-ci sont quelconques (cÕest �
dire, si elles poss�dent Ð comme le supposait Rayleigh dans sa d�monstration
Ð �gale probabilit� a priori) alors on trouve naturellement une probabilit�

),,( ΦRNf  gaussienne r�gissant les valeurs de R et Φ . Mais si tel nÕest pas

le cas Ð et non seulement ),( φωω t= ne sera pas constante  au cours du

temps, mais cÕest m�me lÕ�quation qui r�git ce changement au cours du
temps quÕil sÕagit de d�duire ici  - alors ),,( ΦRNf se trouve avoir des pro-

pri�t�s bien plus riches et quelque peu inattendues. Plus exactement, on trou-
vera que sa forme g�om�trique est de deux types bien distincts, selon que les
phases ),( φωω t=  poss�dent ou non une certaine propri�t� Ð voir les in�ga-

lit�s (7) et (9). Ce sont ces deux formes diff�rentes de la m�me fonction f qui,
introduites dans le m�me raisonnement, aboutissent � deux formes distinctes
pour lÕ�quation dÕ�volution de ω . DÕo� le m�canisme d�terministe pour la
description de la catastropheÊ: Une seule et simple formule Ð lÕ�quation (5) -
d�crit le ph�nom�ne aussi bien avant quÕapr�s la cartastropheÊ; mais elle fait
intervenir une certaine fonction ),,( ΦRNf  laquelle, dans des conditions tr�s

pr�cises d�termin�es par la ÇÊfonction dÕ�tatÊÈ ),( φωω t= , change radicale-

ment de propri�t�s g�om�triques, de telle sorte que cette unique �quation de
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convolution (5) prend alors deux formes diff�rentes selon le cas (cÕest la
d�duction de lÕavant dernier paragraphe ).

2 Le Th�or�me de Rayleigh

Le r�le jou� par ce r�sultat {1} �tant d�cisif dans les d�ductions qui vont
suivre, il nous semble utile de commencer par exposer en quoi il consiste et
quelles sont ses cons�quences lorsquÕon le g�n�ralise hors du cas consid�r�
par Rayleigh.

Soient alors NÈ1 vibrations sinusoidales, toutes avec la m�me p�riode
π2 et m�me amplitude 1Çκ Ê: La superposition de ces N ondes,

∑
=

Φ+−=Φ+−
N

j

ttR
1

)sin()sin( κ , sera une vibration (non sinusoidale) avec

la m�me p�riode et dont lÕamplitude R et la phase Φ  d�pendront des phases
des vibrations �l�mentaires qui la composent. Nous supposerons que les va-
leurs jψ des phases de ces vibrations se distribuent selon une certaine densit�

)(ψΩ . (Dans la formulation originelle de Rayleigh, on a partout lÕ�gale pro-

babilit� des phasesÊ: 1)2( −==Ω πconst ). Chaque superposition des N vi-

brations �l�mentaires fixera ainsi une paire de valeurs Φ,R , que nous pren-
drons comme coordonn�es polaires dans un plan cart�sien

Φ=Φ= sin,cos RyRx  et, inversement, tout point x,y de ce plan repr-

�sente une superposition des N  vibrations �l�mentaires. Si lÕon consid�re
alors un grand nombre n de superpositions possibles des N  vibrations
�l�mentaires, ces n points repr�sentatifs se distribueront dans le plan (x,y)
selon une certaine densit� f(N,x,y), en ce sens que n.f(N,x,y) dx dy  est le

nombre de ces superpositions dont lÕamplitude 
22 yxR ++=  et phase

( )x
ytg 1−=Φ  se trouvent dans la voisinage dx.dy du point x,y. Nous remar-

querons ce qui peut sembler une trivialit�, � savoir, que f(N,x,y)=0 pour

κNyxR >+= 22
, cÕest � dire que lÕamplitude R ne peut en aucun cas

�tre sup�rieure � κN , correspondant au cas particulier o� toutes les vibra-
tions �l�mentaires seraient en phase.  Nous verrons par la suite toute
lÕimportance de cette remarque lorsque f aura une forme g�om�trique non
�vanescente pour les grandes valeurs de R.
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Fig. 2

Supposons alors quÕ� chacune des n superpositions on ajoute une vibration
�l�mentaire de la forme )sin( ψκ +−t , o� les valeurs de la diff�rence de

phase ψ  se distribuent selon une certaine densit� )(ψΩ . Il est clair que par-

mi les n superpositions (des N vibrations �l�mentaires) celles qui se trouve-
ront avoir, apr�s cette op�ration, des valeurs de R,Φdans le voisinage dx.dy
du point x,y seront celles dont le point repr�sentatif x',y' se trouve sur le cer-
cle centr� en (x,y) et  de rayon κ  (cÕest  � dire,

,sin,cos ψκψκ ′+=′′+=′ yyxx )Ê: il suffit, en effet, dÕajouter une onde

�l�mentaire, avec la valeur particuli�re ′ +ψ π de sa phase (voir figure 2).
Rappelons que le nombre de superpositions (de N vibrations �l�mentaires)
dont le point repr�sentatif se trouve � lÕint�rieur de dx'dy' est donn� par
n.f(N,x',y')dx'dy' et, par cons�quent, parmi ceux-ci seul un certain nombre

ψψ ′′Ω d)(  donnera lieu � une superposition finale ( de N+1 vibrations

�l�mentaires) avec point en dx.dy. Pour obtenir alors le nombre de superpo-
sitions (avec N composantes) aboutissant � des superpositions (avec N+1
composantes) avec point repr�sentatif en dx.dy, il suffit de prendre tous les
points repr�sentatifs x'y' sur le cercle centr� en x,y et de rayon κ , et int�grer
sur toutes les valeurs )2,0( πψ ∈′  de la phase :  
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∫ ′′Ω′+=′′+=′=

=+
π
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dyyxxNfdxdyn

yxNfdxdyn

 .

Puisque  N>>1 on peut �crire
N

yxNf
yxNfyxNf

∂
∂+≅+ ),,(

.1),,(),,1( .

Et en introduisant dans lÕint�grale le d�veloppement de f(N,x',y') en puissan-
ces de 1<<κ  , on trouve
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Si lÕon introduit maintenant la s�rie de Fourier de la fonction )(ξΩ ,

( )∑
=

++≡Ω
N

k
kk kk

1

sincos
2

1
)( ξβξα

π
ξ  ,

avec

α
π

β
π

π π

k ks ks ds s ks ds≡ ≡∫ ∫
1 1

0

2

0

2

Ω Ω( ) cos , ( )sin  ,

on voit que les int�grales pr�sentes dans lÕ�quation sÕ�crivent:

1

2

0

sin)( βπξξξ
π

=Ω∫ d 1

2

0

cos)( απξξξ
π

=Ω∫ d

( )24
1

2

0

2
2
1 1cos)( απξξξ

π

+=Ω∫ d   ( )24
1

2

0

2
2
1 1sin)( απξξξ

π

−=Ω∫ d .
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2

2

0
2

cossin)( βπξξξξ
π

=Ω∫ d

DÕo� la forme finale de lÕ�quation aux d�riv�es partielles � laquelle doit
satisfaire  f(N,x,y):

( )

( )
y
f

x
f

y

f

yx
f

x

f
N
f

∂
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Naturellement, la distribution f(N,x,y) doit aussi ob�ir aux conditions de
normalisation et aux limites :

1),,(
,

=∫
yx

dxdyyxNf  
N

f N x y x y
→

=
0

lim ( , , ) ( , )δ .

Rappelons que Rayleigh supposait implicitement 1)2( −=Ω π , de sorte

que la d�duction simplifi�e aboutissait � une �quation de diffusion,

2

2

2

2

2

4

y

f

x

f

N

f

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

κ
,

avec 




 +−= 2

22

2 exp
1

),,(
κπκπ N

yx

N
yxNf

LÕint�gration de lÕ�quation g�n�ralis�e se fait par les m�thodes habituelles
en EDP lin�aires avec coefficients constants, et nous nous bornerons ici �
pr�senter le r�sultat final. (Pour les d�tails, voir {2}). Le trait essentiel est que
cette int�gration se fait diff�remment selon le signe du discriminant
∆ ≡ − +( )1 2

2

2

2

2π α β . En effet, si ∆ > 0 , on trouve pour f(N,x,y)  la forme
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En admettant que 011 >a ( a11 et a22  ne pouvant �tre n�gatifs en m�me

temps), on peut aussi �crire
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En proc�dant alors � un changement lin�aire et homog�ne de variables
YXyx ,, ←→  tel que

( ) 2

11

2
1222112

11

2
12112

22
y

a

aaa
Y

a

yaxa
X

−≡+≡ ,

on voit que f  poss�de la forme gaussienneÊ

f N x y
N

X Y( , , ) exp= − +[ ]{ }1
2

2 2

πκ ∆

illustr�e dans la figure 3 .
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z
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x

Fig. 3. Distribution gaussienne.

En particulier, la probabilit� f(N,x,y), qui est �vanescente pour les valeurs

croissantes de 
22 yxR += , poss�de un seul maximum � lÕorigine x=y=0,

et prend la m�me valeur sur chaque ellipse

constCyaxyaxayxYyxX ==++≡+ 2
222

1
12

2
112

122 ),(),(

Le cas a11 0>  est en tout  identique, conduisant aussi � une forme gaus-
sienne pour f(N,x,y).

Mais si lÕon a ( ) 01 2
2

2
2

2 <+−≡∆ βαπ , nous sommes conduits � une so-

lution intrins�quement distincte pour f(N,x,y). Plus exactement, on trouve

alors pour lÕexpression analytique de f(N,x,y) dans tout le plan 2, Ryx ∈
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Puisque a11 et a22  ne peuvent pas �tre simultan�ment positifs, on peut
alors proc�der au changement lin�aire et homog�ne de variables

    
( ) 2

11

2
1222112

11

2
12112

22
y

a

aaa
Y

a

yaxa
X

−
≡+≡

(ceci en supposant que a11 0> ; le cas a22 0>  est identique), ce qui permet
dÕ�crire

{ }22exp),,( YX
N

Const
yxNf +−= .

Fig. 4. Distribution hyperboloique (NBÊ: f=0 pour κNyxR >+= 22
) 

Il sÕagit ici (voir figure 4) dÕun hyperboloide avec un point selle � lÕorigine
des coordonn�es x=y=0. Les lignes dÕ�quiprobabilit� sont maintenant donn-
�es par les hyperboles

constCyaxyaxayxYyxX ==++≡+− 2
222

1
12

2
112

122 ),(),(
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Pour C=0 on trouve les deux asymptotes, et pour C>0 (resp. C<0) f prend
des valeurs croissantes (resp. d�croissantes) pour C croissant (resp. d�crois-
sant.

Le cas ∆ ≡ − +( )1 2

2

2

2

2π α β  n�gatif et proche de z�ro est particuli�rement

int�ressant, avec f(N,x,y) prenant des valeurs significatives uniquement dans
la r�gion tr�s petite situ�e entre les asymptotes, avec toutes les hyperboles
dÕ�quiprobabilit� approchant lÕaxe OY. Dans ces conditions, f aura deux
maxima sur les intersections de lÕaxe OY avec le cercle de rayon Nκ  . Cette
conclusion d�coule de la remarque faite plus haut, concernant lÕimpossibilit�
stricte pour une superposition de N vibrations dÕamplitude κ  dÕavoir une
amplitude sup�rieure � Nκ  (cÕest � dire que f(N,x,y)=0 pour

222 )( κNyx >+ ). Ce fait, qui ne portait pas � cons�quence alors que f

avait la forme gaussienne, (avec des valeurs �vanescentes pour x,y loin de
lÕorigine), est ici dÕune importance capitaleÊ:

Fig. 5 . Distribution hyperboloique (� la limite  1Ç,0 ∆<∆ )

Puisque la probabilit� f doit �tre normalis�e dans le cercle

( )222 κNyx ≤+ ,

il sÕensuit que les maxima de f doivent �tre tr�s accus�s et que  f est prati-
quement n�gligeable ailleurs (voir figure 5).  Signalons encore que pour ∆
n�gatif mais non n�cessairement proche de z�ro, les consid�rations que nous
venons de faire concernant les maxima de f plac�s � lÕintersection de OY
avec le cercle de rayon Nκ  demeurent encore valables, � cette diff�rence
pr�s quÕils ne seront pas aussi accus�s (voir figure 4)
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La conclusion de ce qui pr�c�de est que le changement de signe de ∆ est
associ� � un brusque changement des propri�t�s de la probabilit� qui r�git la
superposition dÕun grand nombre de vibrations identiques. Cette
ÇÊcatastropheÊÈ sera capitale dans le mod�le physique que nous allons expo-
ser, et cÕest elle qui sera responsable des deux formes diff�rentes (8) et (10)
de la m�me �quation dÕ�tat (5) dÕun ensemble de NÈ1 r�sonateurs, comme
nous allons voir dans ce qui suit.

3 Le mod�le physique

Comme il a �t� dit dans lÕIntroduction, le syst�me physique que nous al-
lons utiliser est constitu� par un tr�s grand nombre NÈ1 de r�sonateurs. Ce
terme est employ� couramment pour d�signer un oscillateur qui �met (et en
m�me temps entretient) une onde sinusoidale � faible amplitude et dont la
phase φ  se trouve �tre � chaque instant �gale � celle de lÕoscillateur lui-

m�me. On pourrait pousser un peu plus loin le d�tail et prendre comme mod-
�le math�matique pour ce r�sonateur un simple oscillateur lin�aire (naturel-
lement perturb� par des forces ext�rieures) auquel serait coupl� un m�ca-
nisme automatique du genre des syst�mes dÕ�chappement des horloges {3}.
Ce m�canisme nÕaurait dÕautre fonction que dÕagir p�riodiquement (par
exemple, � chaque fois que lÕon aurait 0=φ  pour la phase de lÕoscillateur)

en ramenant instantan�ment lÕamplitude de lÕoscillateur � sa valeur non per-
turb�e, tout en gardant la valeur de la phase.  De cette fa�on, une certaine
stabilit� est introduite dans le mod�le physique du r�sonateur laquelle a sur-
tout lÕavantage dÕidentifier lÕ�tat de lÕoscillateur � la seule valeur de sa phase

φ , ind�pendemment de son amplitude, oblig�e ainsi � demeurer toujours �

lÕint�rieur dÕun petit voisinage de sa valeur non perturb�e. On comprend que
par ce d�tour on puisse alors identifier lÕ�tat de NÈ1 r�sonateurs identiques au
moyen dÕune certaine ÇÊfonction dÕ�tatÊÈ, ),(),,( φωφωω ttN == , le nombre

de ceux-ci dont la phase � lÕinstant t se trouve avoir la valeur φ  �  φd  pr�s

�tant �gal � φφω dt ),( . CÕest lÕÊÇÊ�quation dÕ�tatÊÈ du syst�me, cÕest � dire,

lÕ�quation qui r�git lÕ�volution  de ω  au cours du temps, que nous allons
d�duire ici.

Consid�rons alors un ensemble de NÈ1 r�sonateurs identiques en interac-
tion par le moyen des ondes stationnaires sinusoidales dont ils sont le si�ge.
LÕoscillateur n¼ j vient alors perturb� par une onde due � la superposition des
ondes �mises (et entretenues) par les autres oscillateurs, cÕest � dire quÕil ob-
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�it presque partout (sauf lors des instants o� sa phase prend la valeur 0=jφ ),

� lÕ�quation

)sin())(sin(

sinsin)(

Φ+−≡++−≡

=≈≡=+

∑
∑∑

≠

tRtt

tFxx

n
n

n
n

jn
n

φκ

φκφκ&&

(4)

On voit alors appara�tre clairement le r�le jou� par le th�or�me de
Rayleigh dans cette th�orieÊ: Les phases des N oscillateurs �tant distribu�es
selon ω φ( , )t , il nous faut calculer la probabilit� pour la superposition des

1−≈ NN  ondes dÕavoir certaines valeurs 00 ,ΦR  pour son amplitude et sa

phase, ce qui est pr�cis�ment donn� par la fonction de Rayleigh
)sin,cos,( Φ=Φ= RyRxNf �tudi�e plus haut, la distribution ω  rem-

pla�ant maintenant la fonction Ω utilis�e dans le paragraphe ant�rieur. En

fait, le raisonnement se r�duit pour lÕessentiel � une propri�t� de convolu-

tionÊ: SiÊ� lÕinstant 0t  on trouve ),(. 0 φω tN   oscillateurs avec phase φ (�

φd pr�s) , alors on aura � lÕinstant tt ∆+0 Ê:

( )
( )
∫ ∆−−==∆+

0

00000 Pr),(),(
φ

φφφθφωφω dtttt (5)

o� )Pr(θ d�signe la probabilit� pour quÕun oscillateur quelconque (per-

turb� par les autres N-1 oscillateurs et partant de 00 )( φφ ≡= tt ) puisse avoir

� lÕinstant tt ∆+0  une certaine valeur θ  pour la diff�rence de sa phase par

rapport � sa valeur non perturb�e. (Si les deux oscilateurs partent avec m�me
condition initiale 00 )( φφ ≡= tt , lÕoscillateur non perturb� aura naturellement

la phase t∆−0φ  � lÕinstant tt ∆+0 ). Il sÕensuit que lÕexpression de

)Pr( 0 φφθ −∆−= t  d�pendra des conditions initiales 00 , tφ et de t∆ , et son

calcul fera intervenir la connaissance de la fonction de Rayleigh f et, par l�-
m�me, la distribution ω . Par la suite nous montrerons comment (5) sÕ�crit
sous la forme �quivalente dÕune �quation aux d�riv�es partielles (EDP) en
ω , lÕÊÇÊ�quation dÕ�tatÊÈ de lÕensemble de NÈ1 oscillateurs. Tout dans
lÕ�quation (5) est donc ramen� � la seule distribution ω  laquelle, introduite
dans lÕ�quation g�neralis�e de Rayleigh, peut d�terminer deux expressions
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distinctes pour f et conduire ainsi � deux EDP distinctes. R�sumons alors ce
calculÊ:

La dif�rence de phase φφθ −≡
~

 � lÕinstant  tt ∆+0 de deux oscillateurs

avec la m�me condition initale 00 )( φφ ≡= tt , o� lÕun deux est non perturb�

et lÕautre est perturb� par la superposition )sin( 00 Φ+−tR des N-1 ondes

dues aux autres oscillateurs, sÕobtient par un calcul �l�mentaire sur lÕ�quation
(4) et lÕon trouve

( ) ( )00000000'0 ,;,,cossin
~

Φ∆+=≡ΦΦ+−∆=− RtttttRt φθφφ

avec )(),( 0000 ttRR Φ≡Φ≡ . Or nous avons vu plus haut que les valeurs

00 ,ΦR se distribuent selon une densit� f(N,x,y), de sorte que la densit� de

probabilit� pour la diff�rence de phase θ  est donn�e par

( )( ) ∫∫=∆+=Φ⋅
D

dxdyyxNfttttobd ),,(;,Pr 000θθ ,

le domaine D dÕint�gration �tant fix� par

( ){ }









Φ∆
+≤−≤

Φ∆
=

=+≤Φ∆+=Φ≤≡

0
00

0

00000

cos
sincos

cos
:,

,;;,:,

t
d

txty
t

yx

dRttttyxD

θθθ

θθθθ

Nous voyons donc appara�tre la formule donn�e plus haut pour θ  dans la
d�finition du domaine dÕint�gration qui conduit � la d�termination de )Pr(θ .

NB: Rappelons que : dxdyRyRxNf )sin,cos,( 0000 Φ=Φ= ,

avec     00000 sincos ΦΦ−Φ= RddRdx   , 00000 cossin ΦΦ+Φ= RddRdy

est la probabilit� pour que lÕamplitude et la phase de la superposition des N
ondes poss�dent des valeurs dans les intervalles ( )000 , dRRR +  et

( )000 , Φ+ΦΦ d .
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On peut donner une forme �quivalenteÊ� lÕint�grale du second membre, �
savoirÊ:

( )( )

∫
∞+

∞− Φ∆
+=

Φ∆
=

=∆+=Φ

dx
tt

ttgxyxNf
tt

d

ttttobd

)
coscos

,,(
coscos

;,Pr

00
0

00

000

θθ

θθ

(6)

Admettons alors que, au d�part, ω  soit tel que ses coefficients

de Fourier donnent pour le discriminant ∆  une valeur pos i t ive Ê :

( ) 01 2
2

2
2

2 >+−≡∆ baπ . (7)

Or nous avons vu que dans ces conditions les valeurs 00 ,ΦR se distri-

buent selon une densit� f(N,x,y) de la forme gaussienne (2) discut�e plus
haut, et cÕest cette expression que nous devons alors introduire dans (6). Nous
omettrons ce calcul, lequel conduit � la forme finale de )Pr(θ Ê:

( )( ) 
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ttN

ttttob

o� )(1)( 21 tat π−≡℘ , et kk ba ,  sont les coefficients de Fourier de ω :

( )∑
∞

=

++≡
1
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2

1
),(

k
kk ktbktat φφ

π
φω  .

Il ne nous reste quÕ� utiliser cette formule dans lÕ�quation de convolution (5).
On obtient alors

  ∫ 


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κπ

ωφω .
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On remarquera que tout dans cette formule revient � la seule connaissance
de ω . On peut alors d�montrer quÕil est possible dÕ�crire cette �quation int-
�grale sous la forme �quivalente dÕune �quation aux d�riv�es partielles pour
ω . Nous renvoyons � {2},{4} pour les d�tails de cette d�duction strictement
analytique, ne faisant intervenir aucune hypoth�se physique. Soulignons
seulement que lÕ�quation finale prend une forme particuli�rement simple si,
au lieu de consid�rer ω φ( , )t , nous prenons la fonction �quivalente

 ),(),( ψφωψϖ +−=≡ ttt

laquelle traduit simplement la m�me distribution des phases ω φ( , )t  d�crite
maintenant dans le r�f�rentiel tournant avec la vitesse angulaire de la phase
dÕun oscillateur non perturb�. Le sens physique devient m�me plus transpa-
rent et lÕon trouveÊ:

( ) ),()(cos),()(
6 2

2
2

2

2

1

2

ψϖ
∂
∂ψψϖ

ψ∂
∂κ

t
t

ttt
N =−℘   (8)    

Naturellement, il faut introduire maintenant les coefficients de Fourier de ϖ

( )∑
∞

=

++≡
1

sin)(cos)(
2

1
),(

k
kk ktktt ψβψα

π
ψϖ

lesquels se ram�nent � ceux de ω  par des formules tr�s simplesÊ:

ktbktaktbkta kkkkkk cossinsincos +=−= βα .

On peut aussi �crire le fonctionnel )(1 t℘  et le discriminant ∆  en utilisant

les coefficients de ϖ  au lieu de ω Ê:

( )tttttat 2sin)(2cos)(1)(1)( 2221 βαππ +−=−≡℘ ,

( ) ( )2
2

2
2

2
2

2
2 11 βαππ +−=+−≡∆ ba .
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Retournons � lÕ�quation (6) et admettons quÕ� un certain instant la distri-
bution ω  (ou ϖ ) des phases de lÕensemble soit telle que le discriminant
prenne des valeurs n�gativesÊ:

( ) 01 2
2

2
2 <+−≡∆ baπ  . (9)

Nous avons vu que la densit� de probabilit� f poss�de maintenant une
structure g�om�trique tr�s diff�rente et quÕau voisinage de la transition

00 <∆←→>∆  elle prend m�me des valeurs n�gligeables sauf au voisinage
de deux points parfaitement d�finis par la th�orie. Il nous faut donc reprendre
le calcul ant�rieur, en introduisant maintenant en (6) lÕexpression (3) de f . Ë
lÕinstar de ce qui a �t� fait plus haut, nous laisserons de c�t� les d�tails et
pr�sentons simplement le r�sultat final, � savoir, lÕ�quation aux d�riv�es par-
tielles qui r�git lÕ�volution de lÕÊÇÊ�tatÊÈ de lÕensemble de N oscillateurs
d�crit en utilisant la distribution ϖ des phases. (Rappelons que ϖ  nÕest autre
que la distribution des phases dans le r�f�rentiel tournant avec la phase non
perturb�e)Ê:

( ) ),()(cos),()(
2

2
2

2

2
2

2
22 ψϖ

∂
∂ψψϖ

ψ∂
∂κ t

t
tttN =−℘ (10)

)0( <∆

o� 2℘  d�signe un autre fonctionnel non lin�aire de ω , dont lÕexpression est

diff�rente de celle de 1℘ Ê:
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2
2

2
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απβπ
βπ

4 Les �quations dÕ�tat de lÕensemble de N r�sonateurs

Nous sommes donc arriv�s � deux �quations aux d�riv�es partielles, hy-
perboliques et non lin�aires, traduisant lÕ�tat du syst�me, et qui diff�rent par
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la forme des fonctionnels non lin�aires )(),( 21 ωω ℘℘  pr�sents dans les

premiers membres. Elles ne sont que deux formes distinctes de la m�me
�quation int�grale (5), avec Pr donn� par (6), chaque forme �tant valable dans
des conditions physiques tr�s pr�cises du syst�me, cÕest � dire, de la fonction
dÕÊÇ�tatÊÈ ω  (ou ϖ ).

Nous avons des raisons de croire que la structure hyperbolique de ces
�quations doit �tre en rapport direct avec le type dÕinteraction utilis� dans
notre mod�le physique (onde plane monochromatique). En effet, en utilisant
un mod�le analogue qui faisait appel � une interaction du genre pulsatile (des
solitons �mis par les oscillateurs � intervalles r�guliers Ð et modul�s Ð qui
perturbent les autres oscilatteurs par des collisions) nous avons trouv� une
�quation dÕ�tat parabolique. (Pour plus de d�tails voir {4} )

La premi�re remarque qui sÕimpose est que, dans le cas dÕinteraction
n�gligeable (lÕamplitude κ  des ondes �mises par les r�sonateurs vient alors
nulle), les deux �quations se r�duisent � la m�me forme

tFtt
t

∀≡⇒= )(),(0),(2

2

ψψϖψϖ
∂
∂

,

cÕest � dire que lÕensemble de la distribution des phases reste inchang� dans
le temps, tournant comme un tout avec la vitesse angulaire de la phase non
perturb�e.

Il est clair aussi que la distribution des phases (d�crite indiff�remment par
ω ou ϖ ) ne peut pas rester constante. M�me si lÕon admet au d�part lÕ�gale
probabilit� a priori (cÕ est � dire πϖω 2

1=== const Ê; on a alors 01 >=∆   )

cette distribution change imm�diatement en vertu de lÕ�volution d�termin�e
par (5) .

Par ailleurs, un raisonnement trivial de sym�trie analytique permet de
conclure que ω  et ϖ sont des fonctions p�riodiques non seulement de
p�riode π2 , mais aussi de p�riode π. Il en d�coule, en particulier,  que les
phases des N r�sonateurs ne pourront jamais se concentrer autour dÕune seule
valeur mais que, si cela arrive, alors une concentration identique existera aus-
si en opposition de phase avec le m�me nombre dÕoscillateurs. On doit
dÕailleurs sÕattendre � ce que de telles concentrations de phase aient lieu au
cours du tempsÊ: En effet, en introduisant la s�rie de Fourier de ϖ dans lÕ
�quation (8) on peut conclure � la possibilit� dÕun ÇÊtransfertÊÈ des intensit�s
des coefficients de Fourier vers les hautes fr�quences, ce qui en g�n�ral tra-
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duit lÕexistence de ÇÊbossesÊÈ dans la forme g�om�trique des fonctions d�ve-
lopp�es en s�ries de Fourier.

Il faut souligner que les deux �quations  dÕÊÇÊ�tatÊÈ (8) et (10) diff�rent non
seulement par lÕexpression des fonctionnels non lin�aires 21, ℘℘  mais aussi

par les param�tres N et κ  pr�sents dans les premiers membres. Rappelons
que NÈ1 est le nombre de r�sonateurs de lÕensemble et que κ Ç1 est
lÕamplitude de lÕonde  entretenue et �mise par chaque r�sonateur. On peut
donc consid�rer N comme la ÇÊdimensionÊÈ de lÕensemble et κ  comme me-
surant lÕinteraction existant entre les r�sonateurs de lÕensemble.  En prenant
alors la seule �quation (8), on voit que les param�tres N et κ  sÕy trouvent

par le moyen de leur produit 2κN Ê: On peut alors conclure � une sorte de
ÇÊcompensationÊÈ mutuelle entre N et κ , en ce sens que lÕ�tat (ω  ou son
�quivalent ϖ ) et les propri�t�s physiques seraient les m�mes pour deux en-
sembles analogues diff�rant par les valeurs de N et κ , pour autant que le

produit 2κN soit le m�me pour les deux ensembles. Une conclusion identi-
que est aussi valable quand on consid�re lÕ�quation (10) (cÕest � dire, le cas

0<∆  ), � la seule diff�rence que lÕon doit consid�rer maintenant le produit
22κN  au lieu de 2κN .

Reste que le fait le plus important concernant  lÕordre de grandeur des pa-
ram�tres dans les deux �quations est la multiplication par N quand on passe
de (8) � (10), cÕest � dire, lorsque (et si) dans son �volution au cours du temps
la fonction dÕ�tat de lÕensemble

( )∑
∞

=

++≡
1

sin)(cos)(
2

1
),(

k
kk ktbktat φφ

π
φω

(ou son �quivalent ϖ ) prend des valeurs telles que ( )2
2

2
21 ba +−≡∆ π  cesse

dÕ�tre positif.  Ce passage abrupt (la catastrophe que nous voulions suivre
d�terministiquement) sÕaccompagne donc dÕune intensit� accrue dans lÕeffet
physique, laquelle est de lÕordre de la ÇÊdimensionÊÈ N de lÕensemble, et il

faut souligner que m�me si 2κN est petit, 22κN peut avoir des valeurs non
n�gligeables.
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