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RÉSUMÉ. La question de savoir si on peut déterminer un spineur
connaissant les tenseurs sans dérivation de la théorie de Dirac a été
étudiée par plusieurs auteurs. Nous proposons ici une méthode al-
gébrique basée sur la représentation du spineur comme élément de C2

(dans le cas d’un spineur de Pauli), ou d’un élément de C4 (dans le cas
d’un spineur de Dirac). Cette méthode conduit de façon naturelle á la
construction d’un fibré de Hopf au-dessus de l’algèbre des observables.

ABSTRACT. A spinor has bilinear covariants (the observables) satisfy-
ing certain quadratic equations called Fierz identities. These identities
are sufficient to reconstruct a Dirac spinor from its bilinear covari-
ants, up to a phase factor. We use algebraic method to recover the
spinor from its bilinear covariants for the Clifford algebras Cl3, Cl4
and Cl(1,3). This method leads in a natural way to the Hopf fibrations

S1 → S3 → S2 and S3 → S7 → S4 for the Euclidean cases.

1 Introduction

L’équation de Dirac, en utilisant l’algèbre de Cliford Cl1,3 de l’espace-
temps de Minkowski s’écrit ([5], [1]),

∂Ψγ12 = mΨγ0 + qAΨ

avec
∂ = γµ∂µ; A = γµAµ, γij = γiγj

et la représentation

γ0 = γ0 =
(
I 0
0 −I

)
γk = −γk =

(
0 −σk
σk 0

)
, (1)
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les σk désignant les matrices de Pauli et Ψ une application de l’espace-
temps à valeurs dans Cl+1,3, la sous-algèbre paire de Cl1,3

Les tenseurs sans dérivée de la théorie (les observables) décrivent les
états physiques de l’électron et représentent des densités de probabilité
de certaines grandeurs telles que : la probabilité de présence, le courant
de Dirac, la vitesse de l’électron et le moment électromagnétique.

Ils sont définis en utilisant la représentation (1) par :

Jµ = Ψ†γ0γµΨ, Kµ = Ψ†γ0iγ5γµΨ

σ = Ψ†γ0Ψ, ω = Ψ†γ0γ5Ψ, Sµν = Ψ†γ0iγµνΨ

avec
γ5 = γ0123 = γ0γ1γ2γ3 et γµν = γµγν

Ce sont 16 grandeurs qui forment le scalaire σ, le vecteur courant
Jµ, le tenseur antisymétrique (bivecteur) Sµν , le vecteur spin Kµ et le
pseudo-scalaire ω ([2]). Le vecteur J est de genre temps (J2 > 0) et sa
première composante J0 représente la densité de probabilité de présence
de l’électron dans une région donnée de l’espace-temps. Lorsque J2 6= 0,
le vecteur unitaire u porté par J représente le vecteur vitesse probable de
l’électron. Le bivecteur S est la densité du moment électromagnétique.
Le vecteur K est de genre espace et définit le vecteur spin de l’électron
s = 1

2~K/
√
−K2, K2 6= 0.

Ces observables sont liées par les identités de Fierz qui sont données
par ([3]):

JµJ
µ = σ2 + ω2 = −KµK

µ, JµK
µ = 0

JµKν −KµJν = ωSµν + σ(∗S)µν avec (∗S)µν = −1
2
εµναβS

αβ

εµναβ désignant le tenseur de Levi-Civita.

La question de savoir si on peut déterminer le spineur Ψ, connaissant
les observables σ, ω,J,S,K, a été étudiée par plusieurs auteurs ([3], [4]).
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Il a été montré notamment qu’étant donné σ, Jµ, Sµν ,Kµ et ω, vérifiant
les identités de Fierz on a

Ψ = C(σ + Jµγµ +
i

4
Sµν [γµ, γν ]− iγ5K

µγµ + γ5ω)eiα (1, 0, 0, 0)T

où α est une constante arbitraire, C = 1
2

√
σ + J0 − S21 −K3. et

(1, 0, 0, 0)T désigne le transposé du vecteur unicollone correspondant.
Nous donnons ici une méthode algébrique, basée sur la représentation
du spineur comme élément de C2 dans le cas des spineurs de Pauli, ou
comme élément de C4 dans le cas des spineurs de Dirac. Cette méthode
a l’avantage de ramener le problème à celui de la résolution d’un système
d’équations d’inconnues zi ∈ C. Elle met en evidence entre autres que la
détermination du spineur ψ est faite non pas un facteur de phase près,
mais plutôt à un élément de SU(2) près. En particulier on obtient que
se donner des observables telles que σ = 1 ou ω = 1, c’est se donner un
G-fibré principal avec G = U(1) dans le cas de l’algèbre de Clifford Cl3
et G = SU(2) dans le cas de Cl1,3.

2 Inversion des spineurs de Pauli

Nous considérons l’algèbre de Clifford Cl3 de R3 muni de la métrique
euclidienne et d’une base orthonormée (e1, e2, e3).

Soit ψ un spineur de Pauli. On sait lui associer de façon unique
l’élément φ = x1 +x2e1e2 +x3e2e3 +x4e1e3 ∈ Cl+3 permettant de définir
la représentation de ψ sous la forme d’un élément de C2. Nous dirons
que le spineur ψ a pour composantes

(
x1, x2, x3, x4

)
Les observables qui sont associées au spineur sont données par

σ = ψψ̃, J = ψe3ψ̃, S = ψe1e2ψ̃, ω = ψe1e2e3ψ̃

Elles s’expriment, en fonction des composantes de φ par:

σ =
(
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2

)
(2)

ω = σe1e2e3 (3)

J = 2
(
x1x4 + x2x3

)
e1 + 2

(
x1x3 − x2x4

)
e2 + (4)

+
(
(x1)2 + (x2)2 − (x3)2 − (x4)2

)
e3

= J1e1 + J2e2 + J3e3
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S = 2
(
x1x4 + x2x3

)
e2e3 + 2

(
−x1x3 + x2x4

)
e1e3 + (5)

+
(
(x1)2 + (x2)2 − (x3)2 − (x4)2

)
e1e2

et sont reliées entre elles par les relations (Identités de Fierz)

ω2 = −σ2; J2 = σ2; e1e2e3J = S (6)

La donnée de J par ses composantes (J1, J2, J3) permet alors de déter-
miner les observables ω, σ et S.

La recherche du spineur ψ =
(
z1

z2

)
associé aux observables se ramène

alors à la résolution d’un système d’équations dans le corps C des nom-
bres complexes 

z1z̄2 + z2z̄1 = J1

iz̄2z1 − iz2z̄1 = J2

|z1|2 − |z2|2 = J3

|z1|2 + |z2|2 = σ

(7)

dont les solutions sont données par

z1 = keiα, z2 =
J1 + iJ2

2k
eiα, 2k2 = σ + J3

On a donc la conclusion

La donnée des observables σ et J(J1, J2, J3), détermine à un

facteur de phase eiα près, le spineur ψ =
1
2k

(
σ + J3

J1 + iJ2

)
eiα, qui

a la représentation matricielle

1
2k

(
σ + J3 −J1 + iJ2

J1 + iJ2 σ + J3

)
eiα

avec 2k2 = σ + J3.

Il faut noter ici que si
(
z1

z2

)
est une solution de (7), il en de même

de eiβ
(
z1

z2

)
, conduisant ainsi à la construction d’un fibré principal de

groupe structural U(1) au-dessus de l’algèbre des observables.
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Lien avec la fibration de Hopf

En considérant les équations (7), à un spineur ψ de composantes
(x1, x2, x3, x4), on a associé J de composantes (J1, J2, J3) qui sont telles
que

σ2 = 1⇐⇒ J2 = 1

L’application π : ψ 7→ J = ψe3ψ̃ est donc une application de C2 dans
R3

π(z1, z2) =
(
z1z̄2 + z2z̄1, iz̄2z1 − iz2z̄1, |z1|2 − |z2|2

)
(8)

et on vérifie sans peine que sa restriction (notée encore π) à la sphère
unité S3 de C2 est à valeurs dans la sphère unité S2 de R3 et qui vérifie

π(ψ) = π(ψ′) =⇒ ψ′ = eiαψ

La restriction de (8) à la sphère unité de R4 est connue sous le nom
d’application de Hopf ([6]) et

(
S3, S2, π, U(1)

)
est un U(1)-fibré princi-

pal.

La 1-forme de connexion associée à ce U(1)-fibré principal est donnée
par

A =
1
2

(ψ†dψ − (dψ†ψ)

=
1
2
J1dJ2 − J2dJ1

1 + J3

= −1
2

tan
θ

2
sin θdβ

(θ, β) étant le système de coordonnées sphériques sur S2.

La 2-forme de connexion est

F = dA = −1
2

sin θdθ ∧ dβ

En posant Θ1 = dθ et Θ2 = sin θdβ, on a

F = −1
2

Θ1 ∧Θ2

c’est le champ d’un monopôle d’intensité g = 1 ([9])
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3 Inversion d’un spineur de Cl4

Dans le cas de l’algèbre de Clifford Cl4, on a les représentations du
spineur de Dirac ([8]) soit comme un élément de C4 soit comme un
élément de H2, l’espace des couples de quaternions,

Ψ =


x1 + ix2

y1 + iy2

u1 + iu2

v1 + iv2

↔ (
x1 − y2i+ y1j − x2k
u1 − v2i+ v1j − u2k

)
= Φ

avec

Φ = x1−v2e0e1 +v1e0e2−u2e0e3−x2e1e2−y1e1e3−y2e2e3 +u1e0e1e2e3

Les observables associés au spineur Ψ sont données par

σ =< ΦΦ̃ >0; ω =< Φe5Φ̃ >0; J = Φe0Φ̃; S = Φe1e2Φ̃; K = Φe3Φ̃

où le symbole < >0 signifie la composante 0 de l’argument considéré.

Les identités de Fierz s’écrivent

J2 = σ2 − ω2; K2 = J2; J.K = 0; J ∧K = (ω − e0123σ)S

En utilisant la représentation complexe du spineur, ces observables
se traduisent en fonction des composantes complexes par:

J =
(
|z1|2 + |z2|2 − |z3|2 − |z4|2

)
e0 + 2 (Im(z1z4)− Im(z3z̄2)) e1 +

+2 (Re(z1z̄4)−Re(z2z̄3)) e2 + 2 (Im(z1z3) + Im(z4z̄2)) e3

= J0e0 + J1e1 + J2e2 + J3e3 (9)

σ = |z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2 (10)

ω = 2 [Re(z1z3 −Re(z2z̄4)] (11)

On en déduit le système |z1|2 + |z2|2 = 1
2 (σ + J0)

z̄2z3 − z1z̄4 = 1
2 (J2 + iJ1)

z̄1z3 + z2z̄4 = 1
2 (ω + iJ3)

(12)
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dont la résolution en fonction de z1 et de z2 donne(
z3

z4

)
=

1
σ + J0

(
ω + iJ3 J2 + iJ1

−(J2 − iJ1) ω − iJ3

)(
z1

z2

)
(13)

avec σ+J0 6= 0 c’est-à-dire (z1, z2) 6= (0, 0). Les complexes z1 et z2 sont
liés par la relation

|z1|2 + |z2|2 =
1
2

(σ + J0) (14)

Cette solution se présente sous une forme plus familière, lorsqu’on
introduit les coordonnées stéréographiques

X0 =
ω

σ + J0
, X l =

J l

σ + J0
, l = 1, 2, 3

On a alors (
z3

z4

)
=
(
X0 + iX3 X2 + iX1

−X2 + iX1 X0 − iX3

)(
z1

z2

)

Notons que si (
z′1
z′2

)
=
(
a −b̄
b ā

)(
z1

z2

)
avec a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1, alors z′1 et z′2 vérifient la relation (14).
traduisant ainsi que le système (12) permet de déterminer à un élément
de SU(2) près les quatre composantes complexes z1, z2, z3, z4. On a le
théorème :

La donnée des observables ω, σ,J(J0, J1, J2, J3) vérifiant les
identités de Fierz, détermine le spineur Φ = (z1, z2, z3, z4)T à un
élément de SU(2) près, avec(

z3

z4

)
=
(
X0 + iX3 X2 + iX1

−X2 + iX1 X0 − iX3

)(
z1

z2

)

et |z1|2 + |z2|2 =
1
2
(
σ + J0

)
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Lien avec une fibration de Hopf

En utilisant la relation (10), nous avons

σ2 = 1⇐⇒ J2 + ω2 = 1

On obtient comme pécédemment une application π : R8 → R5 définie
par

π(x1, x2, y1, y2, u1, u2, v1, v2) = (J0, J1, J2, J3, ω)

dont la restriction à la sphère unité S7 est à images dans S4 et telle que

si
(
z′1
z′2

)
= U

(
z1

z2

)
avec U ∈ SU(2), alors

π(z1, z2, z3, z4) = π(z′1, z
′
2, z3, z4)

.
SU(2) ayant la topologie de S3, on a la fibration de Hopf S3 → S7 →

S4

4 Inversion d’un spineur de Cl1,3

Les observables ont, dans la représentation du spineur comme élément
de C4 et avec les notations de (1), les expressions suivantes :

Jµ = Ψ†γ0γµΨ, J0 = Ψ†Ψ

σ = Ψ†γ0Ψ, ω = Ψ†γ0γ0123Ψ, Sµν = Ψ†γ0iγµνΨ

Pour un spineur Ψ ∈ C4 de composantes (z1, z2, z3, z4)T , on a :

σ = |z1|2 + |z2|2 − |z3|2 − |z4|2, ω = −2Im(z1z̄2)− 2Im(z2z̄4)

et les composantes de J sont données par :

J0 = |z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2 (15)
J1 = −2R(z1z̄4)− 2R(z2z̄3) (16)
J2 = 2Im(z1z̄4)− 2Im(z2z̄3) (17)
J3 = −2R(z1z̄3) + 2R(z2z̄4) (18)

On vérifie que (
J1
)2

+
(
J2
)2

+
(
J3
)2

+ ω2 + σ2 =
(
J0
)2

(19)
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égalité que l’on peut traduire sous la forme

J2 + ω2 = −σ2. (20)

C’est l’une des identités de Fierz.

La recherche d’un spineur Ψ lorsque sont données les observables
J(J0, J1, J2, J3), ω et σ se ramène comme dans les cas précédents, à la
recherche des solutions du système |z1|2 + |z2|2 = 1

2 (σ + J0)
z1z̄3 − z̄2z4 = − 1

2 (J3 + iω)
z2z̄3 + z̄1z4 = − 1

2 (J1 + iJ2)
(21)

On peut résoudre ce système en fonction des complexes z1 et z2 et on a(
z3

z4

)
=

1
σ + J0

(
−J3 + iω −J1 + iJ2

−J1 − iJ2 J3 + iω

)(
z1

z2

)
(22)

Les complexes z1 et z2 étant liés par la relation

|z1|2 + |z2|2 =
1
2

(σ + J0) (23)

On obtient des conclusions équivalentes à celles obtenues dans le cas
précédent: on détermine le spineur à un élément de SU(2) près.

En remarquant que(
J0
)2

= 1⇐⇒
(
J1
)2

+
(
J2
)2

+
(
J3
)2

+ ω2 + σ2 = 1,

on peut construire ici aussi une fibration de Hopf.

5 Conclusions et remarques

La formulation en termes de nombres complexes permet de résoudre de
façon plus élégante et simple, le problème d’inversion des spineurs de
Dirac. Elle met en evidence que le spineur obtenu n’est pas connu a un
facteur de phase eiα, α ∈ R près, mais plutôt à un élément du groupe
U(1) près dans le cas des spineurs de Pauli, et à un élément du groupe
SU(2) près dans le cas des spineurs de Dirac. Cette construction fait
apparâıtre l’espace des spineurs de Pauli ou de Dirac, comme un G-fibré
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au dessus de l’algèbre des observables, constituée par les 9 identités de
Fierz.

On peut alors rechercher des monopôles (cas d’un spineur de Pauli)
ou des instantons (cas de la dimension 4) liés aux structures de G-fibrés
que la méthode permet de mettre en évidence.
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