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RESUME. La question de savoir si on peut déterminer un spineur
connaissant les tenseurs sans dérivation de la théorie de Dirac a été
étudiée par plusieurs auteurs. Nous proposons ici une méthode al-
gébrique basée sur la représentation du spineur comme élément de C2
(dans le cas d’un spineur de Pauli), ou d’un élément de C* (dans le cas
d’un spineur de Dirac). Cette méthode conduit de fagon naturelle 4 la
construction d’un fibré de Hopf au-dessus de 1'algebre des observables.

ABSTRACT. A spinor has bilinear covariants (the observables) satisfy-
ing certain quadratic equations called Fierz identities. These identities
are sufficient to reconstruct a Dirac spinor from its bilinear covari-
ants, up to a phase factor. We use algebraic method to recover the
spinor from its bilinear covariants for the Clifford algebras Cls, Cla
and Cl(1 3. This method leads in a natural way to the Hopf fibrations

St — 8% = 5% and S — 87 — S* for the Fuclidean cases.

1 Introduction
L’équation de Dirac, en utilisant 'algebre de Cliford Cl; 3 de 'espace-
temps de Minkowski s’écrit ([5], [1]),
OUv19 = mUryg + gAY
avec
O=7"0u; A=A v =%

et la représentation
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les o désignant les matrices de Pauli et ¥ une application de ’espace-
temps a valeurs dans le’3, la sous-algebre paire de Cl; 3

Les tenseurs sans dérivée de la théorie (les observables) décrivent les
états physiques de ’électron et représentent des densités de probabilité
de certaines grandeurs telles que : la probabilité de présence, le courant
de Dirac, la vitesse de 1’électron et le moment électromagnétique.

Tls sont définis en utilisant la représentation (1) par :
Ju =00, K, = Ugivs, ¥

o= ‘I’T'yo‘l/, w= \I/Tfyo%\ll, Sy = \IIT'inny\I/

avec

Y5 = Y0123 = Y0V1Y2Y3 €6 Yur = YW

Ce sont 16 grandeurs qui forment le scalaire o, le vecteur courant
J#, le tenseur antisymétrique (bivecteur) S*¥, le vecteur spin K* et le
pseudo-scalaire w ([2]). Le vecteur J est de genre temps (J2 > 0) et sa
premiere composante J° représente la densité de probabilité de présence
de I’électron dans une région donnée de I’espace-temps. Lorsque J? # 0,
le vecteur unitaire u porté par J représente le vecteur vitesse probable de
Iélectron. Le bivecteur S est la densité du moment électromagnétique.
Le vecteur K est de genre espace et définit le vecteur spin de 1’électron

s= %hK/\/sz, K2 £ 0.
Ces observables sont liées par les identités de Fierz qui sont données
par ([3]):
JJh =0 +w? = -K,K", J,K'=0
1
JuK, — K, J, = wS,, +0(x8), avec (xS),, = fgs,wagsaﬁ

Euvap désignant le tenseur de Levi-Civita.

La question de savoir si on peut déterminer le spineur ¥, connaissant
les observables o,w,J, S, K, a été étudiée par plusieurs auteurs ([3], [4]).
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Il a été montré notamment qu’étant donné o, J,, S, K, et w, vérifiant
les identités de Fierz on a

U=Co+ J!'y + ZS“”[VW%] — s KF oy, 4 ysw)et® (1,0,0,0)"

oll « est une constante arbitraire, C' = %\/O'-i-J() —So1 — K3. et

(1,0,0, O)T désigne le transposé du vecteur unicollone correspondant.
Nous donnons ici une méthode algébrique, basée sur la représentation
du spineur comme élément de C2? dans le cas des spineurs de Pauli, ou
comme élément de C* dans le cas des spineurs de Dirac. Cette méthode
a I’avantage de ramener le probleme a celui de la résolution d’un systeme
d’équations d’inconnues z; € C. Elle met en evidence entre autres que la
détermination du spineur v est faite non pas un facteur de phase pres,
mais plutot & un élément de SU(2) prés. En particulier on obtient que
se donner des observables telles que ¢ = 1 ou w = 1, c’est se donner un
G-fibré principal avec G = U(1) dans le cas de l'algebre de Clifford Cl3
et G = SU(2) dans le cas de Cly 3.

2 Inversion des spineurs de Pauli

Nous considérons 'algebre de Clifford Cl3 de R? muni de la métrique
euclidienne et d’une base orthonormée (eq, g, €3).

Soit ¥ un spineur de Pauli. On sait lui associer de fagon unique
Pélément ¢ = ' +x2e1e0 +23ese5 +2tejes € C’l;r permettant de définir

la représentation de 1 sous la forme d’un élément de C?. Nous dirons

que le spineur ¢ a pour composantes (z', 2%, 2*, 2*)

Les observables qui sont associées au spineur sont données par

o=, J=rveyh, S=teieah, w=hejezesh

Elles s’expriment, en fonction des composantes de ¢ par:

o= ((=")?+ (@) + (2°)* + (=)?) (2)
W = oejeqes (3)
J = 2(z'2* +2%%) 1 + 2 (2'2® — 2%2") ea + 4)

+ ((1‘1)2 + (1‘2)2 _ (1‘3)2 _ (1‘4)2) es
= Jie1 + Jaeqg + Jzes
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S = 2 (x1x4 + x2m3) eses + 2 (—xlx?’ + :c2x4) eres + (5)
+ ((x1)2 4 ($2)2 _ (x3)2 _ (£U4)2) €169

et sont reliées entre elles par les relations (Identités de Fierz)
wl=—0% J?=0% ejee3J =8 (6)

La donnée de J par ses composantes (J!, J2, J3) permet alors de déter-
miner les observables w, o et S.

. Z1 ., N
La recherche du spineur ¢ = i > associé aux observables se ramene
2

alors a la résolution d’un systeme d’équations dans le corps C des nom-
bres complexes

21292 + 2227 = J!
12921 — 12921 = J?
|Zl|2 _ |22|2 - J3 (7)
1P + [z = o

dont les solutions sont données par

JU+iJ?
=—F—¢€

21 = ke, 2z o o okt =g+ J3

On a donc la conclusion

La donnée des observables o et J(J!, J?, J3), détermine & un

; R . 1 (o+J3 ; .

facteur de phase e¢'“ prés, le spineur ¢ = % (Jl gy e, qui
a la représentation matricielle

i 0'+J3 —J1+7,J2 em
2k \ Jt +iJ? o+ J3

avec 2k% = o + J°.

11 faut noter ici que si (21 > est une solution de (7), il en de méme
2

de €8 il , conduisant ainsi & la construction d’un fibré principal de
2
groupe structural U(1) au-dessus de ’algeébre des observables.
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Lien avec la fibration de Hopf

En considérant les équations (7), & un spineur ¢ de composantes

(', 22,23, 2*), on a associé J de composantes (J*, J?, J3) qui sont telles

que
P=1<=J?’=1

L’application 7 : ¢ +— J = weg’(/; est donc une application de C? dans
RB
7(21,22) = (2122 + 2071, 12221 — 2071, |21 |* — |22/°) (8)

et on vérifie sans peine que sa restriction (notée encore ) a la sphere
unité S% de C? est & valeurs dans la sphere unité S? de R? et qui vérifie

m(p)=n(y) = ¢ =¢°
La restriction de (8) & la spheére unité de R* est connue sous le nom

d’application de Hopf ([6]) et (53, S?,7,U(1)) est un U(1)-fibré princi-
pal.

La 1-forme de connexion associée a ce U(1)-fibré principal est donnée
par

1
A = Sy - (@)
lJldJQ—JQdJ1
21 15“]3
= —itanism@dﬁ

(0, 3) étant le systéme de coordonnées sphériques sur S2.

La 2-forme de connexion est

F=dA= —%sin@dQAdﬁ

En posant ©! = df et ©2 =sinfdg, on a
1
f = —561 AN @2

c’est le champ d’un monopdéle d’intensité g = 1 ([9])
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3 Inversion d’un spineur de Cl,

Dans le cas de l'algebre de Clifford Cly, on a les représentations du
spineur de Dirac ([8]) soit comme un élément de C* soit comme un
élément de H?Z, I’espace des couples de quaternions,

$1+i1’2

g |ty | xl—y2%+y12—x2k — %
w1 + iug Uy — V9t + v1j — ugk
V1 + V9

avec

O = x1 —vgepe; +viepea —Uzeges —Tae1e2 —Y1e1e3 —Yaeae3 +Uiepeieaes

Les observables associés au spineur ¥ sont données par
0=<®D >p; w=<Pesd >¢; J=Deyd; S=Deread; K= Peyd

ou le symbole < > signifie la composante 0 de 'argument considéré.
Les identités de Fierz s’écrivent

J2=0?-w? K?*=J% JK=0; JAK=(w—-e230)S

En utilisant la représentation complexe du spineur, ces observables
se traduisent en fonction des composantes complexes par:

J = (|z1\2 + 29| — |23]? — |z4\2) eo +2(Im(z124) — Im(z322)) e1 +
+2 (Re(z124) — Re(z223)) ea + 2 (Im(z123) + Im(z422)) €3
= J%g+ Jley + JPeq + J3es (9)
o =|z? + |z +|2s* + |2 (10)
w = 2[Re(z123 — Re(z221)] (11)

On en déduit le systeme
|21 + [ = (0 +J)
2223 — Z1%4 (
Z_123 + 2024 = §(W+ZJ3)

\
N =
S

no
+
.
<

—
~
—~
—_
N
~
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dont la résolution en fonction de z; et de z9 donne

zZ3 . 1 w+iJ3 J2+ZJ1 21 (13)
za) o4 JO\ —(J2—iJ) w—iJ? 29

avec o+ J° # 0 c’est-a-dire (21, 22) # (0,0). Les complexes 21 et z3 sont
liés par la relation

1
|21 + |22 = 5 (0 + ) (14)

Cette solution se présente sous une forme plus familiere, lorsqu’on
introduit les coordonnées stéréographiques

)
o__ Y XL 193

o+ Jo’ o+ Jo’
z3
Z4

Notons que si

On a alors

X0 4ix3  X24iX! 21
X% 4ixt X0 —ix3 22

(4)-G ) )

avec a,b € C, |a]?> + |b]> = 1, alors 2] et z} vérifient la relation (14).
traduisant ainsi que le systéme (12) permet de déterminer & un élément
de SU(2) pres les quatre composantes complexes z1, 29, 23, 24. On a le
théoreme :

La donnée des observables w,o,J(J°, Jt, J? J3) vérifiant les
identités de Fierz, détermine le spineur ® = (21, 2, 23, 24)T a un
élément de SU(2) pres, avec

z3 o X0+ZX3 X2+ZX1 z1
24 T\ =X?2 40Xt X0 —ix3 29

et |z +[22]? = = (0 + J°)

DN =
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Lien avec une fibration de Hopf

En utilisant la relation (10), nous avons
P=1=J+u’=1

On obtient comme pécédemment une application 7 : R® — R5 définie
par
T(@1, T2, Y1, Y2, U1, uz, 01, v2) = (JO, T, T TP w)

dont la restriction & la sphere unité S7 est & images dans S* et telle que
!/
si (z1> =U (?) avec U € SU(2), alors
2

2

ﬂ—(zh 224,23, 24) = 7(2/17 Z;a 253,254>

SU(2) ayant la topologie de S%, on a la fibration de Hopf $3 — S7 —
S4

4 Inversion d’un spineur de Cl; 3

Les observables ont, dans la représentation du spineur comme élément
de C* et avec les notations de (1), les expressions suivantes :

Tt =Wty U, J0 =TTy

g = \I/T")/O\I’, w = \IJT’Yo’y(an\I/, Sul/ = \I/Jr")/oi’}/”yqf

Pour un spineur ¥ € C* de composantes (21, 22, 23, 24)T, on a :
o =|21? 4 |2|® = |2s]® — |ul?, w= —2Im(21%) — 2Im(z224)

et les composantes de J sont données par :

IO =zl + |z + |z + |l (15)
J' = —2R(2141) — 2R(22%3) (16)
J?* = 2Im(z173) — 2Im(2073) (17)
J> = —2R(2173) + 2R(2274) (18)

On vérifie que

() + (I + (P)° +w? + 0% = (JO)? (19)
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égalité que ’on peut traduire sous la forme
J2 +w? =02 (20)
C’est I'une des identités de Fierz.
La recherche d’un spineur ¥ lorsque sont données les observables

J(JO, JY, J?,J3), w et o se rameéne comme dans les cas précédents, A la
recherche des solutions du systeme

1] + 122 = 30+ J°)
2123 — 2224 = —%(JB + Zw) (21)
2023 + 2124 = —%(Jl +ZJ2)

On peut résoudre ce systeme en fonction des complexes z; et zo et on a
z3 . 1 7(]3 + tw *Jl +’LJ2 21 (22)
2e) o+ JO\—J'—iJ? TP 4iw 29
Les complexes z1 et zo étant liés par la relation
2 2 1 0
1] + 22" = 5 (0 + J7) (23)

On obtient des conclusions équivalentes a celles obtenues dans le cas
précédent: on détermine le spineur & un élément de SU(2) pres.

En remarquant que
0)2 1\2 2\2 3) 2 2 2
() =1= (J) + () + () +’+0° =1,
on peut construire ici aussi une fibration de Hopf.

5 Conclusions et remarques

La formulation en termes de nombres complexes permet de résoudre de
fagon plus élégante et simple, le probleme d’inversion des spineurs de
Dirac. Elle met en evidence que le spineur obtenu n’est pas connu a un
facteur de phase ®, a € R pres, mais plutdt & un élément du groupe
U(1) pres dans le cas des spineurs de Pauli, et & un élément du groupe
SU(2) pres dans le cas des spineurs de Dirac. Cette construction fait
apparaitre I’espace des spineurs de Pauli ou de Dirac, comme un G-fibré
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au dessus de ’algebre des observables, constituée par les 9 identités de
Fierz.

On peut alors rechercher des monopéles (cas d’un spineur de Pauli)

ou des instantons (cas de la dimension 4) liés aux structures de G-fibrés
que la méthode permet de mettre en évidence.
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