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Résumé : On part de 'invariance relativiste de I’équation d’onde de Di-
rac, qui oblige a utiliser ’algebre de Clifford de I’espace physique. L’in-
variance relativiste fait partie d’un groupe plus vaste. Pour le mettre en
évidence on réécrit I’équation de Dirac en algebre d’espace, on y réécrit
aussi les tenseurs sans dérivée. Parmi ces tenseurs figurent quatre vec-
teurs formant une base orthogonale de ’espace-temps, liés a la matrice
d’une dilatation d’espace-temps. Cette dilatation comporte un aspect
particulaire dont on commence ici I’analyse.

ABSTRACT. We start from the relativistic invariance of the Dirac
equation, that implies to use the Clifford algebra of the physical space.
The relativistic invariance group is a part of a greater invariance group.
To see that, we rewrite the Dirac equation in the frame of the space
algebra, we rewrite the tensors without derivative. Among those tensors
are four vectors forming an orthogonal basis of space-time, linked to the
matrix of a Lorentz dilation. That dilation has particular aspects, which
we begin to analyse.

Introduction

Le concept d’une onde associée au mouvement de toute particule
matérielle, extension de ce qu’Einstein avait découvert pour la lumiere,
est venu a Louis de Broglie & partir de considérations relativistes [1].
Puis E. Schrédinger proposa une équation d’onde valable & ’approxima-
tion non relativiste, et dans les mémes temps fut découvert le spin de
I’électron. Pauli proposa une onde a deux composantes complexes pour
rendre compte du spin. Sur ces bases, P.A.M. Dirac batit une équation
relativiste pour une onde & quatre composantes complexes [2]. Cette
équation donne pour I’électron des résultats extraordinairement proches
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des résultats expérimentaux. Parce qu’elle est relativiste, Louis de Bro-
glie a, des le début, porté une grande attention a ’équation de Dirac, I’a
étudiée [3], 'a fait étudier par ses éleves, et 1’a utilisée comme base de
construction de sa théorie de la lumieére [4]. L’équation de Dirac admet
une seconde invariance de jauge qui a permis a G. Lochak de batir une
théorie du monopodle magnétique [5]

Le point de départ de la présente étude est : en quel sens I’équation
de Dirac est-elle relativiste ?

On écrira ici I’équation de Dirac en représentation de Weyl :

i ; € mocC
[7#<8H+ZQA“)+ZWL]’¢:O; q:%; m:TO (1)

ol les v sont quatre matrices complexes :

o (0N (0 —oj
70_7_([ 0 A 0; 0
1 0 0 1
I 0000(0 1> ; 0101(1 0) (2)
TR AUNE AN _ a3 _(1 0
02 = —0 _<i 0 ;, 03 = —0° = 0 -1

Les o; sont les matrices de Pauli. L’onde ) s’écrit :

% = (g) ; £= (2) ;o= <Z;> (3)

& et 1 sont les spineurs a deux composantes de Weyl. Les A, sont les
composantes covariantes du vecteur d’espace-temps potentiel électrique
extérieur.

1 - L’algebre de Clifford d’espace

Pour obtenir 'invariance relativiste de 'onde 9, on doit faire quelque
chose de tout a fait nouveau par rapport a la physique pré-quantique, &

savoir mettre les coordonnées d’espace-temps sous forme matricielle, en

associant & chaque point-événement, de coordonnées (20, 2!, 22, 23) avec

29 = ct, dans un repere donné, la matrice 2 x 2 :

(4)
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Soit alors M une matrice quelconque 2 x 2 & coefficients complexes et de
déterminant 1 :

M= (j ?) . det(M) = ad — By = 1. (5)
et soit R la transformation qui & x associe x’ tel que
SC/:IINO'“:MIL'MT . M= (g* g*) (6)

ou z* est le complexe conjugué de z. On a alors :

(@) = (a'")? = (&) = (2"°)? = det(a’) = det(MaM")
= det(M) det(x) det(M") = det(z) = (2°)% — (z1)? — (2?)? — (2%)?
(7)

Donc la transformation conserve les distances d’espace-temps. Ce qui
précede équivaut en fait a travailler avec ’algebre de Clifford Cl3 de
I’espace physique, qui se trouve étre isomorphe a l’algebre de Pauli.
L’élément général de cette algebre s’écrit

a = ag+a101+a202+a303+a40203+a50301 +ag0102+a7010203 (8)

ou les ag,...,a7 sont huit nombres réels et les o1, 09,03 sont les trois
éléments d’une base orthonormée de ’espace physique, vérifiant donc :

o?=0l=0s=1; 01-00=09-03=03-0,=0 9)

Comme la multiplication de 'algebre de Clifford vérifie, par construction
et pour tous vecteurs u et v :

1
u-v= 5(uv+vu) (10)
on a nécessairement
1
0=01-09 = 5(0102 + 0901) ; 0901 = —0102 (11)

D’otu la principale difficulté de I'algebre Cls, a savoir la non-commutativité
de la multiplication. Celle-ci est par contre associative, ce qui donne :

(0102)2 = (0102)(0102) = 01(0201)03 = —01(0102)02 = —de% =-1

(12)
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et de méme :
(020’3)2 = ((730'1)2 = (0'1020'3)2 =-1 (13)
Aussi 'on peut poser
7= 010203 (14>

qui donne les relations
0203 =101 ; 0301 =109 ; 0102 = i03 (15)

On peut donc identifier les matrices de Pauli et les vecteurs de la base
d’espace, ce qui est justement ce que 'on fait en (4). Il faut aussi identi-
fier les nombres complexes aux matrices scalaires complexes, 1 et og, ce
qui simplifie les écritures. On fera ici ces identifications, qui permettent
d’écrire la matrice = de (4) sous la forme

r =20+ 2o + 2209 + 2303 (16)

donc comme somme d’un nombre réel z°, coordonnée de temps, et du
vecteur d’espace ¥ :

r=2"+7; ¥=a'o) +a’oy + 2303 (17)
Et I’élément général (8) de 'algebre d’espace Cl3 s’écrit :

a=s+TV+il+ip; s=ag; U=a101+ as09 + azos

W= a401 +as02 +ago3 ; p=ar (18)

c’est-a-dire est la somme d’un scalaire s, d'un vecteur v, d’un bivecteur
i, ! et d’un pseudo-scalaire ip. Les nombres complexes s+ip commutent
avec tout élément de l’algebre. Le produit de deux vecteurs quelconques
i et U vérifie :

U =4 -0+ XU (19)

ou - U est le produit scalaire et @ x ¥/ le produit vectoriel de « et ¥. On
a en outre besoin des opérateurs différentiels :

520161+0282—|—0'363; 6H:%; Vz@o—a_':a“ﬁﬂ (20)

145 est appelé habituellement vecteur axial.
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L’opérateur 0 donne, sur un scalaire s, le gradient Js, et sur un vecteur

—

v
IT=0-T+id x ¥ (21)

ou 0 - v est la divergence et 0 x ¥ le rotationnel du vecteur .

De méme que le corps des complexes utilise une conjugaison qui y
joue un grand role, ’algebre Cl3, qui est plus vaste, comporte trois conju-
gaisons définies, pour I’élément quelconque a de (18), par :

G=s—U+id—ip; a' =s+0—iW—ip; a=s—0—il+1ip (22)
Ces conjugaisons sont liées entre elles :
a=(@)i=al; o' =a=a; a=a"=d (23)

et vérifient, pour tout élément a et b de 'algebre :

)

=ab; (ab)f=bla’; ab=ba (24)

ainsi que, pour tout a :

o= (2 D) =(5 7)o

@@ = da = det(a) : da = ad = det(@) = [det(a)]". (25)
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Deux remarques s’imposent :

1 - Malgré le fait que I’algébre de Pauli est une algebre de matrices
a coefficients complexes, la structure qui importe ici est celle d’algebre
sur le corps des réels, car s et p sont des nombres réels, les compo-
santes des vecteurs ¥ et w sont des nombres réels, les coordonnées z*
d’un point-événement sont des nombres réels. L’isomorphisme entre Cls
et Dalgebre de Pauli est un isomorphisme d’algebres sur le corps des
nombres réels.

2 - Le choix d’une base orthonormée (01,09, 03) implique le choix
d’'une orientation de l'espace. Pour toute autre base orthonormée
(11,72, 73) on obtient : soit 717973 = 4, auquel cas on dit que (71,72, 73)
est de méme sens que (01,09,03), Soit 717973 = —i, auquel cas on dit
que (11,72, 73) et (01,09, 03) sont de sens contraire. Le terme 4 est donc
lié & lorientation de I’espace.
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2 - Invariance relativiste de I’équation de Dirac

Repartons de la transformation R définie en (6), mais ot M est main-
tenant un élément quelconque de Cl3, c’est-a-dire une matrice 2 x 2
quelconque, de déterminant

det(M) = ad — By = re*? (26)

Le module r du déterminant n’est plus forcément égal & 1, et 'argument
0 n’est plus forcément égal & 0. On a maintenant [6] :

(33/0)2 - ($'1)2 — (96’2)2 — (33’3)2 = det(z') = det(MzM")
= det(M) det(z) det (M) = re'® det(ax)re "
=r*[(a")? = (21)? = (2%)? = (2°)?] (27)

Donc R multiplie par r toutes les distances d’espace-temps, c’est la com-
posée d’une rotation d’espace-temps et d’'une homothétie de rapport r,
que l'on appelera dilatation de Lorentz de rapport r. Soit R} la
matrice de la transformation R :

«'" = Ry (28)

avec la convention usuelle de sommation sur les indices répétés haut et
bas. On obtient
R = |af* + 81> + Iv[* + |8 (29)

DoncR) > 0 deés que M # 0. La dilatation R conserve la fleche du temps,
elle est parfaitement compatible avec le temps de la thermodynamique,
qui s’écoule toujours dans le méme sens. De plus on a 2 :

det(Ry) = r* (30)

Donc det(R;;) > 0 dés que r # 0, la dilatation R conserve donc l'orien-
tation de I’espace-temps. Et comme elle conserve 'orientation du temps,
elle conserve aussi 'orientation de ’espace, et est compatible avec 1’es-
pace physique orienté des interactions faibles.

Nous avons donc affaire a deux groupes bien distincts : le premier,
que l'on notera Cl3, est le groupe multiplicatif formé par les éléments

2Le calcul de ce déterminant 4 x 4 peut étre simplifié en suivant la méthode de
calcul exposée page 101 de [7].
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inversibles de Cls, ou, ce qui est la méme chose, par les matrices com-
plexes 2 X 2 de déterminant non nul. Ce premier groupe est un groupe
de Lie de dimension 8 sur le corps des réels. Le second groupe, que 1’on
notera D, est le groupe formé par les dilatations de Lorentz R. C’est
un groupe de Lie de dimension 7 dont les parametres sont les 6 angles
d’une rotation de Lorentz, plus le rapport r de la dilatation. Quel est le
parametre qui disparait quand on passe de Cl3 a D, et comment cela se
fait-il?
Considérons 'application f de Cl5 dans D qui a M fait correspondre
R. Et soit M’ un autre élément quelconque de Cl3, et R’ la dilatation
définie par M’ :
R a2 a’ = Mo M (31)

La composée R’ o R de ces deux dilatations fait correspondre & x z” et
l'on a :

o = MM = M MzMTM'T = (M M)z(M' M)t (32)
donc R’ o R est 'image par f de M'M
J(M)o f(M) = R0 R= f(M'M) (33)

ce qui signifie que f est un homomorphisme du groupe (Cl%, x) sur le
groupe (D, o). Mais ce n’est pas un isomorphisme, car le noyau de f n’est
pas réduit a I’élément neutre, on a en fait

ker f = {M/M = ¢'%} (34)

L’ensemble de ces matrices constitue un groupe U(1) & un parametre,
dont le générateur est, non pas le ¢ de (1), générateur de la jauge
électrique, mais le 7 de (14), 1ié a lorientation de ’espace physique, qui
est le générateur de la jauge de G. Lochak [5].

Les représentations du groupe de Lorentz [7] n’utilisent pas la totalité
des groupes Cl3 et D, mais seulement leurs sous-groupes SL(2,C) et
,CL. SL(2,C) est le sous-groupe de Cl3 formé par les termes dont le
déterminant est égal a 1. EL est le sous-groupe de D formé par les
dilatations de rapport 1. C’est aussi le sous-groupe des transformations
de Lorentz conservant 'orientation du temps et de ’espace. Le noyau
de la restriction de f & ces sous-groupes se réduit alors & I’ensemble des
matrices M = €2 telles que # = 0 mod 27, donc M = +1.
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La théorie quantique identifie habituellement M et R, les groupes
SL(2,C) et £1, ou leurs sous-groupes SU(2) et SO(3) dans le cas non

relativiste, et utilise les représentations a deux valeurs de 51 et
SO(3), qui sont en fait des représentations de SL(2,C) et SU(2). Si
on applique strictement les principes de la théorie quantique, on n’ob-
tient, pour LL et SO(3), que les représentations dites entieres. Seulement
il se trouve que 1’électron a besoin, non seulement des représentations
entiéres, mais aussi des autres. C’est une des différences importantes
entre la physique classique et la physique quantique. Elle signifie que le
groupe d’invariance essentiel n’est pas celui qu’on attendait. /31 est trop
petit. Ceci devient beaucoup plus visible si I'on étend I'invariance a Cl3,
groupe de Lie de dimension supérieure a celle du groupe D. Ces groupes
ne peuvent, méme localement, 3 étre confondus.

Les matrices de Dirac étant des matrices 4 x 4, on pose maintenant

()@ @

et ’on obtient, pour tout M et pour v =0,1,2,3 :
Ry" = Nv'N (36)
On a par ailleurs

0

ro_ )
ay_@x"”

Op=Ry0,; A,=RA, (37)
donc on obtient :
0= [y"(0, +igA,) + im]y

= [Y"R} (D) + iqA’,) 4+ im]y

= [Ny'N(&', +igA',) + im]y
Or si I'on se restreint & SL(2,C), on a MM = det(M) = 1, donc M =
M=t et N =N"1, ce qui permet d’écrire

[NVN(', +igA,) +imlp = N7 (0 +igA’)) +im]N¢y - (38)

3Les groupes SL(2,C) et SU(2) sont les groupes de recouvrement respectifs de
Cx_ et SO(3), ils ont la méme algebre de Lie que les groupes qu’ils recouvrent. Tant
qu’on raisonne au voisinage de ’élément neutre du groupe, en considérant uniquement
des transformations infinitésimales, on ne peut pas apercevoir de différence, car on
travaille en fait dans 'algebre de Lie du groupe. C’est bien pourquoi on n’utilise, ici,
aucune transformation infinitésimale.
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Donc en posant :
Y =Ny (39)

on obtient
0= [y (O +iqAu) +imlp = N1 y(0'y +igA’y) +im]y’ (40)

C’est pourquoi on dit que I’équation de Dirac est invariante de forme
sous le groupe de Lorentz. On remarquera :

1 - Que seules les transformations du groupe de Lorentz restreint EL
sont obtenues.

2 - Que les mémes matrices v* figurent dans les deux repéres, celui
des z* et celui des z'*. Ces matrices sont indépendantes du repeére utilisé,
elles ne dépendent pas de quel observateur en mouvement suit ’onde.

3 - Que & et n se transforment différemment :
/ f/ M 0 3 / I _ AT
= = — : = ME¢ ; =M 41
(U <77/> (O M) (77 ;& €5 m n (41)

4 - Qu’un seul facteur M ou M figure dans ces dernieres relations,
alors que deux facteurs M sont présents dans 2’ = MzM?'. Dans le
cas d’une rotation ’onde tourne seulement de 6 quand on effectue une
rotation de 26.

5 - Qu'il est quelque peu incorrect de dire que 1’équation de Dirac
est invariante relativiste, alors qu’en fait elle est invariante sous un autre
groupe, SL(2,C), qui n’est pas isomorphe au groupe de Lorentz.

Quoi qu’il en soit, on ne peut pas se passer, pour l’électron, du
groupe SL(2,C), donc on ne peut pas éviter d’utiliser 1'algebre Cls qui
le contient. En fait on peut méme écrire toute I’équation de Dirac dans
cette algebre :

3 - L’onde en algebre d’espace

Avec quatre composantes complexes, on peut construire, comme Di-
rac, une matrice unicolonne, on peut aussi obtenir une matrice 2 x 2 a
coefficients complexes [6][8]. Pour cela on partira des équations de Weyl
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en ¢ et n qui, avec (1), (2) et (3) donnent

3

(D0 +iqAo)n — Y _[0(0; + igA;)n] + im& = 0
=1
]3

(Do +iqAo)s + Y [o(9; + iqA;)E] +imn = 0 (42)
j=1

Donc avec les notations (20) et avec
A=At = Alo, = A"+ A; A= Ao, + Aoy + Aoy
V=08+d; A=A"—4 (43)
les équations (42) s’écrivent
(V+igA)n+im& =0 (44)
(V 4 igA)¢ + imn =0 (45)

Utilisons la conjugaison complexe sur cette derniere équation, puis mul-
tiplions & gauche par —ios :

(—ioy)(V* — igA*)&* — im(—ioa)n* =0 (46)

Oron a: R N
(—io2) (V" —igA") = (V —igA)(—io2) (47)

donc I'équation (45) est équivalente & :
V(—ioaf™) +iqA(io2€™) + im(ioan™) =0 (48)

Le systeme des deux équations (44)(45) est donc équivalent & une seule
équation matricielle :

V(n —io2f") +igA(n i02€") +im(§ ioan™) =0 (49)

Posons maintenant

6=Vl —ioa) =2 (g ) (50

ce qui nous donne

6= V2n —iose") = V2 (”1 ‘?) (51)

12 1
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et aussi N
¢os = V2(¢ ioan®) ; oz =V2(n ioal") ; (52)
Donc I’équation (49), qui est équivalente a I’équation de Dirac (1), s’écrit
Vo + iqAdos + im¢os = 0 (53)
que 'on écrira, avec
O’12=O’10’2=i0’3 (54)
Vﬁg + qA$U12 +meoia =0 (55)

Le i présent en (1), qui est le générateur de la jauge électrique présent
dans toute la mécanique quantique, devient ici le bivecteur 012, et non
pas le i = o123 qui est 1ié a lorientation de I'espace. Ce terme est I'un des
trois termes similaires o192, 023, 031. Or il est bien connu dans la théorie
des interactions faibles, ol le groupe de jauge est U(1) x SU(2), que
le générateur du groupe de jauge électrique n’est pas dans U(1), mais
dans SU(2), dont lalgebre de Lie est justement engendrée par les trois
012, 023, 031. Le générateur de la jauge électrique, dans les interactions
électro-faibles, ressemble donc beaucoup plus au 012 de (55) qu’au i de
(1).

Sous une dilatation R définie par une matrice M quelconque vérifiant
(6) et (26), on a obtenu en (41) & = M, n' = Mn, et ces relations ne
sont pas réservées au cas particulier ou r = 1 et # = 0. En outre on a

- 1k - Ak K 0 -1 6 - * /6) —« *
—i021) ——ZU2M77—<1 0)(5 a )T =\s )"

-2 DO W) =meior) (50

Et donc, avec

/ Y *
o =V2AE —imn) =2 (&’ i ) (57)
& m
les formules de transformation (41) sont équivalentes &
¢’ =M¢ (58)

Ceci signifie que le lien existant entre les spineurs de Weyl &, 1 et ¢
est non seulement invariant relativiste, mais est méme invariant sous le
groupe plus vaste Cl3. Par ailleurs, avec

V' = 0”5‘ZL ) g

T (59)
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on obtient, pour tout M :
V=MV'M; A=MAM (60)
ce qui donne
0= VQAH- QAQASUH + m@oi2
= MV' Mo + qMA' Moors + mooia
=M(V'Y +qA'§ 012) + mdor2 (61)

Dire que I’équation de Dirac est invariante de forme sous CI3, c’est dire
que 'on a

0= V’(,ZAS' + qA/qAS'Ju + m/¢/0'12 3 V'gg' + quqg/Ju = 7m/¢)/012 (62)
0= M(—m’qﬁ'alz) + m¢012 = —m’MMgbalg + md)alg

= (—m/re’® + m)po1s (63)

On obtient donc 'invariance de I’équation d’onde sous le groupe C13 si

et seulement si _
m = m're? (64)

Bien entendu, dans le cas ou l'on se restreint a r = 1 et § = 0 on obtient
m' =m.
4 - Les tenseurs de la théorie de Dirac

En ce qui concerne les tenseurs sans dérivées, le formalisme complexe
obtient 16 grandeurs, a savoir le scalaire :

D =yy; ¥= WL% = (WT fT)~ (65)
Les quatre J* tels que
JH =yt (66)

sont les composantes d’un vecteur conservatif de I’espace-temps. Ensuite
les six

S = iy (67)
sont les composantes d’un tenseur antisymétrique de rang deux. Les
quatre K*

— . I 0
K =py"ys 5 5 = —i0717273 = (0 _ I) (68)
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sont les composantes d’un pseudo-vecteur d’espace-temps, dual d’un ten-
seur antisymétrique de rang 3. Enfin

Qp = —ipys9 (69)

est un pseudo-scalaire et permet de définir I'invariant p et ’angle d”Yvon-
Takabayasi (3, qui est I'angle de phase de la jauge magnétique de G.
Lochak [5] :

O =pcosfB; Qy=psing; Q +iQy = pe’ (70)
On a, avec les spineurs de Weyl :
Q =&m+nle; Q=i —nle)
pe'’ = Q1 +iQs = 2'¢ = 2(nj &1 + 1562) (71)
pe™ P = —iQy = 26T = 2(m& + n283)

Mais avec (50) et (51) on a :
$6 = ¢p = det(9) = 2(ni&1 +m362) = pe’”
60" = 616 = det(9) = 2(m&; +ma&3) = pe *° (72)

Donc I'angle d’Yvon-Takabayasi § est 'argument et p est le module du
déterminant de ¢, qui est donc inversible si et seulement si p n’est pas
nul. * En posant :

Dy=J=J'o,; Ds=K=K"o, (73)
le calcul des composantes, a l’aide de £ et i, donne :
Do = ¢o0d" ; D3 = ¢o3¢f (74)

Mais on voit maintenant immédiatement que ces deux vecteurs d’espace-
temps, que I'on savait orthogonaux et de carrés opposés, font partie d’une
liste (Do, D1, D2, D3) de quatre vecteurs d’espace-temps :

Dy = ¢01¢" ; Dy = ¢oae! (75)

4Ce n’est pas toujours le cas : pour la plupart des solutions de Darwin pour ’atome
d’hydrogene, il existe des cercles sur lesquels p est nul.



58 C. Daviau

Ces vecteurs ne font pas partie des 16 grandeurs connues avec le forma-
lisme complexe. Dans une dilatation de Lorentz R définie par la matrice
M, tous ces vecteurs se transforment de la méme maniere :

D), = ¢'0,¢'" = (M@)o, (M¢)' = M¢o,¢'M" = MD,MT (76)

Donc les D,, se comportent comme les vecteurs d’espace-temps . Ce
sont des vecteurs de méme longueur, et en outre orthogonaux, formant
une base de l’espace-temps :

2D, - D, = D,D, + D, D,
= ¢O—/L¢T¢3V¢T + ¢JV¢T¢6—H¢T
= ¢Uup67w6u¢T + ¢Uupeii’83,u¢T
= pe_w¢(o—u6—u + Uuau)(bT = Pe_w¢2gw¢T
= 2guupe_i5¢¢T = QQMVpe_iﬁpeiﬁ
D/t ' Dl/ = g/u/pz (77)
Avec, bien siir, puisqu’on utilise I’espace-temps de la relativité restreinte :
goo=1; gu=g2=g33=-1; gu.=0, p#v (78)

Pour apprécier les simplifications qu’apporte I’algebre d’espace, il suffit
de chercher & établir les dix relations (77) en n’utilisant que I’algebre de
Dirac.

En ce qui concerne le tenseur S*”, on pose :
S3 = 5230'1 + 5310'2 + 5120'3 + SlOiUl + S2Oi0'2 + 530i03 (79)

Et 'on obtient :

Sz = ¢o3 (80)
Et l'on voit immédiatement que S fait partie de quatre termes analogues
SH = ¢O—u$ (81)

Nous avons déja rencontré Sy :
So = 6006 = ¢ = pe'’ (82)

Avec les 4 D, a 4 composantes, Sy & 2 composantes et les 3 S; a 6
composantes, nous avons 36 composantes de tenseurs sans dérivées, au
lieu de 16 avec le formalisme complexe.
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Sous une dilatation R de matrice M, les S, sont transformés en :
Sl = ¢'0,6 = M¢o, M = M¢o,é M = MS, M (83)
En particulier on a :

plei? = Sy = MSyM = Mpe'® M = pe M = peiPre®
pl=rp; B =0+6 (84)

Entre les 36 composantes de tenseurs sans dérivées, qui ne dépendent
que des 8 parametres réels de 'onde ¢, existent de nombreuses relations,
assez difficiles a obtenir avec le formalisme des matrices complexes, et
presque immédiates avec ’algebre d’espace, comme, pour j = 1,2,3 :

S? = (@ +i0)? 5 DoS; = (—Q +iQ)D; ; D;S; = (—Q + i) Dy
(85)
Les formules de transformation (83) sont tout a fait différentes des
formules de transformation des tenseurs antisymétriques de rang 2,
SP7 = R R7S*. Car R}, est quadratique par rapport a M et multiplie
toutes les longueurs d’espace-temps par 7. La présence de deux facteurs
R signifie une multiplication par 72, alors que (83) est quadratique en M
et ne multiplie les longueurs que par r. On ne peut considérer les deux
formalismes comme équivalents que si on se limite a I'invariance sous les
groupes ,CIr et SL(2,C). Prendre en considération l'invariance sous le
groupe plus vaste, donc plus contraignant, C13, implique I'abandon du
formalisme des matrices de Dirac.

5 - L’équation d’onde non linéaire homogene

Il est possible d’emprunter a la théorie du monopdle magnétique de
G. Lochak [5] son terme de masse, de sorte que 1’équation linéaire (1)
est remplacée [9] par :

. LY Q ;0
[7“(8M + lun) + zm(;l - 7270123)]¢ =0; o123 = (é ) (86)

qui donne, pour les spineurs de Weyl :

(V +igA)n +ime™ ¢ =0 (87)
(V +igA)E + imePn =0 (88)
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Le procédé décrit au paragraphe 3 permet de transformer ce systéme en
une seule équation matricielle :

Vé + qAdo1s +me Phois =0 (89)

On obtient I’équation de Dirac en annulant le terme en 3, donc I’équation
de Dirac est une approximation linéaire de I’équation non linéaire dans
le cas ou 'angle d”Yvon-Takabayasi  est nul ou tres petit.

Comme ¢ est une matrice carrée, on peut multiplier cette équation
a gauche par ¢, ce qui donne

B(V) + qdAdo1s + me P hpoiy = 0 (90)

Compte-tenu de (72), et en multipliant & droite par 21, on obtient :

3(V6)o21 + qbAd +mp =0 (91)
Avec (58) et (60) on obtient

— -~ _ o~

$(Vd) = (MV' M) = Mo(V' M) = 6 (V'¢') (92)
Et de méme
GAG = ¢ MA' MG =MPA'Mp) = ¢ A'Y (93)

Donc ’équation non linéaire (91) est invariante sous le groupe Cl} si et
seulement si
mp =m'p' (94)

Les deux invariants relativistes que sont la masse propre et p ne sont
plus séparément invariants si I’on prend en compte le groupe plus vaste
Cl3, c’est seulement le produit mp qui est invariant sous le groupe CI3.
Comme p est multiplié par le rapport de dilatation, m est proportion-
nel a l'inverse du rapport de dilatation, donc a l'inverse d’'une longueur
d’espace-temps, ce qui est tres exactement ce que nous dit I'existence de
la constante de Planck.

6 - Aspects particulaires de ’onde

Il n’y a pas de différence de structure entre la matrice M définissant la
dilatation R et I’onde ¢, qui sont toutes deux des matrices complexes 2 x
2, c’est-a-dire des éléments de 1'algebre d’espace Cls. Plus précisément,
¢ est une fonction de I'espace-temps a valeur dans Cl3. Par conséquent
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¢, comme M, peut définir une dilatation de Lorentz D, de rapport p,
par :

D:yw—z=d¢yo' (95)

Et les composantes D} des quatre vecteurs D), sont les termes de la
matrice de cette dilatation D [6].

Il n’y a pas non plus de différence entre le produit M’M des matrices
qui donne la composée R’ o R des dilatations, et le produit M ¢ qui donne
la transformation de ’onde sous une dilatation, et qui induit donc une
composition des dilatations Ro D :

o = MaM' = Mgydt Mt = (M@)y(Me)T = ¢'ye't (96)

Ceci signifie que le y introduit en (95) ne change pas, qu'’il soit vu par
I’observateur de x ou par 1'observateur de z’. Il est indépendant de 1’ob-
servateur, intrinséque a ’onde. Mais comme ¢ est fonction de zx, la di-
latation D est aussi fonction de z, et varie d’un point & un autre de
lespace-temps : y n’appartient pas a ’espace-temps global, seulement
a l'espace-temps local. On doit donc voir y comme 1’élément général
de l'espace-temps tangent, en z, a une variété d’espace-temps qui ne
dépend que de 'onde, pas de 'observateur, et qu’on appelera variété
intrinséque. La dilatation, par contre, dépend de l’observateur, celui
de z voit D, celui de x’ voit D' = Ro D.

En chaque point de ’espace-temps on est donc en présence, non pas
d’une variété d’espace-temps, mais de deux variétés d’espace-temps,
et de deux connexions affines différentes : la variété des x et des
z', variété pour laquelle chaque observateur relativiste est associé a un
espace-temps tangent lorentzien. Et la variété des y, qui est une variété
non isotrope, avec la direction n°3 privilégiée pour I’équation de Dirac,
et dont la structure globale est gouvernée par la torsion [6] [8] [10].

Maintenant il faut voir que les deux espace-temps tangents, en un
méme point d’espace-temps, sont d’autant plus faciles a confondre qu’ils
sont isomorphes. Et il faut rappeler un théoreme de géométrie plane :
dans un plan, toute similitude directe admet un point invariant unique
et se réduit a la composée d’une rotation autour de ce point et d’une
homothétie de rapport positif ayant le point invariant pour centre. Ce
centre de similitude est un point au sens mathématique du terme, infi-
niment petit, sans sous-structure.

Prenons I’exemple des ondes planes pour 1’équation non linéaire, qui
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devient, en ’absence de champ extérieur :
ch—&- me P oo =0 (97)
Si ’on considere une onde plane vérifiant
¢ = goe ¥ o =muy,zt; v=octy,. (98)
ou la vitesse d’univers v et ¢g sont des termes fixes, on a :
Vo = 0", (doe #712) = —mugoa. (99)

Par conséquent (97) est équivalent &

o = ePvgy (100)
ou a R
¢o = e Pigy (101)
ce qui implique
do = ePu(eFTpg) = vidy = v - vy. (102)

Donc, si ¢g est inversible, on doit prendre
l=v-v=02-7" (103)
W=147; vo=+V1+72 (104)

qui est la relation attendue pour la vitesse de 1’électron. De plus, avec
I’équation non linéaire, on a aussi :

Dy = ' = gool = ePvdodh = ePvpe® = vp (105)

Donc on obtient
DY = pv® (106)

et comme D§ et p sont toujours positifs, (106) n’est obtenu que si

vo = V1402 (107)

Ceci signifie que, pour les ondes planes du type (98), seules les énergies
positives sont autorisées, en conformité avec ce qui se passe pour une
particule.
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Considérons le cas le plus simple possible, dans lequel on choisit une
vitesse dans la direction n°3 :

a

v=2e%"; ¢pg=e27 (108)
On obtient alors
pe? = det(p) = det(¢p) det(e”) = det(pp) = 1. (109)
On a donc choisi un cas tres particulier. On a aussi
Do = ¢odl =v; D3 = doosdp = vos (110)
Les deux autres vecteurs sont variables :

D1 = cos(2p)oy + sin(2p)o9
Dy = —sin(2¢)oy + cos(2¢)os
© = m(voz® + vsz®) = mch(a)z® + msh(a)z? (111)

Par conséquent, au cours du temps, chaque point de I’espace est centre
d’une rotation de D et Dy autour de ce point, avec un axe de rotation
dans la direction n°3.

En dehors de ce cas tres particulier, les choses sont beaucoup moins
simples, dés que l'on sort des ondes planes, ou deés que l'on regarde
ailleurs que dans la direction n°3. Il faudrait notamment pouvoir regar-
der, pour les solutions tres précises de ’équation de Dirac dans I’atome
d’hydrogene, ce que deviennent ces centres de similitudes.
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