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ABSTRACT. An improved description of the thermodynamical equili-
brium cannot leave out thermal perturbations and, generally speaking,
some typical interactions affecting the system. Purposely we reformu-
late the basic, standard canonical ensemble apparatus for 1D oscillators
distributing action quanta instead of energy. In this frame, describing
action fluctuations by ±h/2 is also straightforward, and optimal match
is found with our previous results. We show equivalence with quantum
behaviour as the result of these fluctuations in presence of the modal
constraint. The mean action and the Lagrange multiplier agree with
an Oudet model and come out here as functions of temperature, quan-
tum energy, quantum entropy. We define the thermodynamic poten-
tials in the action domain and demonstrate a Bose-Einstein-like gene-
ral distribution form holding for even strongly anharmonic oscillators
(at least, with specific heat cv > 0). We extend previous definitions
and computing of out-of-equilibrium entropy to the general anharmo-
nic case where the cv value overcomes the classical estimate in agree-
ment with the quantum model. As stated in previous work already,
the thermal equilibrium condition is the equality between the quoted
entropy difference across the fluctuation interval and the corresponding
thermodynamical step. A simple view about the evolution to thermal
equilibrium is given in the same framework.
RÉSUMÉ. En étudiant l’équilibre thermodynamique on ne peut pas lais-
ser de côté les perturbations thermiques et, en général, des interactions
typiques du système. Nous réexaminons alors l’appareil ordinaire de
l’ensemble canonique pour les oscillateurs à une seule dimension, en
distribuant quanta d’action au lieu de l’énergie. Dans ce cadre, décrire
les fluctuations d’action de ±h/2 est aussi très directe, et résulte en très
bon accord avec des résultats précédents. Nous montrons l’équivalence
avec le comportement quantique comme résultat de ces fluctuations en
présence de la contrainte modale. L’action moyenne et le multiplica-
teur de Lagrange s’accordent à un modèle de Oudet et se trouvent ici
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en fonction de la température, énergie et entropie quantique. Nous défi-
nissons les potentiels thermodynamiques dans le domaine de l’action et
démontrons une forme générale de distribution, de type Bose-Einstein,
la validant pour des oscillations même fortement anharmoniques (si la
chaleur spécifique cv > 0). On étend des précédents définitions et cal-
culs de l’entropie hors d’équilibre au cas anharmonique général où la
chaleur spécifique dépasse l’estime classique en accord avec le modèle
quantique. Comme énoncé dans des travaux précédents, la condition
d’équilibre est l’égalité entre la dite différence d’entropie évaluée aux
extrêmes de l’intervalle de fluctuation et son équivalent thermodyna-
mique. Nous donnons une perspective simple sur l’évolution à l’équi-
libre, comme elle résulte du cadre exposé.

PACS. 03.65.Ta - Foundations of Quantum Mechanics

PACS. 05.70.Ln - Nonequilibrium thermodynamics

1 Introduction

Nous suivons l’idée que les oscillations dans le domaine quantique
peuvent se décrire aussi en partant d’un modèle classique, auquel s’ajoute
(principalement) une fluctuation de l’action de ±h/2 : c’est à dire, un
quantum d’action constamment flottant entre l’oscillateur materiel et le
(ainsi dit) ”vide quantique”.

Le vide quantique peut être considéré l’acteur physique sous-tendant
les incertitudes d’ Heisenberg dans un certaine interprétation de la méca-
nique quantique - théories du genre appelé réaliste sont désormais assez
diffusées en différentes formes (p.e. [1 ÷ 14]). Nous interprétons le vide
comme une contrainte physique agissant sur la particule classique ; le défi
c’est de comprendre les détails de cette interaction de façon à pouvoir ”re-
garder” au delà du principe d’indétermination. Nous avons déjà donné
un modèle de l’oscillation soumise à cette contrainte, en [15 ÷ 17](1).
Nombreux sont les ingrédients (en particulier l’effet de masse) concou-
rant à ce modèle ; mais tout en restant lié à celui-ci, l’article présent ne
va traiter que certains éléments plus généraux de thermodynamique. On
peut alors se limiter ici à considérer le rôle du vide réduit à l’effet simple
rappelé dessus : c’est-à-dire, comme support à la fluctuation de l’oscilla-
teur classique par émission/absorption cyclique d’un quantum d’action

1Une errata corrige concernant les Tables numériques 2 et 4 publiés en [16] se
trouve à l’adresse http ://www.fedoa.unina.it/9058/1/Comments_on...pdf, ref.[17].
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h. Comme perception générale en effet, il nous semble bien suggestif d’es-
sayer de faire remonter les incertitudes d’Heisenberg à une interaction
typique, se constituant premièrement du quantum d’action de Planck
additionné au système classique.

2 Distribuer l’action au lieu de l’énergie

Nous considérons d’abord une distribution de Planck ou Bose-
Einstein pour un mode de vibration de fréquence ν = ω/2π :

Ψi(T ) = − lnZi = − ln
∞∑

n=1

Exp[−(n− 1)
hω

kBT
] (1)

Ui(T ) = −kBT 2 ∂Ψi(T )
∂T

=
hω

Exp[ hω
kBT ]− 1

(2)

Ici T Ψ
i
(T ) est le potentiel thermodynamique et Ui(T ) l’énergie thermo-

dynamique de l’oscillateur à température T ; le point zero est exclu de
ce calcul.

Il est simple d’envisager les quantités correspondantes dans le do-
maine de l’action, soit par définition

µ∗ =
ν

kBT
(3)

ΨAi
(µ∗) = − lnZAi

= − ln
∞∑

n=1

Exp[−(n− 1)µ∗h] (4)

Ai(µ∗) =
∂(ΨAi

(µ∗))
∂µ∗

=
h

Exp[µ∗h]− 1
(5)

Ai(µ∗) est alors la valeur de ”l’action thermodynamique” correspondant
au potentiel ΨAi(µ

∗)/µ∗, et µ∗ prend le rôle du multiplicateur de La-
grange correspondant à la distribution de quanta d’action h dans ce
potentiel.

Si l’on part formellement de l’équation (4), on peut calculer évidem-
ment Ui(T ) par la (5) si µ∗ est défini comme en (3) et la fréquence
modale ν est connue, c’est à dire si l’action Ai(µ∗) est posée égale à

Ai(µ∗) ≡ Ai(T ) =
2π

ω
Ui(T ) (6)



110 G. Mastrocinque

Nous nous ferons aussi guider par l’idée que les distributions d’action
comme (4) et ses partenaires (7), (8) plus loin, ainsi que leur précurseur
de forme classique (30), sont ”universelles” : au sens qu’en partant d’elles
il est possible de décrire les propriétés thermodynamiques connues des
oscillateurs, même s’ils sont anharmoniques, par le moyen de simples
positions. Nous limiterons toutefois nos démonstrations au cas des os-
cillateurs à une seule dimension, se mouvant dans un espace fermé avec
une chaleur spécifique positive. Dépasser ces limites ou alors généraliser
aux distributions de type Fermi demande d’autres élaborations au delà
du contexte présent.

A notre but, il faut étendre les équations (3) et (6) au cas plus géné-
ral mais la section suivante est dédiée d’abord à résumer les propriétés
valables pour le cas simple de l’oscillateur harmonique.

3 Oscillation harmonique
La théorie quantique calcule la somme sur les états d’énergie comme

requis par l’équation d’onde de l’oscillateur harmonique :

Zqm =
∞∑

n=1

Exp[−(n− 1
2
)

hω

kBT
] (7)

Nous considérons ici par contre un modèle particulier à nos buts, pre-
nant au départ les potentiels Planckiens (4), (8). En effet si l’on ajoute,
par ”perturbation venant du vide”, un quantum d’action de plus dans
l’équation (4), on doit considérer aussi le potentiel

ΨAf
(µ∗) = − lnZAf

= − ln
∞∑

n=1

Exp[−nµ∗h] (8)

d’où on trouve

Af (µ∗) =
∂ΨAf (µ∗)

∂µ∗
=

h
Exp[µ∗h]− 1

+ h =
2π

ω
Uf (T ) (9)

évidemment étant

Uf (T ) = Ui(T ) + hω (10)

En moyenne temporelle, l’état de l’oscillateur flottant entre les po-
tentiels (4) et (8) peut se décrire alors simplement par

ΨĀ(µ∗) =
ΨAi

(µ∗) + ΨAf
(µ∗)

2
= − ln

√
ZAiZAf

(11)
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Son énergie moyenne sera :

Ū =
Ui(T ) + Uf (T )

2
=

[Ai(µ∗) + Af (µ∗)]ω
4π

=

=
hω

Exp[ hω
kBT ]− 1

+
hω

2
= Uqm(T ) (12)

Elle est égale donc à l’énergie quantique Uqm, y compris l’énergie de point
zero. Cette dernière peut alors s’interpréter comme la valeur moyenne du
quantum de fluctuation résidu à température zero (2). Ce modèle simple
décrit l’oscillateur comme un ”flip-flop” se balançant entre deux états qui
diffèrent pour un quantum h.

Les potentiels de Planck relèvent de la structure mécanique des ni-
veaux ; mais restant ici sur un plan thermodynamique, l’équation (12)
peut se faire descendre aussi du modèle suivant, qui laisse de côté les
sommes (4), (8) et procède d’un spectre continu. Nous montrerons cela
dans le domaine de l’énergie d’abord, et ensuite dans celui de l’action.

3.1 Fluctuations dans le domaine de l’énergie

Dans le potentiel classique de l’oscillateur harmonique, soit Θ la tem-
pérature ”dynamique”, c’est à dire une quantité flottante par hypothèse,
tout comme l’énergie thermodynamique Uc. On a alors, C̃ étant une
constante :

Ψ̃c(Θ) = − ln Z̃c = − ln
∫ ∞

0

C̃Exp[− E

kBΘ
]dE = − ln

(
C̃ kBΘ

)
(13)

On fait ici la substitution kBΘ→ Uc, et on calcule l’entropie (3) comme

Sc(Uc) =
Uc

Θ
+ ln

(
C̃ Θ

)
= 1 + ln

(
C̃ Uc

)
(14)

Ce système classique est en équilibre mais on suppose maintenant de le
perturber, le mettant en contact avec le vide : par définition, celui-ci
introduit un quantum d’action h obligeant l’oscillateur à une fluctuation
de ±h/2 (± hω/2 en énergie).

2Cette interprétation n’est valable que pour l’oscillation harmonique, elle se trou-
vera mieux précisée pour le cas général (voir eq. (70)).

3Dans cette équation et par la suite, on prendra la constante de Boltzmann kB

comme unitaire.
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Nous serons principalement intéréssés dans cet article au cas où les
fluctuations procèdent sur le ”chemin thermodynamique” de l’oscillateur
dans son état classique (13). Concrètement, ce seront alors des trans-
formations d’état réversibles sur l’intervalle Uc ε (Ui(T ),Uf (T )). Mais -
dans la mésure où il peut rester possible de décrire l’évolution du système
par un potentiel du type (13) (bien que modifié comme p.e. en équation
(48) plus loin) il est aussi intéréssant de considérer au même temps des
fluctuations plus variées où l’oscillateur s’éloigne éventuellement, et à un
certain dégré, de ses états d’équilibre. Dans ce cas, il procède par un che-
min hors d’équilibre où des actions mécaniques particulières doivent être
prises en compte. Dans le but de donner une description simple à utiliser
sur un plan plus général et notamment d’évolution vers l’équilibre plus
loin, nous introduisons ici un indice κ : nous avons appelé cette quan-
tité ”constante de thermalisation” déjà en [9]. Ses valeurs appartiennent
à l’intervalle (0, 1), une fluctuation étant d’ordre κ selon la proximité
à l’état d’équilibre thermique. Un processus mécanique a l’ordre 0, un
processus d’équilibre thermodynamique prend l’ordre 1.

On appelle alors en général Uκ l’énergie typique d’un processus de
fluctuation et Uiκ, Ufκ les extrêmes de l’intervalle de fluctuation. On
peut encore écrire, comme déjà en éq. (12) :

Ūκ =
Uiκ + Ufκ

2
(15)

Ufκ − Uiκ = hωκ (16)

Nous définissons les potentiels extrêmes

Ψ̃ciκ = − ln Z̃ciκ = − ln
(
C̃ Uiκ

)
(17)

Ψ̃cfκ = − ln Z̃cfκ = − ln
(
C̃ Ufκ

)
(18)

et leur moyenne

Ψ̄κ =
Ψ̃ciκ + Ψ̃cfκ

2
= − ln

(
C̃

√
UiκUfκ

)
(19)

Revenons maintenant aux fluctuations ”à l’équilibre”, avec κ = 1 (pour
la simplicité, on trouvera supprimé l’indice dans ce cas). Prenant alors
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toutes les variables considérées comme fonctions de T , on trouve comme
moyenne

Ū(T ) = Ui(T ) +
hω

2
= −T 2 ∂Ψ̄(T )

∂T
=

=
(

T 2

Ui(T )
+

T 2

Ui(T ) + hω)

)
∂Ui(T )
2∂T

(20)

La solution de cette équation est identique à la (12) :

Ui(T ) +
hω

2
=

hω

Exp[hω
T ]− 1

+
hω

2
= Uqm (21)

L’entropie moyenne de l’oscillateur dans l’intervalle Uf (T ) − Ui(T )
s’écrira

< Sc(Uc) >=
1

Uf (T )− Ui(T )

∫ Uf (T )

Ui(T )

Sc(Uc)dUc = (22)

=
Uf (T ) ln Uf (T )

hω − Ui(T ) ln Ui(T )
hω

Uf (T )− Ui(T )
(23)

On a pris la constante C̃ égale à 1/hω pour tenir compte de la loi de
Nernst, puisque Ui(T ) → 0 à température zero. En utilisant la (21), on
vérifie aisément que cette entropie moyenne est égale à la valeur quan-
tique Sqm(T ) :

< Sc(Uc) >= Sqm(T ) =
∫ Uqm(T )

hω/2

dUqm

T
(24)

De plus, on vérifie aussi facilement que

Sqm(T ) =
Uqm(T )

T
+lnZqm =

Ui(T ) + Uf (T )
2T

+ln

√
Ui(T )Uf (T )

hω
(25)

On reconnait alors entre autre, que le potentiel thermodynamique
quantique lnZqm coı̈ncide avec la moyenne arithmétique des potentiels
extrêmes caractérisant la fluctuation, lnUi/hω et lnUf/hω [18]. Tout
cela indique qu’on peut décrire le système quantique par le modèle où
l’oscillateur classique résonne avec le vide, se disputant un quantum d’ac-
tion avec celui-ci.
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On a utilisé des moyennes arithmétiques comme en (15) et (19) pour
trouver la (21) ; mais on peut montrer en détail que les mêmes résultats
s’obtiennent en opérant par des moyennes intégrales sur un intervalle de
valeurs continues. Cela s’obtient par des méthodes déjà énoncées en [18],
ténant à la théorie des fluctuations. On donnera un exposé plus général
de ce sujet dans une section suivante, mais nous le résumons ici pour le
cas simple de l’oscillation harmonique. On considère d’abord l’expression
typique d’une probabilité de fluctuation sur un intervalle hωκ :

Pκ ≈ Exp[−∆Sκ] ≈ Exp[−ωκτ(Uκ)] (26)

τ(Uκ) =
h
Uκ

(27)

Dans ces équations, ∆Sκ est une expression simple de l’entropie hors
d’équilibre introduite par une perturbation de durée τ se couplant à un
mode de pulsation ωκ, l’énergie typique nommée Uκ. L’interaction avec
le vide portant un quantum d’action, l’incertitude sur Uκ est égale à
~ωκ ; en imposant le bilan détaillé sur la (26) selon la règle en [19,20],
nous obtenons une meilleure valeur de ∆Sκ :

Pifκ ≈ Exp[−∆Sκ] = Exp[−1
h

∫ Ufκ

Uiκ

τ(Uκ)dUκ] =
Uiκ

Ufκ
(28)

A l’équilibre thermique, ∆Sκ se posera égale par principe (4) à sa cor-
respondante thermodynamique ∆S1 ≡ ∆S =hω/T si bien que

Uiκ

Ufκ
|κ→1→

Ui(T )
Ui(T ) + hω

= Exp[−hω

T
] (29)

et l’expression (2) en résulte également.
La moyenne integrale de Uc sur l’intervalle de fluctuation est d’autre

part elle mẽme égale à [Ui(T ) + Uf (T )] /2 c’est-à-dire à (12) ; d’autre
part, un modèle de fluctuation plus détaillé (on peut se référer à ([18],
eqs. (104)÷(127)) pour une discussion plus complète) donne le même
résultat.

4Résumons ici cette propriété, que l’on trouve en [18], comme suit : l’équilibre est
réjoint lorsque l’entropie liée à un transfert d’énergie ∆E (on entend : induit par
l’interaction dominante) est égale à l’entropie de fluctuation en ∆E évaluée à l’equi-
libre. Une meilleure élaboration est donnée plus loin dans la section ”Approche à
l’équilibre”.
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En résumant les résultats dans la section présente, on peut dire
qu’un modèle de fluctuation induite sur l’oscillateur classique par l’ac-
tion du vide, élaboré sur un intervalle de valeurs continues (Ui, Uf ),
donne le même résultat que la somme quantique. On a ici l’indication
que les niveaux mécaniques d’énergie peuvent s’interpréter aussi comme
les moyennes des énergies de fluctuation.

Comme déjà dit un tel modèle d’oscillateur, le cas anharmonique
inclus, se trouve développé en [15÷17] où ses propriétés mécaniques ont
été mises en évidence également.

On doit noter encore que les mêmes résultats s’obtiennent dans le
domaine de l’action classique, en opérant comme suit.

3.2 Fluctuations dans le domaine de l’action

On part du précurseur classique de (4) dans le spectre continu, soit

ΨAc
(µ) = − lnZAc

= − ln
∫ ∞

0

ĈExp[−Aµ]dA = − ln
(
Ĉ/µ

)
(30)

Ĉ est une constante et µ est un multiplicateur sujet à fluctuation, alors
que son correspondant µ∗ doit s’entendre fixé. On calcule maintenant
dans ce domaine les équations correspondantes à (15)÷(25) déjà vues
pour l’oscillateur harmonique ; elles sont maintenant simples mais on les
donne ici explicitement parce que notre thèse c’est qu’il s’agit des équa-
tions générales, desquelles descendent les proprietés valables non seule-
ment pour l’oscillation harmonique, mais pour un oscillateur quelconque.
En effet, comme on va le montrer plus loin, pour traiter le cas général
on prendra toujours les mêmes équations de base ; seuls les paramètres
du genre (3) et (6) seront calculés différemment selon le cas.

Il n’est pas necessaire d’afficher toujours nos variables par l’indice
κ, on peut généralement le supprimer par simplicité et il reste entendu
qu’on va le recupérer lorsqu’on veut mettre en évidence les expressions
comprenant explicitement des valeurs κ 6= 1.

On trouve de l’éq. (30), posant µ = 1/Ac où Ac est une action clas-
sique, et Ĉ = 1/h :

ΨAc
(µ) = − lnZAc

= − ln
Ac

h
(31)

Ac flottant de ±h/2 et donc variant de Ai à Af = Ai+h, on cherchera
les moyennes comme déjà montré :
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ΨAi
= − lnZAi

= − ln
Ai

h
(32)

ΨAf
= − lnZAf

= − ln
Af

h
(33)

ΨĀc =
ΨAi

+ ΨAf

2
= − ln

√
AiAf

h
(34)

On considère maintenant ces variables comme fonctions du multiplica-
teur µ∗ et on trouve

Āc (µ∗) =
Ai(µ∗) + Af (µ∗)

2
=

∂ΨĀc(µ∗)
∂µ∗

= −
∂ ln

√
Ai(µ∗)Af (µ∗)

∂µ∗

(35)
La solution de ces équations est

Āc (µ∗) = Ai(µ∗) +
h
2

=
h

Exp(hµ∗)− 1
+

h
2

(36)

On peut aussi définir une fonction d’entropie dans ce domaine d’action,
en écrivant

SA(µ∗) = µ∗Āc + ln

√
AiAf

h
=

=
1
h

∫ Af

Ai

(1 + ln
A

h
)dA =

Af

h
ln

Af

h
− Ai

h
ln

Ai

h
(37)

Pour compléter le calcul d’oscillateur harmonique, il ne faut qu’avoir
recours maintenant, en (36) et (37), aux relations générales

µ∗ → ω

2πT
(38)

A→ 2π
U

ω
(39)

La dernière portant sur moyenne et indices (i et f) variés, on retrouve
les équations de (15) à (25). Les équations (26) à (29) pourraient aussi
se réécrire en utilisant les variables d’action, mais cela est très simple et
du reste, pas necessaire pour la suite de l’article.
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En suivant cette méthode, nous nous proposons de montrer que le
même cadre théorique s’applique aux oscillations anharmoniques, par des
extensions assez directes ; et de donner un modèle simple de l’approche
à l’equilibre, si le point de départ n’en est pas trop loin, en exploitant
les propriétés trouvées dans ce contexte.

4 Oscillations anharmoniques
4.1 Perturbations thermiques, fluctuations et mécanique quan-

tique

Les fluctuations réversibles du système classique semblent donc bien
s’équilibrer avec le quantum d’action postulé par la mécanique quan-
tique. Sur un plan général ou historique, à partir du théorème H jus-
qu’aux théories modernes des processus hors d’équilibre, on a enregistré
des efforts extraordinaires visant à raccorder l’état d’équilibre thermo-
dynamique avec perturbations et fluctuations variées. Seuls des aspects
plus particuliers pouvant nous concerner ici, on ne fait que le peu de re-
marques suivantes. Les fluctuations thermiques apparaissant dans l’ap-
pareil ordinaire de la distribution plus probable, où l’ambiance thermo-
dynamique n’intervient finalement que par les facteurs de Boltzmann
connus, sont généralement considérées négligéables [21, 22]. Au delà
de l’importance reconnue que toute espèce de fluctuations prend au-
près des transitions de phase [23], certains effets qu’on considérait négli-
geables auparavant n’ont été étudiés que récemment [24÷27] - surtout à
l’égard de petits systèmes [28÷30] ou de quelques propriétés magnétiques
[31,32]. Concernant le modèle primaire d’un solide, X. Oudet a montré
[33,34] qu’on peut donner une interprétation dynamique de la distri-
bution d’énergie Boltzmannienne classique, tenant compte des pertur-
bations thermiques (notamment liées à la radiation electromagnétique).
Il est intéressant d’en considérer la technique, selon laquelle certaines
quantités sensibles ne doivent pas être calculées en fonction de l’éner-
gie thermodynamique Uc mais en fonction d’une énergie, généralement
pas trop loin de celle-ci, appelée M(Uc). Cette dernière tient compte
du maximum d’efficacité dans les échanges sur les différents niveaux su-
jets à des perturbations. Par un tel modèle, cet auteur donne une forme
particulière de distribution de l’énergie, assez générale et rappelant une
distribution de Fermi-Dirac. Il en montre l’utilité dans des différents cas
[35÷37], en donnant entre autre un calcul plus précis de la constante de
Stefan Boltzmann. Il est intéressant de remarquer ici que l’erreur relative
du résultat par rapport à la valeur expérimentale de cette constante est
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très proche de la constante de structure fine. Tout cela semble bien nous
indiquer qu’on peut profitablement utiliser la même méthode pour tenir
compte d’autres perturbations éventuelles.

A ce sujet, nous nous limitons à étudier les cas où la distribution
finale reste du type Bose-Einstein, parce que nous considérons simple-
ment la thermodynamique interne d’un gaz d’oscillateurs, et pas une
collection d’atomes en interaction forte comme dans le solide (en plus
avec radiation). Mais nous allons introduire dans ce travail l’énergie ef-
ficace M étudiant en particulier le cas anharmonique. Pour l’oscillateur
harmonique, nous resterons sur le modèle montré avant, où M s’entend
coı̈ncidant avec Uc (en effet la période d’une oscillation harmonique est
indépéndante de l’énergie et ne ressent pas des impulsions de vitesse dues
à des perturbations rapides (5)).

Nous définirons M à partir de ce qu’on trouve en [34] mais géné-
ralisant à notre but ; en plus dans cet article, il s’agira d’une quantité
flottante, suivant l’évolution de Uc. Nous resterons pour le moment dans
le domaine de l’énergie, et considérons d’abord ce qui suit.

Une interprétation dynamique de l’état d’équilibre peut se donner
à partir de l’équation (26) déjà citée ; à l’origine, celle-ci prend de la
mécanique, en utilisant la forme générale du moment transféré vers un
mode de pulsation ωκ, et calculée au premier ordre de perturbation. Par
exemple, déjà une expression (semi)classique, par la méthode de Laplace,
donne

Pifκ =

∣∣∣∫∞−∞ Fifκ(t)Exp[−iωκt]dt
∣∣∣2

2mhωκ
≈ Aκ

h
Exp[−ωκτκ] (40)

Fifκ(t) est la force de l’interaction, m est la masse impliquée et τκ la du-
rée efficace du transfert. Le terme préexponentiel est nommé Aκ comme
une action caracteristique. Lorsque Pifκ tombe comme ici dans le do-
maine des fluctuations, on a bien défini τκ déjà par la (27), mais on va
généraliser et compléter cela de suite.

On peut idéntifier 1/τκ avec une quantité T̃ dèjà introduite en ([20],
éqs. (31),(44),(52)) ; soit une température typique caractérisant la per-
turbation hors d’équilibre. Elle est associée au désordre induit par celle-

5Pourvu qu’elles ne soient pas trop fréquentes par rapport à la période même.
Voilà une hypothèse de base pour nos calculs. De toute façon : au cas contraire, on
risque de ne plus avoir un oscillateur harmonique !
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ci :

T̃κ =
dUκ

dSκ
=

cκ
v(Uκ)dT̃κ

dSκ
=

h
τκ

(41)

On suppose donc qu’il soit possible, dans une certaine mesure, repro-
duire les relations thermodynamiques connues utilisant des quantités
statistiques évaluées hors d’équilibre mais ”tenant le rôle” de leurs équiva-
lents canoniques. P.e. nous avons nommé comme une ”chaleur spécifique”
cκ
v(Uκ) la quantité dUκ/dT̃κ estimée sur un chemin κ. Nous définissons

au départ l’énergie typique Mκ comme

Mκ = ακT̃κ (42)

Cette définition sera suffisante ici à démontrer nos thèses. On trouvera
après une expression du coefficient ακ, au moins pour κ = 1. En effet on a
affiché toutes les quantités par l’indice κ, parce qu’elles dépendront de la
fluctuation particulière mais si l’on ne reste pas trop loin de l’équilibre il
sera plus aisé de considérer un modèle simple où κ est proche de l’unité, et
la principale variable soumise à fluctuation est la température standard
Θ (et avec elle, ses fonctions thermodynamiques). On peut alors écrire :

cκ
v(Uκ)κ→1 = cv(Uc) (43)

T̃1 ≡ T̃ ≡ Θ =
∫

dUc

cv(Uc)
(44)

et d’autre part, suivant [34]

Mκ(Θ) ≡Mκ(Uc) = Uc − U0κ (45)

U0κ est donc un déplacement typique. Pour κ décidément égal à 1, on
obtient plus simplement

M1 ≡M(Uc) = α1

∫
dUc

cv(Uc)
= α

Uc − U0(T )
< cv(Uc) >

= Uc − U0(T ) (46)

On a donc calculé l’intégrale Θ par une approximation de moyenne
efficace sur la valeur de cv(Uc), et le coefficient α en conséquence. On
a nommé U01 comme U0(T ) : l’équation (46) et suivantes, doivent s’in-
terpréter au sens que Uc est la variable soumise à fluctuation alors que
T est la température moyenne fixée. La relation entre T et Θ se trouvera
éclaircie en équation (67).
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Concernant cv(Uc), cette quantitè est évidemment la chaleur spéci-
fique à volume constant de l’oscillateur. Elle doit s’entendre dans son
contexte classique de niveaux continus ; mais comme déjà dit, nous ad-
mettons qu’elle est soumise à des perturbations, pouvant comprendre
des effets thermiques ou généralement dynamiques en dépendence d’ac-
tions externes variées. En excluant toute perturbation d’abord (en pre-
mière approximation donc, ou alors restant à haute température), elle
prend évidemment la valeur cvc(Uc) - c’est-à-dire la valeur classique bien
connue. Par contre, en présence de perturbations, on doit la calculer en
accord avec les effets qu’on veut prendre en compte. A ce but d’autre
part, on peut facilement en envisager des expressions - étant celles-ci
justement liées à la durée typique τκ des perturbations.

Dans cet article, nous tenons particulierement à considérer la per-
turbation provenant du nommé vide quantique. Nous viserons ainsi à
l’équivalence finale du modèle avec le résultat quantique ; mais les consi-
dérations et procédures exposées dans ce travail nous semblent avoir un
caractère plutôt général, pouvant se prêter à d’autres applications va-
riées.

Le traitement le plus simple en général est le suivant. La moyenne
< cv(Uc) > définie par l’équation (46) va dépendre en principe de Uc

mais pour les potentiels ordinaires et perturbations pas trop grandes ne
devrait pas s’éloigner trop de la valeur classique ; elle aura alors une
variation plutôt faible. Il est donc suffisant d’écrire pour notre modèle
présent :

< cv(Uc) >= c∗v(T ) (47)

c∗v(T ) est enfin invariant par rapport à Uc ; nous garderons cette position
si les fluctuations ne sont pas trop loin de l’état d’équilibre.

Les quantités U0κ (lorsqu’elles sont positives) nous apparaissent
comme des limites inférieures aux valeurs de Uc. Cela tient compte du
fait que (dans notre contexte) les probabilités de fluctuation à basse tem-
pérature peuvent s’annuler bien avant que Uc puisse s’annuler elle-même
(6). On peut dire dans ce cas que U0(T ) est la fraction d’énérgie thermo-
dynamique qui ne prend pas part aux fluctuations. On trouvera aussi,
comme par exemple en [34] (mais là, à plus haute température), le cas
où U0(T ) est négatif. Cela signale en général des fluctuations assez effi-
caces. On a d’ailleurs montré en [16] déjà, qu’on trouve pour l’oscillateur

6la durée des perturbations peut tendre à l’infini, voir éq. (57).
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harmonique U01 = U0(T ) = 0 ; et on peut calculer U0(T ) pour les cas
anharmoniques comme montré par la suite.

Ayant pris c∗v(T ) invariant par fluctuation, nous sommes amenés à
considérer la somme sur les états classiques dans la forme typique pour
les chaleurs spécifiques constantes [38]. Mais on introduit une correction
C(Θ, T ), liée à U0(T ) et calculée par la suite. Nous écrivons

Zc = C(Θ, T )
∫ ∞

0

Ec∗v(T )−1Exp[−E

Θ
]dE = C(Θ, T )Γ(c∗v(T ))Θc∗v(T )

(48)
Dans cette équation on posera, avec une constante K :

C(Θ, T ) =
[Kc∗v(T )]c

∗
v(T )

e−
U0(T )

Θ

Γ(c∗v(T ))
(49)

c’est-à-dire, on calcule C(Θ, T ) de façon que

Uc = Θ2 d

dΘ
lnZc = c∗v(T )Θ + U0(T ) = M + U0(T ) (50)

comme il faut. On voit alors que l’entropie est simplement

Sc(Uc) = c∗v(T )(1 + ln [K (Uc − U0(T ))]) = c∗v(T )(1 + ln [KM ]) (51)

On peut étendre facilement l’équation (23) au cas anharmonique en cal-
culant la moyenne de (51) sur l’intervalle de fluctuation. Nous considé-
rons en général l’ordre κ :

< Sκ(Uκ) >κ =
1

Ufκ − Uiκ

∫ Ufκ

Uiκ

Sκ(Uκ)dUκ =

= c∗κv (Tκ) ln
Kκ (Ufκ − U0(Tκ))

Ufκ−U0(Tκ)
Ufκ−Uiκ

(Uiκ − U0(Tκ))
Uiκ−U0(Tκ)

Ufκ−Uiκ

(52)

Comme déja dit, la chaleur spécifique moyenne c∗v(T ) est destinée ici
à nous renseigner sur l’action du vide : si bien que nous la calculerons
par congruence avec la mécanique quantique (7).

7Bloch [39] and Wigner [40] en 1932 ont initié les calculs perturbatifs du potentiel
thermodynamique classique par l’effet des puissances de h. La méthode que nous
proposons ici va évidemment dans la meme direction de ce type d’études mais au
moyen d’expressions fermées, sujettes à congruence.
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Nous demandons alors à l’équation (52) de représenter, à l’équilibre
thermodynamique, l’entropie quantique de l’oscillateur :

< Sc(Uc) >1 = Sqm(T ) (53)

L’expression de c∗v(T ) en est alors tirée (valeur de K par la IIIme loi ) :

c∗v(T ) =
Sqm(T )

ln

 (Uf (T )−U0(T ))

Uf (T )−U0(T )
Uf (T )−Ui(T )

(Uf (0)−Ui(0))(Ui(T )−U0(T ))

Ui(T )−U0(T )
Uf (T )−Ui(T )

 (54)

lim
T→∞

c∗v(T ) = cvc(T ) (55)

lim
T→0

c∗v(T ) =
Uf (0)− Ui(0)

E2 − E1
(56)

Ici les En sont en général les énergies quantiques de l’oscillateur.
On doit maintenant chercher l’expression des énergies extrêmes Ui(T )

et Uf (T ). Nous réélaborons les équations (41)÷(46) (8) :

h
dSκ

dUκ
= τ(Uκ) ' c∗κv (Tκ)h

Mκ
=

c∗κv (Tκ)h
(Uκ − U0κ)

(57)

Nous trouvons ainsi

Pifκ = Exp[−∆Sκ] =
[
Ufκ − U0κ

Uiκ − U0κ

]−c∗κ
v (Tκ)

(58)

Dans cette expression, nous avons pris l’action disponible à la fluctuation
simplement comme

Aκ = h (59)

L’équation (58) correspond à écrire (utiliser la (16)) :

Pifκ = Exp[−ωκτ ifκ] = Exp[−Ufk − Uik

h
τ ifκ] (60)

où, par la règle de symétrie déjà citée,
8On peut envisager des développements intéressants par comparaison de l’eq. (16)

donné par Badiali [41] à notre équation (57).
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τ ifκ =
1

Ufk − Uik

∫ Ufk

Uik

τ(Uκ)dUκ =
c∗κv (Tκ)h
Ufk − Uik

ln
Ufκ − U0κ

Uiκ − U0κ
(61)

Le principe d’équilibre déjà cité en [18] donne alors

Exp[
∆Sκ

c∗κv (Tκ)
] =

[
Ufκ − U0κ

Uiκ − U0κ

]
→κ→1

→ Exp[
∆S1

c∗v(T )
] =

Uf (T )− U0(T )
Ui(T )− U0(T )

= Exp[
Uf (T )− Ui(T )

c∗v(T )T
] (62)

Maintenant si l’on pose

Uf (T )− Ui(T ) = hω(T ) (63)

on trouve, à l’équilibre thermodynamique :

Ui(T ) =
hω(T )

Exp[ hω(T )
c∗v(T )T ]− 1

+ U0(T ) (64)

Uqm(T ) =
Ui(T ) + Uf (T )

2
=

hω(T )

Exp[ hω(T )
c∗v(T )T ]− 1

+ U0(T ) +
hω(T )

2
(65)

Telle est donc la forme générale de la distribution d’énergie valable
pour le cas anharmonique. Revenant maintenant aux équations (44) et
(46), on voit que la manière correcte de calculer la moyenne est sur les
quantités inverses

1
Θ
≈ < cv(Uc) >

Uc − U0(T )
→ c∗v(T )

Uc − U0(T )
(66)

<
1
Θ

>=
c∗v(T )

Uf (T )− Ui(T )

∫ Uf (T )

Ui(T )

dUc

Uc − U0(T )
=

1
T

(67)

puisque cette équation coı̈ncide avec la (62). La (67) montre que le mul-
tiplicateur 1/T est la moyenne de fluctuation du multiplicateur flottant
1/Θ. On peut pareillement, à un ordre κ, définir une moyenne (9)

1
Tκ

=<
1
T̃κ

> (68)

9Une autre définition de température Tκ caractérisant les processus hors d’équi-
libre se trouve, par exemple, en [41], nommée Tpath.
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et l’on comprend aussi, nous référant à (31)÷(37), que dans le domaine
de l’action ce serat

< µ >=<
1
Ac

>=
1
h

∫ Af

Ai

dAc

Ac
=

1
h

ln
Af

Ai
= µ∗ (69)

Mais encore il faut compléter la (65) par les expressions de ω(T ),
U0(T ). On trouve cela dans la section suivante. Avant celle-ci, on peut
remarquer d’après la même équation que l’énergie de point zéro de l’os-
cillateur prend la valeur

Uqm(0) = U0(0) +
hω(0)

2
(70)

Elle se compose donc, dans le cas général, de deux termes dont le
premier est la partie d’énergie ne prenant pas part à la fluctuation, et
le deuxième représente le demi quantum de fluctuation appartenant à
l’oscillateur à température zéro. Comme déjà dit, dans le cas harmonique
il résulte U0(T ) = 0.

4.2 Calcul de ω(T ), U0(T ), µ∗(T )

Pour le cas anharmonique, on doit prendre dans l’équation (60) la
pulsation modale ωκ comme une moyenne sur un ensemble varié de ωκn

et nous écrivons par définition

ωκ ≡ ωκ(Tκ) =

∑∞
n=1 ωκnExp[−En

Tκ
]∑∞

n=1 Exp[−En

Tκ
]

(71)

A l’équilibre, cela devient

ωκ(Tκ)→ ω(T ) =
∑∞

n=1 ωnExp[−En

T ]∑∞
n=1 Exp[−En

T ]
(72)

Remarquons que les équations de fluctuation peuvent s’appliquer en
principe à quelle que soit la contrainte modale se présentant à l’interac-
tion. Mais on ne pourrait pas toujours dire que les ωκn soient simplement
définies par ”l’ambiance” imperturbée. Dans notre exemple primaire ici,
l’ambiance est l’oscillateur thermodynamique classique et la perturba-
tion est l’action du vide. Ce dernier perturbe la chaleur spécifique et
fractionne le spectre thermodynamique de l’oscillateur en résonances de



Perturbations thermiques, fluctuations . . . 125

pulsation ωn. Etant proches de l’équilibre, nous pouvons calculer la pul-
sation moyenne ω(T ) selon une somme Planckienne ; pour les valeurs ωn,
qui tiennent justement aux proprietés de résonance, nous proposons le
simple modèle suivant.

Les énergies En(n) sont des fonctions du nombre quantique n attaché
à l’action n h. Celle-ci flottant d’un demi quantum en plus et en moins,
on est amené à considérer l’énergie inférieure de la fluctuation (en état
mécanique) Eni comme la même fonction En mais d’argument (n−1/2),
d’où l’hypothèse

Eni ' En(n− 1/2) = En−1/2 (73)

On calcule alors les quantités

hωn = 2(En − Eni) (74)

et par conséquent

Enf ' En +
hωn

2
(75)

Cette procédure conduit à calculer l’extrême supérieur de la fluctua-
tion Enf comme en (75) plûtot que comme En+1/2 : en effet il est évident
que cette dernière alternative ne serait pas cohérente avec la contrainte
manifeste (on appelle Zcan

qm (T ) la somme sur états canonique dans le
domaine de température)

Uqm =
Ui(T ) + Uf (T )

2
=

∑∞
n=1(Eni + Enf )Exp[−En

T ]
2

∑∞
n=1 Exp[−En

T ]
=

=
∑∞

n=1 EnExp[−En

T ]
Zcan

qm (T )
= T 2 d

dT
lnZcan

qm (T ) (76)

D’autre part rien n’oblige, nous semble-t-il, que les intervalles de fluctua-
tion hωn prennent l’expression (bien qu’elle soit attrayante) En(n+1/2)
- En(n−1/2). En effet il n’y a pas de relation linéaire entre les énergies
et les quanta d’action s’il n’est pas, évidemment, le cas de l’oscillation
harmonique. Le modèle que nous développons ici nous semble cohérent
avec de nombreuses observations faites dans des travaux précédents cités
(10) ; il faut dire néanmoins, et toujours à cause du manque de linéarité,

10Dans le même esprit, en ref. [42], nous attribuons une signification particulière
à ajouter un demi quantum d’action (au carré) à la valeur du moment angulaire
orbitale (carré).
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que les (73)÷(75) restent pour le moment des hypothèses - bien que
certainement très efficaces à toute perception.

Des considérations précédentes, on trouve à température 0 tenant
compte de (56), (74) et (70) :

lim
T→0

c∗v(T ) =
2(E1 − E1/2)

E2 − E1
(77)

U0(0) = E1 −
hω1

2
= E1/2 (78)

et encore, avec θ = const dépendant de l’oscillateur (utiliser la règle de
Bohr Sommerfeld) :

lim
n→∞

En = θ n
1

cvc (79)

lim
T→∞

hω(T ) =
dEn

dn
≈ (

cvc

θ
)−cvcT 1−cvc (80)

Considérons maintenant l’équation (39) l’écrivant dans la forme

Āc → A∗ = (Uqm − U0(T ))
2π

ω(T )
=< M >

2π

ω(T )
(81)

On étend la (38) en même temps prenant (11)

µ∗ → ω(T )
2πc∗v(T )T

(82)

Substituant donc ces expressions dans la (36), on retrouve la fonc-
tion de distribution généralisée pour le cas anharmonique (65). Cela
veut dire qu’on peut donner aux expressions (30)÷(36) le rôle d’équa-
tions primaires, tous les cas y seront inclus selon l’attribution spécifique
de valeurs à ω(T ), U0(T ), c∗v(T ) (notre thèse en début d’article). Les
(30)÷(36) valident alors un modèle simple et général d’oscillateur quan-
tique comme résultant de l’injection d’un quantum d’action h de la part
d’une ambiance externe (le vide quantique) à l’oscillateur classique, le
recevant et restituant comme une action flottante.

11c∗v(T ) est égal à 1 pour l’oscillateur harmonique.



Perturbations thermiques, fluctuations . . . 127

Tenant compte de (64) et (82), on peut aussi résumer les équations
fondant notre modèle par les expressions générales

Zqm(µ∗) =
∞∑

n=1

Exp[−(n− 1
2
)µ∗h]

=

√
(Ui(µ∗, T )− U0(T )) (Uf (µ∗, T )− U0(T ))

hω(T )

(83)

Ui(µ∗, T ) =
hω(T )

Exp[hµ∗]− 1
+ U0(T ) = Uf (µ∗, T )− hω(T ) (84)

Uqm =
Ui(µ∗, T ) + Uf (µ∗, T )

2
= U0(T )+c∗v(T )T 2 ∂ lnZqm(µ∗(T ))

∂T(µ∗T = const)
(85)

Cette dernière équation se révèle, par son troisième terme, comme l’équi-
valente de la prescription (81) exprimée formellement en domaine de
température. On peut noter alors que dans le modèle présent, cette ex-
pression ne coı̈ncide pas avec la prescription canonique connue : en effet
par définition, notre somme Zqm(µ∗(T )) dans le domaine de l’action
n’est égale à la somme canonique Zcan

qm (T ) (v. (76)), que dans le cas de
l’oscillateur harmonique (12).

4.3 Exemples numériques

Nous reportons les différentes quantités d’intérêt c∗v(T ), ω(T ), U0(T ),
A∗, µ∗ calculées pour un ensemble de potentiels Φ(x) standard, dont
les expressions des énergies quantiques sont connues avec une bonne
précision. Les graphyques sont discutés tous ensemble dans un but de
comparaison dans la section suivante ; chacun d’eux est conduit sur un
intervalle de température différent, choisi de façon à mettre en évidence
les évolutions significatives de chaque quantité qui apparaissent à des
echelles différentes. D’autres chiffres d’intérêt se trouvent reportées en
Table 2. Il reste entendu que toutes les quantités (sauf U0(T ) à considérer
séparément) vont tendre évidemment aux limites classiques connues ou
alors aisément calculables vers les hautes températures. On a considéré :

12Dans un modèle futur où les valeurs (73)÷(75) soient mieux précisées, ou la
définition des moyennes intégrales comme (52) et (61) soit ameliorée (p.e. introduisant
des densités d’énergie), il pourrait se trouver que cette différence soit réconduite à
être nulle.
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→ le potentiel rectangulaire à parois infinies (Rectangular Well, RW.
Rappelons que kB = 1 ; l’équation (88) vient de la ref. [16]) :

ΦRW (x) = 0, ΦRW (−x∗0) = ΦRW (x∗0) =∞, x ε [−x∗0, x
∗
0] (86)

En = n2E1 =
n2h2

32mx∗20

(87)

hωn = 2(n− 1
4
)E1 (88)

Fig.1 - Chaleur
spécifique c∗v(T ) pourRW

Fig.2 - Pulsation, ~ω(T )/E1

pourRW

Fig.3 - FonctionU0(T ) pourRW Fig.4 - FonctionsA∗ et 1/µ∗ pourRW

→ le potentiel linéaire (Linear Potential, LP) :

ΦLP (x) = k | x| (89)

En = 1.40539
(

kh√
m

) 2
3

(n− 1
2
)

2
3+ 0.130777

n4.37616 (90)
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L’expression (90) et la (94) pour l’exemple suivant sont calculées par la
méthode WKB au premier et second ordre ; nous y avons ajouté des cor-
rections étudiées ”ad hoc” - tout étant simples - pour obtenir un meilleur
accord avec les valeurs connues à petits n.

Fig.5 -
Chaleur spécifique c∗v(T ) pourLP Fig.6 - Pulsation ~ω(T )/E1 pourLP

Fig.7 - FonctionU0(T ) pour LP Fig.8 - FonctionsA∗ et 1/µ∗ pour LP

→ le potentiel harmonique (Harmonic Oscillator, HO) :

ΦH(x) =
1
2
mω2x2 (91)

→ le potentiel quartique (Quartic Potential, QP) :
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ΦQP (x) =
1
2
g x4 (92)

Table 1- Coefficients utiles pour QP

E1 = a1h
4
3 g

1
3 m− 2

3 (93)

En = a2E1

[√
1 + a3 (n− 1

2
)αn+2 + a4 (n− 1

2
)1+

αn
2

] 4
3

(94)

αn = 2
−a5 + a6(−1 + n)

nβ
(95)

Fig.9 - Fonction c∗v(T ) pour QP Fig.10 - Pulsation ~ω(T )/E1 pourQP

Fig.11 - Fonction U0(T ) pour QP Fig.12 - FonctionsA∗ et 1/µ∗ pour QP

→ le potentiel formé par une oscillation harmonique et un terme
typique de potentiel centrifuge [43] (potentiel HC) ; nous avons choisi
comme exemple
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ΦHC(x) =

(
8mω̃x2 − 3h

)2

128mx2
(96)

On a aussi bien étudié les correspondants des potentiels HO, LP,
QP, lorsqu’ils sont définis dans la moitié droite de l’espace et limités
par une paroi infinie en x = 0 ; nous les appellerons potentiels coupés,
ou Half Space (HS) potentiels. Les énergies et les pulsations ω(T ) de
ces potentiels se calculent par les mêmes équations (89)÷(95) mais pre-
nant n→ 2n. Nous ne reportérons alors dans la suite que les expressions
valables pour le cas HSHO, à exemple. On a :

→ potentiel linéaire coupé (Half Linear Potential, HSLP) :

ΦHS
LP (x) = k x , ΦHS

LP (0) =∞ x ε [0,∞] (97)

Fig.13 - Fonction c∗v(T ) pour HSLP

Fig.14 -
Pulsation ~ω(T )/E1pour HSLP
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Fig.15 - Fonction U0(T ) pourHSLP

Fig.16 - FonctionsA∗ et 1/µ∗ pour
HSLP

→ potentiel quadratique coupé (Half Harmonic Potential, HSHO) :

ΦHS
HO(x) =

1
2
mω2x2 , ΦHS

HO(0) =∞ x ε [0,∞] (98)

Fig.17 - FonctionsA∗ et 1/µ∗ pourHSHO

→ potentiel quartique coupé (Half Quartic Potential, HSQP) :

ΦHS
QP (x) =

1
2
gx4 , ΦHS

QP (0) =∞ x ε [0,∞] (99)
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Fig.18 - Fonction c∗v(T ) pourHSQP

Fig.19 - Pulsation ~ω(T )/E1 pour
HSQP

Fig.20 - Fonction U0(T ) pourHSQP

Fig.21 -
FonctionsA∗ et 1/µ∗ pour HSQP

Au delà des graphiques, la Table II montre les valeurs c∗v(0), hω(0),
U0(0) pour les différents cas à température 0.

Table 2 -Valeurs de c∗v(T ), U0(T ) et ~ω(T ) à température 0

4.3.1 Discussion des résultats

Dans notre modèle, sous l’action des perturbations, la chaleur spé-
cifique classique cvc(Θ) devient cv(Θ) et, en bonne approximation
moyenne, < cv(Uc) >. Cette description amène donc à une certaine re-
définition des effets d’absorption thermique. Ensuite, par les moyennes
sur la quantité flottante Uc, nous avons vu que le système s’adapte aux
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valeurs quantiques se portant à une valeur c∗v(T ) comme en (54). L’équa-
tion (50) montre que cette quantité se réfère à l’énergie particulière
M = Uc−U0(T ). Dans un but d’interprétation, la différence entre c∗v(T )
et cvc est l’indice des perturbations (en principe : thermiques+vide)
qu’il faut ajouter au système classique standard pour qu’il se comporte
comme le simple récepteur des fluctuations en ±h/2 considérées avant.

Or si le terme de perturbation thermique peut être considéré négli-
géable, on parvient à la possibilité d’étudier la perturbation quantique
comme le résultat de deux étapes : restant évidemment en domaine ther-
modynamique (mais il y aura un correspondant mécanique), elle redéfinit
donc le spectre d’énergie classique en deux parties (Uc−U0(T ) et U0(T )),
introduisant au même temps la partition correspondante des chaleurs
spécifiques c∗v(T ) + cv0(T ). Une fluctuation d’action est superimposée
après, qui intéresse la fraction c∗v(T ). Au point de vue mécanique, le vide
introduit un potentiel perturbatif et fractionne le spectre mécanique en
intervalles d’énérgie résonnant avec les pulsations ωn (74).

Par les exemples étudiés on trouve que, lorsque un potentiel corres-
pond à une valeur cvc = 1, il aura aussi c∗v(T ) = 1 (et cv0 = 0) ; comme
montré en Table 2, on peut trouver néanmoins U0(T ) = U0(0) 6= 0, mais
les valeurs de U0(T ), hω(T ), µ∗T resteront constantes. Pour tous
les cas étudiés, la valeur de U0(0) se trouve toujours ≥ 0. Mais dans les
cas des potentiels très fermés comme RW et QP, à hautes températures,
U0(T ) tend à des valeurs négatives alors qu’il reste positif dans les autres
cas (13).

On trouve par nos calculs numériques qu’à haute température U0(T )
semble s’approcher d’une puissance de la température ηT β où l’exposant
β se révèle toujours plus faible de l’unité (14). L’équation (50) à haute
température peut donc s’écrire (15)

Uc ≈ Uqm ≈ cvcT ≈ c∗v(T )T + ηT β (100)
13Pour le potentiel RW, en éq. (9) de réf.[16] nous avons avancé une certaine estime

de U0(T ) correspondante à c∗v(T ) = 1/2. Cela est dépassé par le calcul présent.
14Dû à problemes de précision numérique, l’approche aux sommes de Planck à haute

température avec Mathematica et un PC standard semble démander des précautions
bien particulières [44]. Les valeurs de β et notre estime que η soit constante ne
sont donc qu’indicatives et demandent d’être confirmées par calculs plus précis. Les
coefficients numériques que nous considérons plus fiables sont reportés dans les tables
avec plusieurs chiffres ; il est néanmoins clair que la précision des graphyques associés
n’est pas assurée au même niveau.

15Nos exemples sont toujours pour des oscillateurs à chaleur spécifique classique
cvc = constante.
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(le dernier terme peut se soustraire au précédent, lorsque η est négatif).
A toutes les températures il est intéressant de comparer les valeurs de
c∗v(T ) à celles classiques cvc. Les chaleurs spécifiques étant liées aux éner-
gies mécaniques, la comparaison peut nous renseigner sur le potentiels
additionnels ”à mode de Bohm” introduits par effet quantique, s’ajou-
tant ainsi aux informations déjà obtenues en [15]. La connaissance de
U0(T ) et M(T ) est une référence pour les modèles futurs d’interaction dé-
taillée avec le vide (16). En particulier, la résolution de U0(T ) en spectre
de valeurs mécaniques pourrait éclaircir la connexion entre les valeurs
quantiques des énergies En et les théories de résonance classique. Ces
dernières se limitent en effets, encore aujourd’hui, aux prévisions de la
règle de Bohr-Sommerfeld.

On a déjà remarqué que pour les cas avec cvc = 1 le potentiel addi-
tionnel, en première étape au moins, ne change pas la chaleur spécifique
qui reste c∗v(T ) = 1. Cela indique que pour ces oscillateurs la période
même et donc l’action classique restent imperturbées à ce stage, expli-
quant le succès des traitements semiclassiques.

En contraste avec c∗v(T ) et U0(T ), les fonctions A∗ et 1/µ∗ montrent
des allures très similaires vs T pour tous les cas étudiés - n’étant pas
pour cela des fonctions universelles (A∗ l’est en fonction de µ∗ ), mais
il est intéressant que lorsque la température augmente elles tendent à
une coı̈ncidence très rapide. Par contre, la différence entre c∗v(T ) et
cvc tend vers zero à haute température mais très lentement pour tous
les cas étudiés, sauf évidemment ceux que nous avons cités pour avoir
cvc = c∗v(T ) = 1.

Notre apparat se prêtant aussi à une description simple de l’approche
à l’équilibre, nous en présentons une synthèse dans la section suivante.

5 Approche à l’équilibre

Au-delà du cas étudié jusqu’ici, l’équation (40) trouve son applica-
tion dans tous les transferts d’énergie pouvant se caractériser par une
certaine durée τκ, pulsation ωκ, action Aκ. Tenant compte du bilan dé-
taillé, elle s’approche beaucoup de sa version quantique [19,46] si bien
que nous la prendrons comme référence primaire. En interprétant en gé-
néral les probabilités de transfert comme des probabilités de fluctuation

16L’indétermination d’Heisenberg vue comme une contrainte décriptable classique-
ment, p.e. [17,45].
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(17), le saut d’entropie dans un transfert se lie à sa durée temporelle en
relation à ωκ, donc il est égal à ωκτκ (entropie d’interaction : en pra-
tique, le nombre d’impulsions pendant la durée du processus). Pour une
certaine généralité, remarquons que les énergies hωκ peuvent ne pas être
simplement celles liées aux sauts quantiques canoniques du système ou
à des résonances variées. Elles peuvent aussi tenir compte de l’énergie
absorbée par déformation dans les chocs anelastiques, ou par d’autres
collisions interférantes, ainsi bien que de toute indetérmination quan-
tique ou bruit thermique. Ces énergies particulières, souvent négligéables
dans les transferts non résonnants, prennent par contre leur rôle dans les
processus (en principe dits) élastiques ou résonnants, et surtout vers les
basses températures. Ainsi les quantités ωκ ne pourront être nulles -
symboliquement - qu’au cas des chocs binaires sans friction de sphères
parfaitement rigides, dans une limite classique : on voit depuis l’équation
(105) plus loin que ce système idéal à pulsations nulles n’évoluera pas
vers l’équilibre thermodynamique.

Nous avons étudié déjà en détail des expressions de τκ correspondant
à des interactions variées [47] selon différentes techniques ; mais restant
sur un plan général nous allons donner le principe d’évolution temporelle
d’un système modelé par le paramètre de production d’entropie, comme
résulte du cadre exposé. A ce propos il est aussi important d’estimer
la partie pré-exponentielle de (40). L’action portée par le vide est h
comme déjà vu, mais les collisions en général peuvent se caractériser
statistiquement par une action

Aκ ≈
2πTκ

ωκ(Tω
κ )

(101)

Ici nous avons simplement réélaboré un résultat connu d’Eyring, selon le-
quel la partie pré-exponentielle d’une constante de transfert peut s’écrire
comme la température divisée par une fréquence typique. Cette dernière
peut dépendre aussi d’une température hors d’équilibre Tω

κ différente de
Tκ, parce qu’au moins 2 degrés de liberté hors d’équilibre (nous pouvons
nous référer symboliquement à vibration et translation) seront impliqués
dans les transferts. A l’équilibre, soit Tκ que Tω

κ tendrons à T . Les quan-
tités en (101) prennent de la mécanique statistique, censée savoir définir
pour chaque cas les températures équivalentes à certaines distributions

17Pour que cette transposition de la mécanique à la thermodynamique ait du sens,
il faut évidemment supposer que les paramètres mécaniques prennent la forme de
moyennes statistiques sur un très grand nombre d’évents.
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d’énergie. On peut y comprendre le cas où Tω
κ peut toucher des valeurs

négatives lorsque, par exemple, les oscillations sont excitées par laser ou
combustion. Par contre on peut toujours se réfaire à des valeurs posi-
tives de Tκ, étant celle-ci définie comme l’inverse d’un temps de collision
efficace. On a donc en général, des distributions d’énergie P quelconques
et des probabilités microcanoniques de transfert Pif à paramétriser. Ces
fonctions sont destinées à varier dans le temps jusqu’à prendre la forme
appropriée à l’équilibre thermique.

On donnera une plus simple exposition se référant, sans perte de
généralité, au cas d’un ensemble de molécules possédant des énergies
hors d’équilibre, soit dans le dégré interne (V ib) que de translation.

On a d’abord par définition une pulsation moyenne

ωκ(Tω
κ ) =

∫ ∞

0

P (EV ib, T
ω
κ )ωκ(EV ib)dEV ib (102)

On peut aussi définir selon la prescription (40) une moyenne statistique

< Pifκ >=
AκExp[−ωκ(Tω

κ )τκif (Mκ)]
h

=
Aκ

h
Exp[−hωκ(Tω

κ )
Tκ

] (103)

La quantité τκif (Mκ) qui définit au même temps Tκ dépendra alors d’une
énergie efficace Mκ selon les détails des collisions et la distribution d’éner-
gie aux particules. L’entropie moyenne produite par processus, ∆Σκ, sera
(on a un système isolé)

∆Σκ = ωκ(Tω
κ )τκifAκExp[−ωκ(Tω

κ )τκif (Mκ)] = Exp[−hωκ(Tω
κ )

Tκ
]

(104)
Considérant ces quantités dépendant du temps, l’équation d’évolution
peut alors s’écrire

dS(T )
dt

=
N

∆t

[
Exp[−ωκ(Tω

κ )
Tκ

]− Exp[−hω(T )
T

]
]

(105)

où N est le nombre des processus dans le temps ∆t et S(T ) l’entropie
d’équilibre thermodynamique du système.

A cette équation, doivent évidemment s’ajouter celles exprimant les
variations de Tκ et Tω

κ (et avec elles, les détails sur la variation de forme
des distributions correspondantes). A l’équilibre thermodynamique il
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faudra évidemment que ces distributions tendent à leurs expressions ca-
noniques.

On peut noter que la structure de l’équation (105) est formellement
similaire, mais conceptuellement différente d’une master equation. En
effet cette dernière se fonde sur la différence des termes exprimant les
processus directs et inverses. Par contre ici, les deux termes se soustraient
bien sûr l’un à l’autre, mais chacun d’eux exprime une production d’en-
tropie - liée n’importe si au processus directe ou inverse, grâce au bilan
détaillé. Le terme Exp[−hω(T )/T ] est la production d’entropie sur le
chemin thermodynamique : dans un système à l’équilibre, il n’est pas
influent, afin de modifier cet état. On pourrait dire au contraire qu’il
régit la distribution d’équilibre. Ce terme n’est alors qu’un potentiel de
référence pour l’autre terme. Celui-ci produit de l’entropie, qui toute-
fois n’est efficace aux fins de l’évolution à l’équilibre que dans la mesure
où elle dépasse l’autre, l’ ”entropie de fond”. Nous interprétons alors les
deux termes comme la différence de potentiel ”entropique” déterminant
(multiplier par T ) la transformation de l’énergie ”qualité mécanique” en
énergie thermodynamique. L’équilibre thermique est évidemment rejoint
lorsque les deux termes de potentiel s’égalisent.

Nous pouvons relier de façon simple la température Tκ aux évolutions
de T . En effet on peut penser que, indépendamment de la distribution
d’énergie, les caractéristiques physiques du système soient représentées
par le nombre des degrés de liberté nL qu’il possède. Avec l’évidente
limitation de n’être pas trop loin de l’équilibre, on peut alors évaluer
la température Tκ estimant nL dans le deux états, en équilibre et hors
d’équilibre ; par congruence, on s’attend à ce que nLκ soit du même ordre
de nL.

Dans un modèle grossier mais simple, estimons nL à l’équilibre
comme

nL ≈
2U(T )

T
= 2κ(T )

ETot

T
(106)

Ici ETot est l’énergie totale du système, la partie hors d’équilibre incluse ;
et U(T ) est la partie de l’énergie totale qui se trouve en équilibre ther-
mique. L’introduisant comme fraction κ(T ) de ETot, nous avons assumé
une particulière définition de κ - pas assertive en général mais concep-
tuellement efficace ici. On peut exprimer également nLκ comme ETot

divisée par une température typique :

nLκ ≈
2ETot

Tκ − Tκ1
(107)
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Dans cette équation, il n’est pas difficile d’estimer une valeur de Tκ1 :

Tκ1 =
[
Tκ0 −

T0ETot

U(T0)

]
ETot − U(T )
ETot − U(T0)

(108)

En effet de cette façon, l’égalité

nL =
2U(T )

T
= nLκ =

2ETot

Tκ − Tκ1
=

2ETot

Tκ −
[
Tκ0 − T0ET ot

U(T0)

]
ET ot−U(T )
ET ot−U(T0)

(109)
respecte les justes conditions limites. Celles-ci sont
− condition d’équilibre :

lim
t→∞

κ(T ) = lim
t→∞

U(T )
ETot

=
U(Tf )
ETot

= 1 (110)

(à l’équilibre, toute l’énergie disponible ETot est devenue thermodyna-
mique), et

lim
t→∞

Tκ = lim
t→∞

Tω
κ = lim

t→∞
T = Tf (111)

(à l’équilibre, les températures vont coı̈ncider à une valeur Tf , les distri-
butions d’énergie sont devenues canoniques) ;
− conditions initiales :

(Tκ(t) |t=0) = Tκ0 (112)

(T (t) |t=0) = T0 < Tκ0 (113)

(si l’on prend T0 = 0, on peut admettre de partir avec un système pos-
sédant de l’énergie purement mécanique ETot).

Prenant Tκ de (109), substituant en (105), et considérant que Tκ, Tω
κ ,

T sont fonctions du temps t, on obtient l’équation d’évolution

Tκ = T
ETot

U(T )
+

[
Tκ0 − T0

ETot

U(T0)

]
ETot − U(T )
ETot − U(T0)

(114)

dU(T )
dt

= T
N

∆t

[
Exp[−hωκ(Tω

κ )
Tκ

]− Exp[−hω(T )
T

]
]

(115)

La quantité ETot − U(T0) est l’énergie hors d’équilibre à l’instant
t = 0. Dans un système qui précédemment était à l’équilibre, elle peut
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s’originer spontanément par fluctuation restant évidemment petite ; ou
bien à la suite d’une action externe : p.e. un choc peut porter l’énergie
totale à une valeur ETot, séparant au même temps le système en deux
sous-ensembles. L’un restera en équilibre avec énergie U(T0), à l’autre
compètera la valeur ETot − U(T0). Par d’autres actions extérieures, on
peut avoir ETot dépendant du temps aussi ; pendant les intervalles où
dETot/dt est très petite, la transformation sera réversible. Mais si l’on
considère p.e. un système isolé (après choc) avec ETot = const , on aura
déclenché une adiabatique irréversible. C’est le cas que nous prendrons
comme exemple plus loin.

Dans tous les cas, on aura ETot ≥ U(T0) et ωκ(Tω
κ )/Tκ0 ≥ ω(T )/T0.

En effet pour des évents typiques à comparer, les entropies de collision
hors d’équilibre ωκτκ sont nécessairement plus petites (18) que leurs
correspondantes en ambiance thermique - les premières étant moins af-
fectées par élargissement. A cet égard, l’équation (108) a bien sûr le sens
d’une interpolation et non d’une modélisation : mais nous sommes en
train ici de proposer une trace générale, susceptible de perfectionnement
à toute occasion.

Si T0 = 0, l’équation décrira l’approche à l’équilibre d’un système
préparé initialement ”dans un état mécanique pur”.

Le comportement au seuil, i.e. à une très faible température T , est
par ailleurs soumis à des hypothèses sur le nombre de processus N et
sur la chaleur spécifique du système. A ce propos, des auteurs pensent
qu’il est toujours nécessaire d’avoir déjà une valeur de température
T différente de 0 pour déclencher l’évolution à l’équilibre. Comme dit
auparavant, notre modèle porte aussi l’attention sur la quantité hωκ à
évaluer au seuil. Lorsque T est près de 0, les pulsations correspondant aux
degrès de liberté rotationnel, vibrationnel, électronique etc. pourraient
être en effet trop élevés pour contribuer aux évolutions observées. Celles-
ci dépendront alors surtout de la fréquence des collisions.

Pour arriver à un exemple accommodant ici, nous considérons l’hy-
pothèse la plus simple ωκ(Tω

κ ) = ω(T ) réduisant le problème aux seules
variables Tκ et T . Si en plus ω(T ) = const, on a une oscillation har-
monique, typiquement associable à un gaz moléculaire ou à un crystal.
Dans un domaine de hautes températures, négligeant Tκ1 et prenant
U(T ) = 5/2 T , on peut p.e. se réduire à l’équation

18Il est approprié d’ajouter ici : dans leur très grande majorité. Avec nos équations,
nous ne tenons pas en compte la production d’entropie négative, les théorèmes de
fluctuation nous assurant de toute façon qu’elle est exponentiellement négligeable.
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d

dt

T (t)
Tf

=
2
5

T (t)
Tf

N

∆t

[
Exp[−hω

Tf
]− Exp[− hω

T (t)
]
]
≈ 2

5
N hω

∆t T 2
f

(Tf − T (t))

(116)
La solution, facilement appréciable par le lecteur, est alors l’expression

T (t) ≈ Tf + (T0 − Tf )Exp

[
−2

5
N hω

∆t Tf
t

]
(117)

montrant entre autre la constante de temps du processus.
Mais l’équation (115) est plutôt générale et pour modeler jusqu’à de

très basses températures, considérons à l’extrême un gaz de Bose, dont
les particules soient soumises à une certaine (faible) interaction : tenant
celle-ci comme une relaxation collisionnelle dominée par la vitesse rela-
tive des partenaires de collision, on peut écrire (γ dépendra des densités
etc.) :

N

∆t
≈ ωκ

2π
≈ γ

h

√
TcTκ (118)

On peut aussi dire que l’incertitude minimale sur les énergies de collision
est due à élargissement de pression. Soit U(T ) l’énergie totale d’équilibre

U(T ) ≈ 0.77 T

(
T

Tc

) 3
2

(1− UnitStep[
T

Tc
− 1])+

+Tc

[
1.5

T

Tc
− 1.43 Exp(−1.81

T

Tc
)− 0.495

]
UnitStep[

T

Tc
− 1] (119)

De cette manière, nous avons simulé l’énergie du gaz de Bose qui tend
à un gaz parfait à haute température (T >> Tc) et prend une allure T

5
2

à faible. Prenant γ = const nous pouvons alors estimer le comportement
du système près de κ = 1 (19) par l’équation (Tκ et T fonctions de t′)

t′ = γ
Tc

h
t (120)

d

dt′
T

Tc
≈ dT

dU

(
T

Tc

) 3
2

[
Exp[−γ

√
Tc

Tκ
]− Exp[−γ

√
Tc

T
]

]
(121)

19Cette condition implique aussi que T0 ne sera pas loin de la température finale
Tf
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Restant maintenant au dessous de la température critique et négligeant
encore Tκ1pour une majeure simplicité, on trouve

d

dt′
T

Tc
≈ 0.52

[
Exp[−γ

√
Tc

Tf

(
T

Tf

) 3
4

]− Exp[−γ

√
Tc

T
]

]
(122)

La solution de cette équation peut être approchée (grossièrement) par
l’expression asymptotique (

T

Tf

) 7
4+ γ

4

q
Tc
T0

≈ (123)

≈ 1 +

(
T0

Tf

) 7
4+ γ

4

q
Tc
T0

− 1

Exp[−0.65γExp[−γ

√
Tc

Tf
]
(

Tc

Tf

) 3
2

t′]

(124)
Pour exposer nos exemples, nous avons toutefois apporté des simpli-

fications remarquables aux équations de départ. On peut alors noter en
dernier que les équations (105), (109), (114) se prêtent à être perfection-
nées dans plusieurs directions décrivant les systèmes avec des modèles
spécifiques. Notamment, on devrait pouvoir y introduire des conditions
qui amènent la température Tκ à s’égaliser avec T dans des circons-
tances où l’énergie thermodynamique U(T ) n’a pas encore rejoint sa
limite d’énergie totale ETot. La production d’entropie pourra alors s’an-
nuler ”en cours d’évolution” et le système atteindre un état d’équilibre
métastable qui paraı̂t bien se placer entre certains phénomènes récem-
ment observés [48].

6 Conclusion

Nous avons proposé dans cet article des modèles simples et des inter-
prétations particulières de quelques circonstances physiques qui méritent
toujours des efforts, bien que parfois dans des directions non orthodoxes.
On s’est limité aux systèmes affins à une statistique de Bose, tenant force-
ment de côté ceux qui peuvent présenter dissociation, chaleur spécifique
négative, fermions etc. On a parfois reporté des observations utiles pour
étendre les concepts exposés à d’autres systèmes. Dans la dernière sec-
tion, on a utilisé des approximations grossières pour montrer l’évolution
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d’entropie et température ; mais les chaleurs spécifiques des systèmes ont
des comportements - parfois irréguliers en ce qui concerne leurs dérivées
en fonction de la température (condensation de Bose, point lambda, su-
praconductivité etc.), mais intégrables en fonctions généralement douces
en ce domaine. La grosse interpolation est alors suffisante à indiquer la
route, détails ultérieurs pouvant s’introduire dans le modèle par la suite.
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