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Résumé : Les équations d’onde des fermions (électrons, neutrinos—
monopdles, quarks colorés) peuvent étre mises sous forme covariante
relativiste et récursive. Les équations du second ordre et d’ordre supé-
rieur obtenues en itérant I’équation du premier ordre contiennent des
termes qui sont les champs des bosons de jauge. Ces champs de jauge
sont des champs d’opérateurs. Les équations d’onde récursives, donc
aussi les équations itérées, sont compatibles avec la gravitation.

ABSTRACT. The wave equations of fermions (electrons, neutrinos—
magnetic monopoles, coloured quarks) are both relativistic covariant
and recursive. Second—order or third—order wave equations obtained by
iterating the first order equations contain terms which are the fields of
the gauge bosons. These gauge fields are operator fields. The recursive
wave equations, therefore also the iterated equations, are compatible
with the gravitation of General Relativity.

keywords : invariance group, Dirac equation, electromagnetism,
weak interactions, Clifford algebras, electric charge, quark, standard mo-
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Introduction

Aprés la découverte en 1924 de 'onde quantique par Louis de Broglie
[1], & partir de considérations relativistes et en unifiant les principes de
minimum de 'optique et de la mécanique, la physique quantique a pris
son essor avec 'obtention de I’équation d’onde de I’électron par Schro-
dinger. C’est essentiellement sur la base de cette équation d’onde que
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s’est construite la théorie, malgré la découverte du spin de 1’électron, la
méme année 1926. L’équation d’onde de Dirac, obtenue en 1928, donc
fort peu de temps aprés, a pourtant ’avantage d’étre relativiste, de don-
ner le spin 1/2 de Iélectron, de donner tous les résultats dont on a besoin
pour les états des électrons dans les atomes [2].

C’est ’équation de Dirac qui est le point de départ de la théorie
du monopole magnétique de Georges Lochak [3]-[5], ainsi que la théorie
de jauge électro-faible de Weinberg-Salam [6]. Mais alors que Lochak
a obtenu pour le monopoéle magnétique la forme générale du terme de
masse & la fois compatible avec la jauge chirale du monopdle et avec
I'invariance relativiste de ’onde, la théorie électro-faible utilise un groupe
de jauge U(1) x SU(2) qui est incompatible avec le terme de masse de
I’équation linéaire de Dirac, donc la théorie électro-faible est contrainte
de supprimer ce terme de masse, et ne peut réintroduire la masse qu’avec
le mécanisme de Higgs (rupture spontanée de la symétrie de jauge). Ce
processus reste d’ailleurs une rupture de symétrie, ceci signifie que la
gravitation reste incompatible avec la symétrie de jauge. Les équations
d’onde que nous étudions ici, en dépassant ce blocage, constituent donc
un progrés majeur vers 'unification des interactions.

L’équation d’onde de Dirac a été revisitée par D. Hestenes [7] [8] dans
le cadre de l'algébre de Clifford de ’espace-temps de signature + - - -,
Cly 3, et dans ce cadre il a pu établir que ’équation d’onde relativiste
permet d’obtenir la force de Lorentz agissant sur I’électron.

Aprés avoir étudié en détail ’'onde quantique de I’électron, de Broglie
a bati une mécanique ondulatoire du photon [9] [10]. Cette théorie a été
complétée par Lochak qui a fait le lien entre le photon magnétique et le
graviton a I'approximation linéaire de la gravitation d’Einstein [11] [12]
[13]. De Broglie avait été trés impressionné par le résultat d’Einstein,
faisant de I’équation du mouvement d’une particule la conséquence des
équations du champ de gravitation. Dans le domaine quantique, seule
I’équation de Dirac donne un résultat semblable, car la force de Lorentz
agissant sur ’électron est une conséquence de I’équation de Dirac régis-
sant I’onde. Pour obtenir 'onde quantique du photon, de Broglie utilise
deux ondes spinorielles, ou deux fois la méme onde. Parmi les buts de
cette construction figurait la question du potentiel électromagnétique,
qui est extérieur dans la théorie de Dirac, c’est-a-dire créé par toutes
les autres charges électriques en dehors de 1’électron dont on considére
I’équation d’onde. Une séparation entre le potentiel créé par ’objet lui-
méme de ceux créés par les autres porteurs de charge électrique est im-
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possible dans une théorie de champ. Le champ gravitationnel créé par
une distribution étendue de masse agit, lui, sur la distribution elle-méme.

Nous continuons ici un travail qui est parti de l'utilisation, dans
I’équation d’onde de I’électron, du terme de masse obtenu par Lochak
pour le monopole magnétique [14]. La réécriture de la théorie de Dirac
utilisant seulement ’algébre de Pauli [15], isomorphe a ’algebre de Clif-
ford Cls3, a permis d’obtenir les bonnes solutions pour 1’électron d’un
atome d’hydrogéne avec les seules parties droites et gauches de 1'onde
[16] [17]. Ces ondes gauches et droites ont émergé pour I’étude des élec-
trons & grande vitesse, puis ont été & la base de la théorie électro-faible et
de la théorie du monopdle. Donc la décomposition de I'onde de Dirac en
grandes et petites composantes que ’on peut négliger est aberrante : il ne
viendrait & ’esprit de personne de supprimer le champ magnétique dans
les cas ou il est petit par rapport au champ électrique, ce qui romprait
Iinvariance relativiste de I’électromagnétisme. C’est pourtant ce que fait
la théorie quantique pour I’électron. De Broglie a, dans un second livre
sur 1’électron de Dirac, vivement critiqué [18] cette approximation dé-
truisant & la fois le spin et la dynamique de I’électron. La réécriture avec
Cl3 montre clairement combien la théorie de Dirac basée sur les ma-
trices complexes 4 x 4 est incompléte : elle ignore la plupart des densités
tensorielles que permet de former 1’'onde spinorielle [19] [20] de ’électron.

L’invariance relativiste de I’équation d’onde de 1’électron est incluse
dans une invariance plus contraignante sous le groupe Cl} qui contient
SL(2,C) [21]. Ce groupe d’invariance élargi régit en fait la totalité de
lélectromagnétisme, y compris 'onde de I’électron [17] [22] [23] [24].

Ces contraintes supplémentaires ont permis de mieux comprendre
comment fonctionnent les interactions faibles et les interactions fortes
[25] [26] [27] [28]. L’étude a d’abord été faite dans le cadre d’une algebre
de Clifford avec plus de dimensions d’espace-temps. Ce cadre élargi nous
a permis d’obtenir le groupe de jauge U(1) x SU(2) x SU(3) du modéle
standard de la physique quantique, et pas un autre.

Ces bases nous ont permis d’élargir 'onde de I’électron de spin 1/2 &
une onde dont les différentes parties décrivent les particules et antipar-
ticules de ce que le modéle standard appelle la « premiére génération ».
Nous avons ensuite généralisé le terme de masse de ’équation d’onde de
I’électron, d’abord pour les ondes droites et gauches de 1’électron et ’'onde
gauche de son neutrino [29], ensuite pour 'onde générale de premiére gé-
nération [30] [31] [32]. Outre le fait que les équations d’onde obtenues
sont invariantes sous le groupe élargi, donc invariantes relativistes, et in-
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variantes de jauge sous le groupe de jauge du modéle standard, les équa-
tions d’onde comportent un terme de masse. Le mécanisme de symétrie
spontanément brisée n’est plus nécessaire pour inclure la gravitation.

Un double lien existe entre les équations d’onde et la densité lagran-
gienne : les équations d’onde s’obtiennent, dans le cas stationnaire, par
les équations de Lagrange & partir de la densité lagrangienne, et, dans
le cas général, y compris avec des solutions non stationnaires, la den-
sité lagrangienne s’obtient & partir de la seule partie scalaire réelle (au
sens cliffordien du terme) des équations d’onde. Cette double implica-
tion entre équations d’onde et densité lagrangienne est a la fois la cause
de 'existence en physique d’un principe de minimum, et la limite de ce
principe : seule la partie fermionique est nécessairement lagrangienne.

Nous présentons ici une forme récursive des équations d’onde fermio-
nique équivalente a celle que nous avons obtenues précédemment [33]—
[39], avec les mémes propriétés d’invariance relativiste élargie, d’inva-
riance de jauge compatible avec la masse, et récursives. La récursivité
implique des équations du second ordre que le modéle standard décrit
en termes de « bosons de jauge ». Ce sont ces bosons de jauge que nous
étudions maintenant, pour les leptons puis pour les quarks.

1 Equations d’onde récursives des leptons

Les ondes leptoniques comportent, pour la premiére génération,
quatre spineurs, deux ondes gauches et deux ondes droites. L’électron
a une onde droite notée R! et une onde gauche notée L'. Le neutrino
électronique, qui est aussi le monopole magnétique de Lochak, posséde
également une onde droite notée R® et une onde gauche notée L. Le
modeéle initial de Weinberg-Salam [6] ne comportait que les deux ondes
de 1’électron et Ponde gauche du neutrino [29]. La raison de ces quatre
sortes d’onde est 'existence de quatre représentations non équivalentes
du groupe géométrique d’invariance, Cli = GL(2,C) : M étant un élé-
ment quelconque de ce groupe, c’est-a-dire un élément quelconque in-
versible de l'algébre de Clifford de l’espace physique, la dilatation de
Lorentz associée R transforme z en 2’ = R(z) avec [21] :

x=aloy, ; o =0p=1; Uj:—aj,j:1,2,3.

' =R(x)=12""0,=MzM ; 2" = Rl s det(M) = re', (1.1)
0 0 N

V=0"d,; 0,= B V' =0td',; 0,= e O = R0,
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—/ o~ —/ o~y
RY=MR'; L' =ML'; R¥ =RM ; L¥ =I°M  (12)
V=MV'M (1.3)

Dans les égalités précédentes, nous identifions les deux algébres iso-
morphes Cls et M>(C), 'algébre de Pauli : les trois matrices o; de Pauli
forment une base orthonormée de sens direct de 1’espace physique. La
dilatation R est la composée d’une transformation de Lorentz et d’une
homothétie de rapport r. Outre la convention usuelle de sommation des
indices hauts et bas, dans laquelle les indices grecs vont de 0 & 3 tandis
que les indices latins vont de 1 a 3, nous utilisons trois conjugaisons : a et
b étant deux nombres réels, 7 = v/o; et W = w’o; étant deux vecteurs,
I’élément général de I'algébre est somme d’un réel, d’un vecteur, d’un
pseudo-vecteur et d’un pseudo-scalaire, on pose :

M=a+U+il+ib; i=010003;
M=a—i+ib—ib; (1.4)

M=a+d—iw—ib; M=a—1i—i0+ib.

La conjugaison M M est l’automorphisme principal de Cl3. La conju-
gaison M +— M est la réversion, identique ici au passage a la matrice
adjointe. La conjugaison M — M est la composée des deux précé-
dentes. Dans la transformation R décrite en (1.1) a (1.4) lélément M
est quelconque et indépendant de x, il en résulte que R décrit le chan-
gement entre coordonnées d’un référentiel d’inertie par rapport & un
autre référentiel d’inertie. Il est possible de généraliser ces transforma-
tions en considérant, au voisinage du point x, un M variable, tel que, si
M@O)=1:

dx*

M=1+ T(p“ + fuo1 + 1,02+ au03 + hyioy + guios + byios +iby,),

~ dx* ) ) _ )

M=1+ T(p“ + fuo1 + 1,02+ a,03 — hyioy — guios — byios —iby,).
(1.5)

ou les p,,...,b, sont des fonctions numériques de z. On a alors :

MM = det(M) =1+ da*(p, +1ib,); det(M ™) =1 — dat(p, +ib,),

M= Mdet(M™1) (1.6)

dx*

=1+ 7(—1)” + fuo1 + 1,00 + 4,03 + hyioy + guios + byios —ib,,).
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la dilatation R définie a partir de M en (1.1) donne alors :

2% =20+ (puxo + fuz' + l“xQ + au:z:3)dz”,
ot =2t + (fuz® + pux +b2® — gua®)dat,
2? = 22+ (1,2° — byz' + pux’® + hya®)dat, (1.7)
2 = 2% + (a,2° + gz — hya® + pua®)dat

Les symboles de Christoffel I'g étant définis comme
o/ =2 +T5,a%da”, (1.8)
on a alors

1y, =T1, =13, =13, =pu ;
Lo, =18, =fu; T, =19, =1, IY,=T%,=a,; (1.9)
I3, =-T3,=h,; I7,=-T%, =g.; Iy, =-T7, =0,

Toutes les fonctions numériques présentes en (1.5) ont donc une signifi-
cation géométrique, & ’exception des b, qui sont les composantes d’un
vecteur, celui de la jauge chirale du groupe U(1) du U(1) x SU(2) de la
jauge électro-faible. Les vecteurs se transformant suivant (1.8) sont les
vecteurs appelés « contravariants ». Les vecteurs se transformant comme
V vérifient :

V' =00, =M ¢"M~'9, = 0¥ (9, — dz'T",0,). (1.10)

v

On nomme donc vecteurs « covariants » ceux qui se transforment
comme :

9, = 0, — da"'T?,0,. (1.11)
Nous allons utiliser pour les équations d’onde la dérivation D telle que
D=V (VM YM (1.12)

1 . . . .
=o"0, + i(p“ — fuor — 102 — a0 + hyioy + guios + byios — iby,)]
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Nous avons obtenu en [39] les équations d’onde de la partie leptonique
de 'onde quantique de spin 1/2 sous la forme :

~ 3~ R

0= (—iD — kzg—l—m{?)ég; k= 2—\{5

0=(—iD+ %b + w3+ mv)L' — (w! + in)Zg, (1.13)
=~ b 3 78 1_ - 2\T1
0:(71D+§7W +mv)L — (w —iw")L".

Les constantes g1, g2, g3 correspondant aux différentes parties du groupe
de jauge U(1) x SU(2) x SU(3) du modéle standard doivent étre intégrées
au potentiel [40]. On a donc posé :
g1 E_ 921k Mo
b==B; ==W" k=1,2,3; = — 1.14
2 ) w 2 ) ) 9 ) m hC ( )
ot les B et W* sont les potentiels présents dans le modéle de Weinberg-
Salam, tandis que mg est la masse propre de I’électron. Le modéle de
Weinberg-Salam utilise une rotation dans le plan (B, W?), nous avons
montré [37] que 'angle de cette rotation valait 30°, on a donc :
2q q 1 g
=—; kb= —B=_—B=—
9 V3 20 2e he
ou g est la charge du monopoéle magnétique de Lochak. L’onde RS est
invariante sous la transformation de jauge :

B=QB (1.15)

~ — o~ ~ ~ ~ 1 —
BoR =R, BB =B+ R (1.16)

Il convient de rappeler que, conformément & (1.16), la jauge magnétique
est en exp(if), tout comme pour R! et R8 et aussi L! et E8, donc L1
et T sont multipliés par exp(—if). Donc le ¢ de Dirac est multiplié
par exp(ifys). De son coté la jauge électrique est en exp(iflos), R' est
multiplié par exp(if) et L' par exp(—if), L' est multiplié par exp(i0),
donc le 1) de Dirac est multiplié par exp(i6).

Le vecteur v vérifie! :

v=—; p°=JJ, (1.17)

11 égalité p2 = JJ est générale. Le contraire a été publié en [36], ot (9.1) est faux,
avec les excuses de I'auteur de cette bourde.
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ou J est le vecteur courant dont la composante de temps J° est la densité
de probabilité de ’onde leptonique :

J=R'R'+ L'L' + R®R® + L3LS. (1.18)

Donc p est la pseudo-norme d’espace-temps de J, donc v vérifie :

1=vv=vv; v0 =14 ()2 + (v2)2+ (v3)2. (1.19)

Car v° = J%/p > 0. Ainsi v est un vecteur unitaire. De plus ce résultat,
exact en tout point de 'espace-temps, n’est pas simplement un calcul sur
les vecteurs d’un espace vectoriel, c’est un calcul d’algébre de Clifford, il
implique que v est inversible, avec

v=vl (1.20)

Nous pouvons donc écrire les équations d’onde (1.13) sous la forme équi-
valente :

~ 3~
mvR' = (iD — 5lo)R1 . mvR® = (D + kb)R®,
3 -~ _
mvL' = (iD — §b w) L' + (w4 z'\zv2)L87 (1.21)
— ~ b — N
mvL® = (1D — B + W3)L8 + (wh —iw?) L.

On pose alors :

DL Voo 3a
~ YD - DR
R( ) m(z 2 ) )
Z( %(iﬁ—l—k%)ﬁS, (1.22)
pis v (iD — %b — w3 ~W1 + iw? ot
~m wl — w2 iD—g+W3 %)

Les équations d’onde prennent ainsi la forme récursive :

E1 El 21
<L8> =D;® <LS> =D}®D}® <L8>] = ... (1.23)



Equations d’onde des bosons ... 359

L’équation d’onde de I’électron a été formulée tout d’abord sous la forme
utilisant les matrices de Dirac (0 = [y*(0, + igA,) + im]y) puis nous
avons obtenu la forme invariante des équations d’onde, par exemple pour
l’onde droite de 1’électron :

0=R'(—iD+ SB + mv)R!

dont la partie réelle donne en repére inertiel la densité lagrangienne.
Le passage de I'une a 'autre des deux formes d’équation n’est pas une
équivalence logique : comme les spineurs gauches et droits sont isotropes,
ils ne sont jamais inversibles. Dans cette double implication, celle qui
va de la densité lagrangienne aux équations d’onde est fort mal établie
dans le cas général, et ne marche bien en fait que pour les solutions
stationnaires. Au contraire le passage de la forme initiale utilisant les
matrices de Dirac a la forme récursive est une simple équivalence logique,
parce que le vecteur unitaire v est inversible.

On se place maintenant dans le cas le plus simple d’un repére d’iner-
tie, dans lequel les symboles de Christoffel sont tous nuls. Alors la déri-
vation covariante de (1.12) se réduit a :

i~ ~ P ~

D=V-— b D=V+.b; D=V+ob; D=V —-b.  (1.24)
2 2 2 2
Les équations récursives des leptons s’écrivent alors :
R' = ~(iV — 2b)RY,
m
B =TV + (1 + k)b R® (1.25)
m 2 ’

I _ v iV—-—b—-w? w!4iw? It
) T m U wl—iw?2 iV—b+w) \T]"
Nous avons rappelé précédemment que le modéle de Weinberg-Salam

utilise une rotation dans le plan (B, W3) et nous avons aussi montré [37]
que 'angle de cette rotation valait 30°, on a donc :

2q
n="g5i 0= 2q. (1.26)

Nous allons maintenant supposer que cette rotation est complétée par
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une homothétie de rapport 2, donc nous supposons que 'on a :
B=+v3A"—2°; W3=4%+32°,

70 = %(W3 — A%, (1.27)

La forme du potentiel A® est déterminée par le fait que la masse propre
du photon est nulle, celle des potentiels w? par le fait que la jauge est
un groupe SU(2). On va donc prendre dans les relations précédentes :

A® = DL + D%, — Dy — D}
W3 = Dy + D% — D} + D}. (1.28)
La valeur de A est reprise de (1.12) de [39], les valeurs des W7 sont

celles de (1.17) de [39] auxquelles on ajoute D} + D% qui est invariant
dans le groupe de jauge. On obtient alors :

2
7% = —=Dj,
\/g L
5
B =V3(D} + D% — D} — gDi), (1.29)

91 q 5
b="5B= ﬁqu(D}ﬁD%—D;—gDi).

Lorsque le neutrino-monopdle est absent (L8 = R® = 0) on obtient :

2b =b+w? = qA = q(2D} — 2D}),

R! = %(ﬁ — ¢A)R!,
I = %(N — qA)T. (1.30)

C’est la forme récursive des équations d’onde de 1’électron dans le po-
tentiel électromagnétique A. Il s’agit de I’équation de Dirac avec modi-
fication du seul terme de masse, parce que ’équation s’écrit, avec :

o—mrri i =va(G o) =va(g ). s

sous la forme :

0= V$0'21 + QA$+ me_’ﬂqh; 091 = 0201 = —iO’g, (132)
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ce qui nous redonne I’équation de Dirac, lorsque 3 est nul ou négligeable,
I'équation de Dirac s’écrivant en algébre d’espace (voir [17] chapitre 2) :

0= V(Eagl + qA$+ mao. (1.33)

Le passage de l’équation (1.32) au systéme (1.30) n’est pas du tout
évident, car il faut décroiser I’équation de Dirac, dont le terme de
masse relie ondes gauches et ondes droites. Tout d’abord ’angle d"Yvon-
Takabayasi 0 est défini par :

. 1 1
ar = det(¢) = pe’’ = 2'¢; € = (gﬁ) ;= (ﬁ) (1.34)

& Up)
En séparant les colonnes de gauche et les colonnes de droite de chaque

matrice présente en (1.32) et en se servant de la conjugaison R' +— R!
on peut voir que cette équation est équivalente au systéme :

VR = gAR' + m&L T,
P
VL' = gAL' + m™LRY. (1.35)
p
Or on a dans le cas de I’électron seul :

a; = lel + Llﬁl; a; = }A%lfl + Elél,

J=R'R'+ 'L, T=R'R' +I'T", (1.36)
N — o — -1 .
JR'=I'T'R' + R'R'R' = I'T'R! = L1a1¥ — oI,
71 1p1T1 17171 15171 1~ 1+os
JI' = R'R'T! + ['I'L! = R'R'L! = R'G, — @R (1.37)
On a donc :
T a ~ ~
Gp_ g _gp Mo (1.38)
p p p p

Et on peut donc mettre le systéme (1.35), équivalent a 1’équation (1.32),
sous la forme :

iVR' = gAR' + mvR!,
iVL' = qAL' + mvL', (1.39)

qui équivaut bien & (1.30). Le décroisement de 1’équation d’onde du mo-
nopdle magnétique de Lochak (équations (3.7)-(3.8) de [31]) fonctionne
de la méme maniere.
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2 Equations du second ordre et champs de jauge

La croyance dans le fait que I’équation de Dirac donne 1’équation de
Klein-Gordon au second ordre est tout a fait infondée. On a en effet,
a partir de I’équation de Dirac, et quand on ne supprime pas le terme
d’interaction électrique :

Vn = —iqAn — imé ; @{ = —iqgf — imn,
On = @(Vn) = —iq@(An) - im%ﬁ, (2.1)
0¢ = V(VE) = —igV (AS) — imVi.

En algébre d’espace, le champ électromagnétique E +iH vérifie :
E+iH=VA; VA=—-E+iH; 9"A, =0. (2.2)
Et on a:

V(An) = (VA + 24#8,n — AVr),
V(A¢) = (VA)E + 2410,¢ — AVE. (2.3)

Les équations du second ordre se simplifient donc, il n’y a pas de terme
en mgq, et il reste :

(O+m? — @ AA)yy = —igFn ; F=VA+24"9,,
(O+m? — PAA)E = —igF¢ ; F = VA+24"9,. (2.4)

Certes si on supprime totalement l'interaction électromagnétique on ob-
tient ce qu’on veut, 0 = ([J 4+ m?)t). Mais un électron sans spin et sans
charge, ¢a n’existe pas. On remarquera donc que l’équation du second
ordre contient non seulement le champ électromagnétique F', mais aussi
le potentiel électromagnétique A. On remarquera aussi que le terme de
gauche de (2.4) contient certes un terme positif, m?, mais aussi un terme
négatif car AA = AA est le carré de la norme de A, qui est un vecteur du
genre espace par suite de (1.30). Or ce terme négatif n’est pas fixe et il
peut étre localement beaucoup plus grand que le terme de masse. On re-
marquera enfin que si I'onde droite se couple a F, 'onde gauche se couple
a F'. La théorie quantique des champs, qui supprime la moitié des para-
meétres de I'onde de 1’électron, est donc trés loin de la réalité physique
dans le cas de I’électron. Par contre pour le champ électromagnétique
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elle est plus proche de la réalité physique que I’électromagnétisme clas-
sique, parce que le champ F de (2.4) est un champ d’opérateurs. Les
précédentes remarques vont nous étre utiles pour comprendre les consé-
quences de la récursivité des équations d’onde. Au second ordre on a :

R' = %(ZVbe)[ (iV — 2b)RY],

e V,e 142k~ v, o 142k

R® = —(iV+ b)[—(V + — b)R¥), (2.5)
LYY ¥ (iV—b—w® w!+iw?

) T\ wl—iw? iV—b+w?

3|

iV—b—w wl4iw? \ (L' |
wl—iw? iV—-b+wd)|7®
Comme on a des égalités similaires a (2.3) pour b et v, le développement

des équations, pour les ondes droites, oblige a considérer deux champs
similaires au champ électromagnétique :

Fy = m(VV+2v40,) ; F, = Vb+2b"d,. (2.6)

Ona:
Frn(vX)=m(VV+2v'0,)(vX) (2.7)
=m[(VV)vX 4+ 2vF(0,v) X + 2vHvO, X
VE(X) = mv(Vv 4 2v49,) X

=mv(Vv)X + F,,(vX) — m(VV)vX — 2mvH (0, v) X

= Fn(vX) — m[(VV)v +2vF*0,v — v%v]X

=F,(vX)—-mV(Fv)X. (2.8)
On a donc

F(vX) =vF,X. (2.9)
On obtient pour ’onde droite de 1’électron :
m?*R' = zv@[v(z@ - ZB)Rl] — 2mvbR", (2.10)
0 = [O— (2b + mv)(2b + m¥) + i(F,, + 2F,)| R
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Le terme de jauge et le terme de masse de chaque équation d’onde ont
un comportement différent sous les dilatations de Lorentz. Cela se tra-
duit par I'introduction dans les équations du second ordre, en plus des
«champs de jauge », d’'un « champ matériel », le F,, défini en (2.6).
L’autre nouveauté est le changement de signe du terme de masse, qui
apparait quand on tient complétement compte du caractére non linéaire
du terme de masse. Ce changement de signe fait que tous les termes,
ceux venant des potentiels comme ceux venant de la masse, sont de
méme signe, et ce signe correspond a la prédiction faite par de Broglie
deés 1924 : si la particule-électron voyage a une vitesse toujours inférieure
a la vitesse de la lumiére, la propagation de la phase de 'onde se fait
A une vitesse toujours supérieure a celle de la lumiére. La dynamique
de ’électron, qui s’obtient & partir du tenseur d’impulsion-énergie, est
celle d’un fluide chargé se déplacant suivant la loi de force de Lorentz
(voir B.2 de [17]), donc avec une vitesse toujours inférieure a la vitesse
de la lumiére. Néanmoins 1’équation du second ordre, lorsque 'on tient
compte des variations de v, comporte un —m? parce que ces variations
de v ajoutent —2m?.

Pour 'onde droite du monopole magnétique, le seul changement par
rapport & 'onde droite de 1’électron est le remplacement de —2b par
(1/2 + k)b, on obtient donc :

0= [0 (my— 1+2kb)(m'\7— 1+2kg)
142k~
+i(F, — + Fy)|R®. (2.11)

Les équations du second ordre pour les ondes gauches comportent de
nombreux termes, et se simplifient si on utilise les définitions suivantes
des champs de jauge :

ﬁvlv = Vw! + 2w't0,, + wiw? — wiw?,
F?2 = Vw? + 2w, + WPw' — w'w?, (2.12)
ﬁv‘i = Vw’ + 2w, + wiw? — wiwl.
Les utilisateurs des groupes de jauge non commutatifs retrouvent ici
les formules maintenant bien connues de type Yang-Mills. Simplement

on n’y a pas oublié les dérivées partielles. Celles-ci impliquent que les
champs sont des champs d’opérateurs agissant sur 1’onde de spin 1/2.
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On obtient :

O—(b-b+wh -wl+w? w?+wd w?)
m2L! = —2(b- w3 +b-mv+ w3 mv) Lt
+i( B + By + F3)
2(b +mv) - (w! +iw?)\ —s
P ~ L. 2.1
* ( —i(FL +iF2) (2.13)

O—(b-b+wh-wh+w? w?+wd w?)
m?T° = +2(b-w? —b-mv+w?-mv)
+'L(Fm+Fb*F3)

w

+ (2(b Jr_?zj%f‘zﬁg)’w )> I (2.14)

]

Ces équations du second ordre généralisent donc ’équation du second
ordre (2.4) qui résulte de I’équation linéaire de Dirac. La principale dif-
férence vient du terme de masse, qui est changé de signe. L’origine de ce
changement est le fait que le vecteur v est en facteur du terme de masse,
et qu’il ajoute un changement de signe quand on le dérive. Du point de
vue physique, cela correspond au fait que 'onde de de Broglie se pro-
page & une vitesse supérieure a la vitesse de la lumiére [1]. Les champs
de jauge sont aussi la généralisation du champ électromagnétique obtenu
par de Broglie. Les champs de jauge sont, conformément a ce que dit la
théorie quantique des champs, des champs d’opérateurs. En outre ils ne
sont pas indépendants de ce sur quoi ils agissent, ils ne sont que des
maniéres commodes de simplifier les équations d’onde du second ordre.
Nous allons voir maintenant qu’il en est de méme pour les quarks.

3 Equations du second ordre et champs de jauge, cas
des quarks

Comme dans le cas des leptons, les ondes droites sont plus simples que
les ondes gauches, qui sont seules sensibles au groupe de jauge SU(2).
Pour le quark d, dont les ondes droites de « couleur » r, g, b sont notées
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respectivement R?, R3, R* [39)], les équations d’onde vérifient :

iVR? = 2332 + (b} +ih?)R? + (B} — iR2)R* + (h3 — h3)R® + m,VR?,

iVR® = %ERS + (b + ih3)R* + (b} — ik2)R® + (h3 — B3)R® + m,R?,
(3.1)

iVR* = gBR“ + (B + ih2)R? + (h — ik2)R® + (h} — h3)R* + m,VR*,

Dans ces équations la masse réduite m, peut étre différente du m de

I’onde leptonique. Le courant conservatif Jg, qui est le courant de pro-
babilité dans le cas des quarks, vérifie :

7
Jg =Y _ D+ Df. (3.2)
k=2

Comme pour 'onde leptonique on a :

p =1l
J, ~
v="2 |v||]=1; v=v! (3.3)

Les potentiels agissant en (3.1) sur les ondes droites du quark d sont
constitués de ces seules ondes droites :

hl=$p32_ B (R2RS 4 ROR?); B2 = 92—3d32 — BiRR® +iRPR?),

2 2 2
hi = 2(-D% + Dh); by = TDR = L(RR' + R'RY),
hs = Ldif = T (—iR*R' +iR'R); b = T (~D}, + D), (3.4)
hi= %31)%4 = 9—;(341? + R2RY); b2 = %?’cz24 = %3(—1'34}? +iR*RY),

g3
g = % (D + D).
les équations d’onde (3.1) peuvent s’écrire :

R2
Ry=M%Ry; Ry= | R® |, 3.5
R
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ou l'opérateur M}% vérifie :
ML = Y% - 254 N
Mg 3
hi —h3 —h}+ih? —h} —ih}
N&=|—-hl—ih? hi—-h3 —hi+ih3]. (3.6)
ChL b2 Rl —ihd  RE— R

On peut donc écrire la forme récursive (3.5) de 'équation d’onde :

=—@EV—-—=-b+ N .
Ry g (v 3 + Ni)Rq (3.7)

On obtient alors au second ordre :

A% = 2~ -~ v ~ 2~ ~
= —(iV—-b+NH[—(@\V - b+ N&
Rd mq (Zv 3 + R) [mq (lv 3 + R)Rd]7

= VvV

~ 24 24~
mgURg = iV| (N—gb+Ng)]+(—§b+Ng)Rd. (3.8)

Mg
Comme en (2.6) on utilise :
Fy=mg(V¥+2v49,) ; Fy(vX)=vE,X. (3.9)
En multipliant (3.8) a gauche par m,v on obtient :

2 ~ ~ 20~ ~
(m2 + %vb —mgvNE) Ry = iFyRy + ORq + gV(de) — iV(N§;Rq).

(3.10)
Ona:

V(bR4) = (Vb 4 2b#8,) Ry — bV Ry (3.11)
21~ —~
= FyRy+ imbVRy + gbde — ibNLR,.

L’équation du second ordre ne se simplifie que si on pose pour les champs
de jauge venant des potentiels h? :

Fl=VNL+ 2N, —iNENg. (3.12)

Cette égalité correspond a la relation existant entre les potentiels et les
champs en chromodynamique, mais avec deux corrections par rapport
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a cette partie du modéle standard : d’une part on n’a pas oublié les
dérivées partielles venant du spin 1/2, d’autre part le champ de jauge
dépend de ce sur quoi il s’applique, c’est pourquoi nous utilisons une
notation plus compliquée, Fff2 signifiant que ce champ d’opérateurs F
s’applique aux parties droites des ondes de couleur du quark d. Ceci
nous permet d’écrire ’équation du second ordre de maniére un peu plus
courte :

4 ~ 2 ~
0=[0-m - ghh— gmq(vlo +bV)| Ry
~ " 2.~ ~

+my[vNE(Ra) + Na(VR)] + g[le‘é(Rd) + N&(bRy)]  (3.13)

. 2
+i(Fy + 5y~ FR)(Ra).

Pour les ondes droites du quark u, avec les trois états de couleur r, g, b
notés respectivement R®, R®, R”, nous avons comme équations d’onde,
a la place de (3.1) (voir (1.35) de [39]) :

—= 4~ ~ ~ o o~y o PO o~
iVR® = —gbR5 + (b} +ih?)RS + (hy — ih3)R" + (h3 — h3)R® + m,VR®,

—~ 4~ ~ ~ ~. ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
iVRS = —gbRG + (hy +ih3)R™ + (hi — ih?)R® + (h3 — h})R® 4+ m, VRS,
(3.14)

_ Qo ~ ~ —~ ~ ~ —~ ~ o~ -
iVR" = fgbR7 + (h +ih2)R® + (hd — ih3)RS + (h3 — h3)R™ + m,VR.
ou les h? vérifient maintenant :

hl =B pis - %(E%G + RSR%); h2 = 92—3d65 — B (_iR°R® +iR°RY),

2 2
W= (D, + DY); by = LD = L(RORT 4 FTR),
h% _ %Bdm _ 9?3(72-]};/6}%7 JrZ-E?RG); hg - %(71)% +D17%), (3.15)
hy = DR = L(RTR + R°RT): 13 = Ldff = T (~iR"R +iR°R)

g3
hy = 5(—1),7% + D3%).
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les équations d’onde (3.14) peuvent s’écrire sous la forme récursive :
R°
R,=MER,; R,= | RS |, (3.16)
R
ot 'opérateur My vérifie :
Vo a4~ o
Mg =—>0V+ b+ Ng);
- (iV + 30T R)
hi —h3 —h}+ihi —h} —ih}
Ni=|-hi—ih? h}—h3 —hi+in3]. (3.17)
“hlaihd —hb—ih2 B — B}
On a réécrit la matrice, car méme si elle a les mémes propriétés qu’en

(3.6), son contenu différe, les hf étant maintenant ceux de (3.15). On

peut donc écrire la forme récursive (3.16) de 1’équation d’onde :
Ru= (% + 5%+ NWR (3.18)
‘T m, 3 R '

Seul change le coefficient de b. On obtient alors au second ordre :
16, ~ 4 ~
0=[0- m?] — Ebb + gmq(vb + bV)| R,

+my[VN(R) + NAGR] - SBNA(R) + NEGR)] - (3.19)
4

+i(Fy — 5Fy — FR)(R).

Nous terminons cette présentation des équations du second ordre par le
cas plus compliqué des ondes gauches des quarks, sur lesquelles agissent
a la fois les opérateurs du groupe de jauge SU(2) des interactions faibles
et ceux du groupe SU(3) de la chromodynamique. Les potentiels de la
jauge électro-faible vérifient :

wy = qD¥ = q(L*L® + L°L?); w3 = qd}® = q(iL*L° —iL°L?);
wh = q(=Dj + D}); wy = qDP’ = q(L°L° + L°L®);

= qd3 = q(iLPL° —iL°L?); wi = q(—D3 + DY) (3.20)
wi =qD¥ = q(LALT + LL%); w? = qd¥ = q(iL*L” —iL7L%);
wi=q(-D} + D],

W

W
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Les équations d’onde ont la forme obtenue en (1.36)—(1.37) de [39] :

~ b=~ _ ~
~iVE? =317 + (W) + iw2)L’ — wiL?
+ (h} +ih3) L% + (hg — ih3)L* + (h} — h3)L? — mevL?,
~—5 b ~ _
—iVIL’ :§L5 + (wl —iw2) 12 + wiL’ (3.21)

+ (0! + )L’ + (bl — i) + (03 — W3 I — mgvL,

. b~ _ ~.
~iVL? =2 L% + (w + iw3)L° — wiL?
+ (hy +ih3) L + (bt — iR L2 + (h3 — h3)L* — myvL?,
b_. . _
gL6 + (wh —iw?) I3 + wiL’ (3.22)

+ (0} + b2 + (b} — i) T’ + (b3 — h3)I° — mgv I,

VI’ =

~ b~ _ N
IV =g 1+ (w) + iw)L — wiL4
+ (hd +ih2)L? + (hy — ih2)L? + (h3 — h3)L* — m,vL?,
~—7 b - _
—iVL' =§L7 +(wh—iw) DA+ wiT' (3.23)

o o\D 1 2,56 =7 —7
+ (hi +ih3)L” + (hy —ih3)L" + (hi —h3)L" —m,vL',
La forme récursive des équations d’onde est :

~

~ vV . b ~ MM\ + Ly
L=— —+ Mp)L; My = s L= (2 3.24
mq ('Lv + 3 + L) ) L (M3M4> ) (Lu 9 ( )
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—w3 +h3—h3 hl+ih? hi — ih3 R L?
M= Rz —wiand—nd mi4ind  |iDa=|I%],
hy +ih3 hy —ih:  —wi+hi—h3 T4
wi+iwd 0 0 wi—iw3 0 0
My = 0 Wé =+ iwg 0 ,Ms = 0 Wé - iw% 0
0 0  wi+iwg 0 0  wi—iw?
=5
wi+h? —h3 hi+ihi  hi—ih3 _ f@
My = hi —ihf w3 +h3—h} hi+ih3 |;L,=|T |.
hi + ih3 hi —ih3  wi-+hi—h3 7
(3.25)
oul'on a :

hl= %31)? = %(LZ’E?’ + LPL2); b2 = %d” = gg(—iﬁi?’ +iL3L?,

- %3(_1)% +D3); hh = %3924 - %3@3?* + LADP); (3.26)

hg = %36#3 = %(—iL3E4 +iLAL)); hd = %(_Dg + DYy,

By = 20p = D(LL2 + L0 b3 = Lt = T (L' I +iL’LY,

W= 2(-D}+D}).

bt = 8 — (T30 4 FOL8); 12 - B — IO oL,

2
W = %(_Dg + D% b= %Df}j = %3@%7 +L7LY), (3.27)
n2 — %dm _ 953(2'57[/6 _GISLTY 13 = %(_D% + D7),
by = L0P = LLL+ L) b3 = Ldff = LGLLT —iL7LY),
b§ = (~D] + Dj).

En posant :

Fp = VM + 2M", — iM M, (3.28)
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On obtient comme équation du second ordre :
5 1x my =~ PUNNEN
0=[0-m;— §bb + ?(bv +Vb)]L (3.29)

+mgloMy (D) + My (vE)] + 3 [5My (E) + My (bD)

4 Au troisiéme ordre

Nous n’allons détailler que le cas de R', méme s’il n’y a pas de dif-
férence avec les autres ondes, sinon la longueur des calculs. Nous avons
au troisiéme ordre :

R' = 2 (iV — 2b){— (iV — 2b)[— (iV — 2b)R]}, (4.1)
m m m
0 = V{OR" — [(2b 4 mv) - (2b + mv)R'] + i(F,, + 2F,)R'}.
Ceci nous donne, pour les « courants » qui généralisent ceux de 1’élec-
tromagnétisme de Maxwell :

V[(Fp + 2F,)RY =iOVR' — iV[(2b + mv) - (2b + mv)|R*
— (2b+mv) - (2b+mv)(2b+m¥)R'.  (4.2)

Cette relation et les autres que ’on peut former a partir des équations
itérées a l'ordre trois ne contiennent pas les dérivées des champs seuls,
les VF, mais les dérivées des champs appliqués aux spineurs, comme
V|F,.(RY)]. Rappelons que le modéle standard a rajouté au lagrangien
donnant I’équation de Dirac (sans terme de masse) pour les ondes des fer-
mions un lagrangien donnant les liens entre champs de jauge et courants.
Mais il y a des problémes avec ces liens, problémes qui sont reconnus par
la théorie, problémes liés au fait que la théorie quantique des champs
est basée sur la linéarité des équations d’onde, tandis que toute théorie
de type Yang-Mills, avec groupe non commutatif, utilise des relations
entre potentiels et champs de jauge qui ne sont pas linéaires (comme nos
relations (2.10) ci-dessus). Il n’est donc pas surprenant que les relations
que nous obtenons soient fort différentes de celles du modéle standard.
En particulier elles ne dissocient pas les champs de jauge des champs
de spineurs qui les créent. Et il est impossible de les dissocier, & cause
des dérivées partielles des potentiels qui sont ignorées dans les calculs du
modéle standard.



Equations d’onde des bosons ... 373

L’équation (4.2) comporte un terme avec des dérivées d’ordre trois,
qui correspondent du point de vue physique au fait qu'un électron
rayonne dés qu’il accélére. L’accélération peut venir de la force de La-
place (variation du tenseur de Tétrode d’impulsion-énergie) ou de «forces
d’inertie », auquel cas il faudra bien str faire intervenir les équations
d’onde avec terme général D de (1.12). Les équations du second ordre
ou d’ordre supérieur sont automatiquement satisfaites par toute solution
des équations du premier ordre. Ce sont donc ces solutions du premier
ordre qu’il suffit de prendre en considération. Elles sont, comme les équa-
tions du champ gravitationnel, hautement non linéaires, non seulement
A cause du terme de masse, mais aussi des termes de jauge, qui sont
cubiques par rapport aux spineurs. Obtenir ces solutions est donc un
formidable défi, en particulier I'existence éventuelle de solutions de type
soliton est aujourd’hui une question totalement ouverte. Vu la puissance
de calcul phénoménale de nos ordinateurs, ce défi devrait pouvoir étre
relevé dés maintenant par ceux qui voudront bien s’en saisir.

5 Remarques de conclusion

L’onde quantique fondamentale est celle des fermions, de spin 1/2.
Pour la matiére ordinaire, celle qui compose les atomes, huit objets sont
essentiels, 1’électron, le neutrino (qui est aussi le monopole magnétique),
et deux quarks avec chacun trois états de couleur. Mais ces objets sont
doubles, composés d’une onde droite et d’une onde gauche, donc les
objets fondamentaux sont au nombre de seize, qu’on peut disposer ainsi :

Figure 1 : Classement des ondes de « premiére génération ».

Le tableau présente deux symétries, donc quatre parties. Ces quatre par-
ties viennent du groupe d’invariance généralisant 'invariance relativiste,
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qui est le groupe C13 des éléments inversibles de I’algébre de Clifford de
I’espace. Il vient donc en fin de compte de la géométrie de notre univers.
Ce groupe, qui est isomorphe & GL(2, C) admet, comme tous les groupes
GL(n,C), quatre sortes de représentations, qui donnent les quatre types
d’équations de (1.13). Chacune des deux symétries du tableau est une
fausse symétrie : la symétrie entre ondes droites et ondes gauches est
complétement brisée par le fait que le groupe de jauge SU(2) n’agit que
sur la partie gauche du tableau. La réversion, qui est la symétrie princi-
pale dans une algeébre de Clifford, est la symétrie entre le haut et le bas
du tableau. Elle aussi est brisée par le fait que la jauge en ¢ intervient &
la fois dans le terme de dérivation covariante et dans la partie des poten-
tiels de jauge. Ceci vient de ce que la dimension de I'espace est impaire,
donc le produit ¢ = 010503 commute avec tous les éléments de 1’algébre.

Il existe un autre classement entre les différentes parties du tableau,
qui sépare le centre blanc, correspondant aux quatre ondes leptoniques,
de la partie extérieure colorée, qui comprend les 12 ondes de quarks.
Il y a une égalité entre les coefficients des termes en b pour les ondes
gauches, qui fait qu'on peut réunir en une seule équation d’onde les 6
ondes gauches colorées, et c’est ce qui permet d’obtenir un groupe de
jauge U(1) x SU(2) x SU(3), qui n’est totalement actif que dans cette
partie du tableau : le groupe SU(2) n’agit que sur la partie gauche, le
groupe SU(3) n’agit pas sur les quatre spineurs au centre du tableau.

Toutes les équations peuvent étre mises sous forme récursive. Les
champs de jauge, qui ont été considérés par certains comme aussi impor-
tants que les fermions du tableau, ne sont que des raccourcis commodes
pour le calcul des équations itérées plusieurs fois. A valeur bivectorielle
comme le champ électromagnétique, ou & valeur scalaire comme le bo-
son de Higgs, ils n’ont pas d’existence indépendante de celle des fermions
fondamentaux sur lesquels ces champs agissent. Il ne peut pas y avoir de
symétrie entre bosons et fermions.

Dans le lagrangien du modéle standard, seule la partie contenant les
spineurs est nécessaire, et suffisante. La partie contenant les champs de
jauge est arbitraire, les relations qui ont été supposées entre les potentiels
de jauge présents dans les équations du premier ordre et les champs pré-
sents dans les équations du second ordre qui en découlent sont fausses,
elles ignorent les dérivées partielles qui viennent du spin 1/2 des fer-
mions. La partie contenant les spineurs est seule nécessaire, car liée par
une double implication avec les équations d’onde : la partie réelle (au
sens cliffordien du terme) donne la nullité de la densité lagrangienne
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[38], la nullité de la densité lagrangienne donne les équations d’onde, par
les équations de Lagrange. Celles-ci sont obtenues par une intégration
par partie puis par ’annulation d’une des deux parties. Cette annula-
tion est justifiée du point de vue physique dans le cas stationnaire. Elle
ne ’est pas dans le cas d’une solution des équations se propageant indé-
finiment sans atténuation, ce qui est le cas & la fois pour les photons de
la lumiére ou pour les ondes gravitationnelles. Utiliser les équations de
Lagrange dans une théorie de champ revient a ne pas tenir compte de la
propagation des ondes.

Comme c’est 'invariance sous les translations d’espace-temps de la
densité lagrangienne qui fournit la conservation du tenseur d’impulsion-
énergie, il n’existe d’énergie que liée aux spineurs, il n’y a pas d’énergie
propre aux champs de jauge. Le raisonnement d’Einstein concernant
I'égalité £ = mc? n’a donc pas d’exception. On peut prévoir qu’il n’y
aura pas d’exception au principe d’équivalence. On peut aussi en déduire
que, s'il existe bien de la « matiére noire », celle-ci est déja forcément
présente dans le tableau ci-dessus, donc seuls les monopoéles magnétiques
peuvent constituer cette matiére.

Pour unifier complétement les quatre sortes d’interaction que nous
connaissons, il n’est pas nécessaire de se préoccuper des bosons pour
eux-mémes, seuls les fermions sont fondamentaux. Lorsqu’on écrit les
potentiels & 'aide des spineurs dont ils sont faits, les équations d’onde
des spineurs ne contiennent plus que des spineurs. En conséquence la
quantification des niveaux d’énergie intervient seulement pour les ondes
stationnaires de 1’électron, et seulement avec un potentiel central en 1/r.
Il n’y a pas de raison de quantifier les champs, donc pas non plus de
raison de quantifier le champ de gravitation. Pour intégrer la gravitation
aux trois autres interactions, il est nécessaire de tenir compte du fait que
le tenseur d’énergie de ’onde fermionique n’est pas symétrique, et donc
que la variété d’espace-temps a non seulement une courbure, mais aussi
une torsion.
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