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Désintégration d’une particule de spin 0
en deux particules relativistes de spin 1/2
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RESUME. Nous utilisons 1’équation de Dirac a plusieurs particules pour étudier la
désintégration d’une particule de spin 0 en deux ondes planes de spin 1/2, les deux
particules associées ayant les quantités de mouvement p et -p. Les contraintes
imposées sur les 16 composantes de I’onde font que finalement,il ne reste qu’un
coefficient libre indépendant. Lorsque les masses des particules sont différentes, les
deux vitesses opposées sont différentes, la vitesse de I'une des particules étant
dépendante de la masse de I’autre particule. On se retrouve alors dans une situation
paradoxale, typique des états intriqués, que si 1’on admet que 1’onde guide le
mouvement des particules supposées ponctuelles, méme a trés grande distance
I’une de I’autre, le mouvement de 1’une des particules est influencé par la présence
de l'autre particule. On démontre aussi le théoréme de la vitesse de groupe du
mouvement relatif, qui exprime que la vitesse relative des deux particules égale la
vitesse de groupe de I’onde globale sous forme de paquet d’ondes.

ABSTRACT. We use the Dirac equation for many particles to study the
desintegration of a particle of spin 0 in two plane waves of spinl/2 , the two
associated particles with the momenta p and - p. The constraints imposed on the 16
components of the wave function finally lead to one single free independent
coefficient. When the particle masses are different, the two opposed velocities are
different, the velocity of one of the particles depending on the mass of the other.
We find again a paradoxical configuration, typical from the intricated quantum
states, that if one admits that the wave guides the motions of point particles, even at
very large distance one from the other, the motion of one of the particles is
influenced by the presence of the other. One demonstrates here too the theorem of
group velocity of the relative motion, which tells us that the relative velocity of the
two particles equals the group velocity of the global wave under the form of a
wave-packet.
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1 Introduction.

La mécanique quantique produit des expériences dont les résultats surprennent
le sens commun, par exemple celles impliquant des états intriqués comme 1’état
singulet obtenus avec deux spins 1/2 , largement discuté a la suite du paradoxe
de Einstein, Podolsky et Rosen [1], du théoréme de Bell [2,3] et des
nombreuses expériences qui en ont résulté [4]. Il apparait aujourd’hui que les
résultats de la mécanique quantique sont excellemment vérifiés, excluant la
possibilité de variables cachées locales, mais pas nécessairement la réalité de
variables cachées non locales comme les trajectoires de L. De Broglie dans la
théorie de la double solution [5]. Cette configuration a plutdt privilégié le
probléeme de corrélation entre les spins des deux particules éloignées, au
détriment de la partie spatiale de I’onde, comme évoqué dans le probléme de la
superposition des paquets d’onde des deux particules qui se sont éloignées a
grande distance [3].

Nous reprenons ce probléme avec 1’aide de 1’équation de Dirac a deux
particules [6], et montrons que la résolution de 1’onde plane de cette équation
produit le paradoxe que méme lorsqu’elles sont trés éloignées, la vitesse d’une
des particules est influencée par la masse de la seconde particule, alors qu’
aucune interaction classique n’est prise en compte comme la force de
gravitation ou la force électrostatique. Il résulte cependant de I’étude un
théoréme important, que la vitesse relative des deux particules s’¢loignant égale
la vitesse de groupe de 1’onde globale.

2 Equation de Dirac a plusieurs particules.

La description de la dynamique de plusieurs particules en relativité restreinte
présente la difficulté que si pour une particule, le temps et les coordonnées
spatiales sont considérés au point de la particule, il n’en est pas de méme pour
plusieurs particules, puisque si dans un repére donné, deux particules sont aux
points de coordonnées z; et z, au méme instant t, ils sont dans un autre repére
translaté par rapport au premier a vitesse constante v, aux points z;” et z,” aux
instants différents t,° et t,°, les nouvelles coordonnées étant transformées par
rapport aux premiéres par une transformée de Lorentz simple le long de I’axe
Oz.

Ce probleme disparait lorsque les deux particules sont liées impliquant,
qu'un seul temps et systétme de coordonnées spatiales sont affectés au
corpuscule composé, comme le photon composé de deux spins 1/2 de mémes
masses non nulles de L. de Broglie [8,9], ou un boson de spin 0 composé de
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deux spins 1/2 [10]. La différence entre les deux études est que la premiere
couple deux équations de Dirac avec mémes coordonnées temporelle et
spatiales, la seconde utilise 1’équation de Dirac a deux particules, mais ou les
temps et les coordonnées spatiales des deux particules sont les mémes.

Par contre, dans le probléme qui nous intéresse ici, les deux particules se
séparent et des coordonnées spatiales différentes doivent leur étre attachées.
Nous utilisons 1’équation de Dirac a deux particules de Bohm et Hiley [6] dans
I’espace de configuration, avec la réserve cependant que I’invariance par
transformées de Lorentz soit prouvée de fagon rigoureuse. Ce probléme est
difficile, méme si Bohm et Hiley [6] discutent le probléme de facon détaillée,
tout d’abord par D’interprétation statistique ou ils semblent démontrer cette
invariance pour 1’équation @ méme temps et ou plusieurs temps sont introduits
[7], puis de fagon ontologique, avec ’interprétation des trajectoires.

Nous définissons ainsi la fonction d’onde d’un systeme a plusieurs partlcules

affecté a chaque particule prenant une valeur de 1a 4. Il en résulte que la
fonction d’onde de N particules a 4" composantes, généralise les quatre
composantes de la fonction d’onde de Dirac a une particule. Nous affectons
ensuite a chaque particule les matrices o, étant entendu qu’ici, o, représente
ces quatre matrices de Dirac opérant seulement sur le bi-spineur d’indice i,.
L’équation de Dirac a N particules s’écrit alors a partir de [6],

. a\P 2 e e - -
1ha—=((2 oy,m c-e® (rn,)+V(r]...In..IN)
t n

1eS ondp, 4o An(En ¥ (1)
n C

ou p, est ’opérateur quantité de mouvement de la niéme particule, V I’énergie

d’interaction entre les particules, F et A les potentiels électromagnétiques.
L’équation de Dirac généralisée conserve la densité
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est la densité de courant de la nieme particule.Dans cette derniére expression,on
somme sur tous les indices i des autres particules, la notation étant explicitée
dans le premier terme de la composante selon Ox.

Nous étudions ici la désintégration d’une particule de spin 0 en deux
particules de spins 1/2 de masses m; et m, qui la composent, sans interaction
classique (V = 0), ce calcul pouvant étre appliqué au cas plus réaliste d’un
méson se décomposant en un quark et un antiquark [11-12], a la différence que
dans ce dernier probléme,il faut tenir compte de ’interaction coulombienne
entre les deux particules en général chargées.

On cherche donc des solutions des éqns. (1) dont la dépendance temporelle
est proportionnelle a exp-i(E+ m;+my)t, ou t est le temps commun des deux
particules dans le repére du laboratoire et E 1’énergie des deux particules. Avec
h=1 les éqns. (1) se raménent alors a 16 équations différentielles du premier
ordre en z,

3‘1’31 ST
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3 Désintégration en deux ondes planes de spin 1/2.

De fagon différente de 1’é¢tude de I’onde plane de la particule de spin 0
composée de deux spin 1/2 [10], la désintégration de la particule de spin 0 en
deux ondes planes de spin 1/2 sans interaction classique (V = 0), impose de

prendre des fonctions d’onde proportionnelles a exp ip(z,-z,)
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Wi =A xexpip(z,-z,) (6)

ou p et -p sont les quantités de mouvement des deux particules, puisque la
quantité de mouvement totale doit étre nulle,comme dans 1’état initial. Avec
cette solution, on peut regrouper les éqns.(5) 2 a 2, (5.1-11), (5.2-12), (5.3-9),
(5.4-10), (5.5-15), (5.6-16), (5.7-13) et (5.8-14) et obtenir, par élimination du
second membre, les huit équations suivantes

Ay =BA;. Ay=PA,
A=A, Ay=0A,

Ay =ﬁA23 - Ay ='ﬁA24 (7
A43=aA21, A =0A

44 22
ou
E E+2
o= B2 ()
E+2(m;+m,) E+2m,

On peut ensuite utiliser quatre des éqns.(5), (5.3,4,7,8) et les éqns.(7) pour
exprimer quatre autres coefficients

o+1 o+1
= A, A = B
37 E2m, P 14T Evom, P

o+1 o+1
=———pC ©

37 E+2m, 2 - E+2m, P

en fonction des coefficients d’indices les plus bas, A;; = A, A, =B, A;;=Cet
Ay = D. Tous les coefficients (6) se trouvent donc exprimés en fonction des
quatre coefficients A, B, C et D.
Par exemple, I’éqn.(5.1) s’ écrit,
EA =p(A  -A ) (10)

si bien que, en utilisant les éqns.(7) et (9) pour tout ramener au coefficient A,

E(E+2rn2 ):(oc+l)(ﬁ+l)p2 (11)
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que I’on peut réécrire, en utilisant E = W-mj-m, et les éqns.(8) comme I’
éqn.(19) de la ref.[10],

(W-m -m_)(W+m -m_)(W-m +m )(W+m +m )=4p°W’ (12)

Nous cherchons des ondes de spin global nul, impliquant que les quatre
composantes du quadrivecteur spin soit nulles. Les éqns.(B.6) a (B.8) de I’
appendice B montrent que les trois composantes spatiales sont nulles si A =D
= 0. Pour que la composante temporelle le soit aussi, 1’éqn.(B.5) montre qu’il
faut aussi imposer que les modules de B et de C soient égaux, ce que nous
faisons dans la suite. Comparons avant les deux expressions de la composante
temporelle du spin, celle du boson composé étudié dans [10]

o = 2(1+0)
0" (E+2m,)

p, (1+ap+a+B)-AA"+DD")
+(1+aB-a-B)BB -CC)) (13.a)

et celle obtenue a 1’éqn.(B.5), que I’on réécrit ici

_ 2(1+(X) * %
20'0_ (ETmz)p((Haﬁ—(x—ﬁ)(AA -DD )
+(1+of+a+B)CC -BB")) (13.b)

qui répartissent différemment les paramétres oet . Dans le premier cas,
I’égalité des courants des deux particules, qui n’est pas imposée dans le second,
imposait I’ égalité des masses, ce qui annulait le second facteur de I’éqn.(13.a).
L’annulation des facteurs A et D était donc suffisante pour I’annulation de cette
composante temporelle, laissant les deux paraméres B et C arbitraires. Ici,
I’annulation des facteurs A et D dans (13.b) laisse le second terme si 1’on
n’impose pas la condition supplémentaire d’égalité des modules de B et C.
Il en résulte que pour ces particules,

. 8Wp(W?2+(m, +m, )(m,-m, ))
(W+m, +m, )* (W+m,-m, }(W+m,-m, )

2BB (14)

=
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j =2BB
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si bien que chaque particule acquiert la vitesse constante
_Jyq) _ 2Wp(W?+(m, +m, )(m,-m,)) 7
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Jo w* —(m1+m2)2 (ml—mz)2

i 2Wp(W2+(m, +m, )(m, -m
u,= 3(2) — P( ( 1 2)( 1 2)) (18)

jo W4—(m1+m2)2(m1—m2)2

Remarquons que lorsque les masses des particules sont égales, les deux
vitesses sont opposées, égales en module a la forme relativiste classique

p

U:m.

Par contre, lorsque les masses sont différentes, ces deux vitesses différent en
intensité, la vitesse de 1’une étant influencée par la présence de I’autre particule,
puisque les deux masses interviennent dans ’expression de la vitesse. On se
retrouve alors dans une situation paradoxale, typique des états intriqués, que si
I’on admet que l’onde guide le mouvement des particules supposées
ponctuelles, méme a trés grande distance ’'une de 1’autre, le mouvement de
I’une des particules est influencé par la présence de 1’autre particule.

4. Théoréme sur la vitesse de groupe pour le mouvement relatif.

Envisageons maintenant 1’évolution d’un paquet d’ondes formé par une
superposition d’ondes de la forme (6), pour différents p, le domaine des p étant
un voisinage d’une quantit¢ de mouvement donnée po. On peut écrire ainsi,
W(p) étant déterminé par 1’éqn.(12), la composante ¥j; sous la forme,
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Wy (2,2, 0=]dp A}, () expi-W(P)t+p(z,-2,)) (19)

c’est-a-dire la méme forme qu’un paquet d’onde a une particule, mais ou la
coordonnée z est remplacée par la coordonnée relative z;-z,. On sait qu’une
telle superposition se comporte au moins pendant un certain temps comme un
paquet d’ondes, dont le maximum se déplace a la vitesse de groupe

dw
VG:d—p(pO) [5], [13]. On calcule cette dérivée par dérivation de 1’éqn.(12)
par rapport & p pour obtenir

dw 4pW

v (20)
dp  2W2-(m,+m,)’-(m;-m,)*-4p’

que I’on peut réécrire, en multipliant aux numérateur et dénominateur par W= et
en éliminant 4p> W? par la relation (12),

dw 4pW?
Ao w r 2 > (2D
dp W*-(m,+m,)*(m,-m,)
Comparant avec la différence des vitesses
4pW’°
u-u = (22)

4 2 2
"2 W'(m,+m,) (m,-m,)

obtenue a partir des éqns.(17) et (18),on constate que la vitesse relative des
deux particules égale la vitesse de groupe de I’onde globale.

5. Conclusion.

Nous montrons comment 1’équation de Dirac a plusieurs particules [6] peut
étre utilisée pour déterminer les mouvements résultant de la désintégration
d’une particule de spin 0 composée de deux particules de spin 1/2. On retrouve
une approche ancienne de L. de Broglie [8,9] qui considérait deux corpuscules
de Dirac liés de telle sorte que leur énergie et leur quantit¢é de mouvement
soient les mémes, a la différence qu’ici les fonctions d’onde a deux indices ne
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sont pas nécessairement des produits de fonctions d’onde individuelles. Nous
étudions ici la solution d’une onde plane a 16 composantes associée a la
désintégration d’une particule de spin 0 en deux particules de spin 1/2 de
quantités de mouvement p et -p, comme pour la désintégration de mésons en
deux quarks, sauf qu’ici, nous supposons les particules sans interaction (V = 0)
et ne tenons pas compte en particulier de la force électrique entre les deux
quarks chargés. Cette solution peut étre déterminée pour tout choix de masses
de particules, contrairement au cas du boson de spin 0 composé [10], pour
lequel les deux masses des particules étaient contraintes d’étre égales. Elle
détermine une relation de dispersion pour I’énergie globale, relation
polynomiale entre I’énergie, la quantité de mouvement p et les deux masses des
particules, identique a celle déterminée pour le boson composé [10], de méme
forme que la relation classique de 1’énergie relativiste lorsque les masses des
deux particules sont égales. Il apparait alors que les vitesses des deux particules
sont opposées et constantes, la vitesse de 1’une des particules dépendant aussi
de la masse de I’autre particule, méme lorsque les deux particules deviennent
trés distantes 1’une de I’autre.

Nous démontrons aussi, dans le cadre de ce formalisme, le théoréme de
vitesse de groupe pour le mouvement relatif des deux particules, que la vitesse
de groupe de I’onde globale égale la vitesse relative des deux particules, ceci
donnant une certaine légitimité a 1’approche utilisée et a la relation de
dispersion pour I’énergie, de forme assez inattendue.

Cet article ouvre une voie intéressante pour déterminer de fagon générale les
trajectoires relativistes de deux particules de spin 1/2 émises lors de la
désintégration d’une particule de spin 0. Pour le probléme de la désintégration
de mésons en deux quarks, on pourrra intégrer de fagon numérique les éqns.(5),
en tenant compte du potentiel d’interaction entre les deux particules chargées.

On pourra aussi clarifier I’objection de L. De Broglie sur le théoréme de
Bell, selon laquelle celui-ci n’est plus valide lorsque les paquets d’onde des
deux particules émises n’ont plus de superposition [3]. En intégrant de fagon
numérique les éqns.(5), avec comme forme initiale un paquet d’onde dans
I’espace de configuration, on pourra déterminer précisément a quelle distance
les deux paquets d’onde deviennent bien séparés, et peut étre reprendre les
expériences sur les corrélations des spins de particules matérielles [4], avec en
plus comme donnée, une distance caractéristique des deux polariseurs pour
laquelle, il n’y aurait plus de corrélations entre les deux particules émises au
dela de cette distance.
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Appendice A : Expression des 4-vecteurs courant et du 4-vecteur spin
total.

Ecrivons ici, en s’aidant de la table 1, les composantes du 4-vecteur courant
des deux particules prises séparément, et du 4-vecteur spin total,

v ‘I’ﬁ \11; ¥

I S < P S
T Yoo, Y,
ij ‘P6 —‘I’y ‘I—'ﬁ —‘Pa
P YooY, Y, Y
20, W, ¥, ¥, ¥,
20, 5 Y, s
2o, ¥, ¥, ¥, ¥
20, ¥, ¥, ¥, ¥

Table 1 : Expression des 4-vecteurs courant et spin en fonction des
fonctions d’onde d’une seule particule (Extrait de J.Yvon [14]).

Etant entendu que la table 1 ne détermine ces quantités que pour une seule
particule. Par exemple, on sélectionne dans la colonne de gauche, la quantité
désirée, qui doit étre égale a la somme des produits des fonctions d’onde de la
ligne et de la fonction d’onde conjuguée en haut de la colonne correspondante.

On détermine ainsi les composantes du courant de la premiére puis de la
seconde particule
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j0(1)=T11Tj1+‘{l21‘P;1+‘P31T;+T41‘P21
+\P12\PT2+T22T;2+\P32\P;2+‘P42\P:2
+‘P13‘P;+‘P23‘P;3+‘P33‘{’;3+‘P43‘11:3
+\P14‘PT4+\P24‘P;4+‘P34TZ4+\P44\P:4 (A1)
j0(2)= ‘PIILPTI-'-TIZTTZ +T131PT3 +\P14‘PT4
+‘P21‘P;1+\P22\P22+\P23\P;3+\Pz4‘}';4
+‘P31‘P21+T32‘P22+\P33T23+T34T;4
+\P41\P:1+1P42\P:2+\P43\P:3+\P44‘P:4 (A2)
j1(1)=LP41TT1+lP31LP;1+T21T;1+‘{111‘P:1
+\P42\PT2+T32‘P;2+\P22\P;2+‘P12\P:2
+‘P43‘P>1k3+‘P33‘P;+‘~P23‘{’;3+‘P13‘11:3
+\P44‘Pr4+\P34\PZ4+\P24‘PZ4+\P14\P:4 (A3)
j1(2)=ql14ly>1k1+‘P13\PT2+1P12‘PT3+\P11‘PT4
+Tz4\P;1+T23\P;2+\P22\P;3+\P21\P;4
+‘P34\P;1+\P33LP;2+‘P32‘P23+T31‘P;4

*

+‘{144\1141 +\P43\P42 +\P42\P43 +‘{141‘{‘44 (Ad)

P. Pelcé
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ij2(1)=1F41\Fn R INE YR SN SN ST Y

+\P42T12 ¥ 32\P22 +lP22T32 -‘P12‘P42
+T43LP13 '\P33LP23 +\P23‘P33 'T13T43
+\P44\P41 '\P34\P24 +\P24‘P34 -\P14\P44 (A5)

kS

jj2(2)=‘{114‘111l-\PB‘{l12+‘{1121}'13-lIJHlPM
+‘P24\P21 '\Pz;}‘zz +\P22\P23'\P21‘Pz4
+T34\P31'\P33\P32 +T32\P33"P31‘P34

+\P441P41"P43\P42+\P42\P43"{I41\P44 (A6)

j3(1)=‘{131‘Pn"‘1141‘{’21 +‘P11‘P31 'lP21T41
+lP32‘P12_lP42\P22 +‘P12‘P32 _\p22lp42
+‘P33\P13 'lP43T23 +lP13‘P33"P23LP43

+‘{134\1114 '\P44\P24 +\P14\P34 '\P24\P44 (A7)

j3(2) SEITESTRE SV P00 STE SYC0 0% VN
+T23\P21 '\P24‘P22 +\P21\P23'\P22\Pz4
+‘P33\P31"P34‘P32 +‘P31‘P33'1P32LP34

+‘{143?41'\{’44‘{‘42"L\P41‘P43'\1142\1144 (A8)

et les quatre composantes du spin total
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20,=-( l}’13??1"'\1114\112 +‘P11\PT3 +T121PT4

+lP23ql;1 +‘Pz4\P22 +q’21\P23+\P22\P24
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+( \le‘{’;+‘{‘“LP;+‘P41‘P;+‘{‘31\P:1
+\Pzz\lflkz +\P12\P;2 +\P42\P;2 +\P32\P:z
+‘{123\P1F3 +lP13LP:3 +\P43LP;3 +LP33\P:3

+‘I‘24‘P14+‘I‘14‘I‘24+‘I‘44‘I‘34+‘P34‘P44) (A.10)

P. Pelcé
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-2i0,=+( lPlz‘P;'LPn\sz +\P14lP>1k3'\P13‘P:4
+l}122\P; _\leql;z +\P24\P;3_\P23\PZ4
+T32‘P§1'T31LP*32+‘{134LP;3'LP33‘P;4
+\P42\P:1 _\}141\}122 +\}I44\P:3_\¥43\P:4)
+ (‘lequl'l}lnq’;+T41T21"P31‘P:1
+‘P22\Pr2 '\Plz\P*zz +\P42\P.:2 '\P32\P22
+\P23TT3'\P13T;3 +T43TZ3'\P33TZ3

+‘}’24\1‘14"}’14\Pz4+\P44\P34'\}’34‘1144) (A.1D)

20 =+ ( \Pn‘PTl"PuTrz +T13TT3"P14T>1K4
+W21\P21 _\{lzqu;z +\P23\PZ3_\¥24\PZ4
+lP31LP;1 'T32LP*32 +LP33‘P;3'\P34‘PZ4
+\P41\P:| _\P42\P:2 +\}I43\P:3_\P44\P:4)
+ (‘Pn‘yjl'q}mq’;+T31T21"P41‘P:1
+‘P12\P>1k2 '\Pzz\P*zz +\P32\P.:2 '\P42\P22

+\P13lyj3 '\Pzﬂl; +LP33TZ3'\P43‘P:3

+‘Pl4\Pl4 '\P24\Pz4 +\1134\1‘34 '\P44‘P44 ) (A12)

Appendice B : Expression du 4-vecteur courant et du 4-vecteur spin total
pour les ondes planes émises en sens opposés.

En utilisant 1” appendice A, on peut alors calculer les deux composantes 0 du
courant de I’onde plane,
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= (1+a” +(1+f )((ipz)(AAﬁBBHCCHDD*) (B.1)

Joey =
0(1) J0(2) E+2m,

constater que les composantes 1 et 2 sont nulles,

jl(l)=j1(2)=j2(1)=j2(2)=0 (B2

que les composantes 3 pour les demi-particules 1 et 2 sont respectivement
égales a

. _ (a+1) * * € %
J3(l)_2(a+ﬁ) E+2m, p(AA +BB +CC +DD ) (B.3)

_ ((X+1) * * % *
jy0 =201+ ﬁ)mp(AA +BB +CC +DD’) (B.4)

et que les quatre composantes du quadrivecteur spin total sont respectivement
égales a

2(1
o = (1+x)

. (ETmz)p((Haﬁ—a—,B)(AA -DD")

+(1+aﬁ+(x+ﬁ)(CC*-BB*)) (B.5)

2
20 =(1-o +w 2)(BA +AB’ +DC +CD )

(B+ mz)

(1o M p>)CA +AC +DB +BD") (B.6)

(E+2m,)?

2
2ic,=(1-a +M p>)BA"-AB +DC -CD")

(E+ mz)

(o M p’)(CA'-AC"+DB -BD’) (B.7)

(E+2m, )’
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2(1+8H)(1+a)*

--p°)AA-DD’) (B.8)
(E+2m,)

20 =Q(1+a’ 1+
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